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DANH MỤC CÁC KÝ HIỆU, CÁC CHỮ VIẾT TẮT

MQ Hàm Multiquadric.

IMQ Hàm Inverse multiquadric.

Gauss Hàm Gaussian.

RBF Hàm cơ sở bán kính (Radial Basis Function).

FD Phương pháp sai phân hữu hạn (Finite Different).

Ξ Tập hữu hạn các tâm rời rạc.

Ξint Tập hữu hạn các tâm rời rạc trong miền.

∂Ξ Tập hữu hạn các tâm rời rạc trên biên.

Ξζ Tập giá véc tơ trọng số.

#Ξint Số tâm của tập Ξint.

ε(ζ ,ξ ) Độ lệch của cạnh ζ ξ .

ε̄ Độ lệch lớn nhất.

τ Ngưỡng độ lệch.

sepξ ′(Ξ′) Khoảng cách tách biệt của tâm ξ ′ và tập Ξ′.

FEM Phương pháp phần tử hữu hạn (Finite element method).

RBF-FD Phương pháp không lưới RBF-FD

(Radial Basis Function-Finite Different).

RBF-FD 17 Kết quả của RBF-FD sử dụng các thuật toán ODP1, ODP2.

rms Sai số trung bình bình phương (root mean square error).

RRMS Sai số trung bình bình phương tương đối

(relative root mean square error).

Erc Sai số rms trên các tâm thích nghi.

Emc Sai số rms lớn nhất trên các tâm thích nghi.

Erg Sai số rms trên lưới đều.

Emg Sai số rms lớn nhất trên lưới đều.

Eref Sai số RRMS so với nghiệm tham chiếu.

rms FEM Sai số rms của phương pháp phần tử hữu hạn.

rms RBF-FD 17 Sai số rms của RBF-FD sử dụng các thuật toán ODP1, ODP2.
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rms RBF-FD Sai số rms của RBF-FD sử dụng các thuật toán OT1, OT2.

max FEM Sai số lớn nhất của phương pháp phần tử hữu hạn.

max RBF-FD 17 Sai số lớn nhất của RBF-FD sử dụng các thuật toán ODP1, ODP2.

max RBF-FD Sai số lớn nhất của RBF-FD sử dụng các thuật toán OT1, OT2.

RBF-FD Kết quả của RBF-FD sử dụng các thuật toán OT1, OT2.

fem1 Kết quả của phương pháp phần tử hữu hạn bậc 1.

fem2 Kết quả của phương pháp phần tử hữu hạn bậc 2.

knear Kết quả của RBF-FD sử dụng Thuật toán k-near.

tet Kết quả của RBF-FD sử dụng Thuật toán tet.

Oct Kết quả của RBF-FD sử dụng Thuật toán 16-Octants.

oct-dist Kết quả của RBF-FD sử dụng Thuật toán oct-dist.

pQR4sel Kết quả của RBF-FD sử dụng Thuật toán pQR chọn tâm

và tính trọng số bằng nội suy RBF.

pQR3 Kết quả của phương pháp pQR sử dụng Thuật toán pQR bậc 3.

pQR4 Kết quả của phương pháp pQR sử dụng Thuật toán pQR bậc 4.
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3.20 Sai số u− û ứng với các tâm thích nghi của Bài toán 6(a) . . . . . . . . . 101
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PHẦN MỞ ĐẦU

Luận án nghiên cứu phương pháp không lưới thích nghi RBF-FD (Radial Basis

Function-Finite Difference) giải số bài toán Dirichlet cho phương trình Elliptic trong

không gian 2 chiều và 3 chiều. Bài toán được phát biểu như sau: Cho miền mở Ω⊂Rd ,

(với d = 2 hoặc d = 3) và các hàm số f xác định trên Ω, g xác định trên ∂Ω. Tìm hàm

số u : Ω → R thỏa mãn

Du = f trong Ω,

u = g trên ∂Ω,
(1)

trong đó D là toán tử vi phân tuyến tính Elliptic bậc 2.
Rời rạc hóa Bài toán (1), ta có hệ phương trình tuyến tính với véc tơ û = [ûξ ]ξ∈Ξ:

∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ ûξ = f (ζ ), ζ ∈ Ξint; ûξ = g(ξ ), ξ ∈ ∂Ξ, (2)

trong đó

• Ξ ⊂ Ω là tập các tâm rời rạc;

• û là nghiệm xấp xỉ của nghiệm chính xác u của (1) tại các điểm ξ ∈ Ξ;

• ∂Ξ := Ξ∩∂Ω là tập các tâm rời rạc trên biên;

• Ξint := Ξ\∂Ξ là tập các tâm rời rạc nằm trong miền;

• Ξζ là một tập hợp (được gọi là tập hợp hỗ trợ tính stencil hay tập hợp giá véc
tơ trọng số ứng với ζ ), trong đó bao gồm tâm ζ và một số tâm ξi ∈ Ξ được lựa
chọn nằm tại vị trí lân cận của ζ ;

• wζ ,ξ ∈ R là các trọng số hay stencil được chọn sao cho ∑ξ∈Ξζ
wζ ,ξ u(ξ ) là một

xấp xỉ của Du(ζ ).

Để giải hệ phương trình (2), ta cần phải giải quyết ba vấn đề chính sau:

(1) Làm thế nào để sinh ra được tập Ξ?

(2) Làm thế nào để chọn được tập hợp Ξζ hỗ trợ tính véc tơ trọng số?

(3) Làm thế nào để tính các trọng số wζ ,ξ phù hợp?
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Phương pháp số giải phương trình đạo hàm riêng (1) được giới thiệu lần đầu tiên

năm 1911 bởi Richardson bằng việc sử dụng phương pháp sai phân hữu hạn (FD-Finite

Difference) cổ điển để tính ứng suất của một đập [52]. Ý tưởng của phương pháp sai

phân hữu hạn là thay miền của các biến liên tục bằng tập các điểm lưới rời rạc và xấp

xỉ phương trình vi phân đạo hàm riêng bởi lược đồ sai phân. Đối với phương pháp

RBF-FD cổ điển, Ξ là tập các nút trên lưới đều, tập hợp Ξζ là khuôn sai phân 5 điểm

với tâm ζ và 4 điểm ξ1,ξ2,ξ3,ξ4 ∈ Ξ và 4 điểm này phân bố đều xung quanh ζ , khi

đó các trọng số wζ ,ξ được xác định một cách dễ dàng. Vì tính toán đơn giản và độ

chính xác cao, nên phương pháp sai phân hữu hạn có nhiều lợi thế với các bài toán có

miền hình học đẹp như miền hình vuông, miền hình chữ nhật... .

Khi khoa học kỹ thuật và công nghệ ngày càng phát triển, thì các bài toán thực

tế cần giải quyết ngày càng nhiều và đa dạng, trong đó phần lớn là các bài toán có

miền hình học phức tạp và các bài toán có nghiệm dao động mạnh (khi có sự thay đổi

nhỏ của đối số thì kéo theo sự thay đổi lớn của hàm số). Vì vậy, phương pháp số giải

phương trình đạo hàm riêng dựa trên lưới đều gặp nhiều khó khăn, nên đã tạo động

lực cho sự ra đời của phương pháp phần tử hữu hạn (FEM- finite element method).

Phương pháp Phần tử hữu hạn (Finite element method - FEM) được phát triển vào

những năm 1940 [13, 35], bằng việc chia miền thành các miền con đơn giản hơn,

làm cơ sở cho việc rời rạc và giải một bài toán xấp xỉ có tên gọi bài toán dạng yếu.

Phương pháp này được phát triển mạnh vào những năm 1950 trong việc phân tích kết

cấu khung máy bay và các công trình xây dựng, nó dễ áp dụng hơn phương pháp sai

phân cho các bài toán có miền hình học phức tạp. Một lợi thế khác của FEM là cơ sở

toán học vững chắc của nó được chứng minh năm 1973 bởi Strang và Fix [58], Ciarlet

và Raviart [12], cùng với các phân tích sai số, ổn định và hội tụ của nghiệm xấp xỉ

được phát triển sau này.

Năm 1978 RongHua Li đã giới thiệu phương pháp sai phân suy rộng trên lưới

không đều [42]. Phương pháp này sử dụng lưới một cách mềm dẻo (lưới tam giác

hoặc lưới tứ giác), có sai số nhỏ và chi phí tính toán lớn hơn phương pháp sai phân

hữu hạn và nhỏ hơn FEM, trong khi độ chính xác cao hơn phương pháp sai phân hữu

hạn và tương đương với FEM.

Bên cạnh sự phát triển của phương pháp FD và FEM còn có phương pháp thể tích

hữu hạn (Finite Volume Method -FVM), phương pháp này cũng sử dụng các tùy chọn

dựa trên lưới tương tự như FEM và giải bài toán dạng yếu.
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Sự phát triển của các phương pháp lưới đã đem lại những đóng góp to lớn trong

việc ứng dụng toán học vào thực tiễn. Tuy nhiên, chúng còn nhiều hạn chế khi áp

dụng vào lớp các bài toán thực tế có cấu trúc phức tạp như: lưới biến dạng trên phạm

vi rộng, số chiều không gian cao, hàm vế phải hoặc hàm điều kiện biên có kì dị (có

độ dao động lớn). Khó khăn lớn nhất là sinh lưới, duy trì lưới và cập nhật lưới. Những

khó khăn này được Griebel và Schweitzer chỉ ra trong [33], đó là " hơn 70% chi phí

trên toàn bộ tính toán là dành cho việc sinh lưới". Đây là một trong những lý do thúc

đẩy các nhà khoa học tìm kiếm những phương pháp mới nhằm khắc phục những hạn

chế này của các phương pháp lưới.

Để khắc phục một số nhược điểm của phương pháp lưới, các nhà khoa học đã đưa

ra phương pháp không lưới giải phương trình đạo hàm riêng, được giới thiệu trong

[4, 5, 16, 59, 62]. Một trong các cách tiếp cận không lưới là phương pháp không lưới

RBF-FD [16, 59, 62]. Phương pháp này sử dụng nội suy hàm cơ sở bán kính RBF với

cách tiếp cận địa phương, dựa trên sự rời rạc hóa giống như phương pháp sai phân hữu

hạn, để tính xấp xỉ nghiệm tại một số điểm rời rạc trong miền xác định. Cụ thể, phương

pháp RBF-FD được xây dựng theo lược đồ sau: Cho hàm cơ sở bán kính Φ : Rd → R,

là hàm xác định dương, xác định bởi Φ(x) = ϕ(||x||2), với x ∈Rd và ϕ : [0,+∞)→R

là một hàm cho trước [7, 61]. Ta sử dụng hàm Φ để xây dựng nội suy hàm cơ sở bán

kính RBF. Nội suy hàm cơ sở bán kính RBF được sử dụng để xấp xỉ toán tử vi phân, từ

đó tìm nghiệm xấp xỉ của phương trình vi phân đạo hàm riêng. Khi sử dụng phương

pháp RBF-FD giải bài toán trong không gian d chiều, với d lớn tùy ý, thay vì phải làm

việc với hàm d biến, ta chỉ cần làm việc với hàm một biến. Một lợi thế của kỹ thuật

rời rạc không lưới là chỉ cần dựa trên tập điểm độc lập phân bố bất kỳ, không cần tạo

ra cấu trúc lưới. Do đó, không còn cần chi phí dành cho sinh lưới, duy trì lưới và cập

nhật lưới. Lợi thế của phương pháp không lưới RBF-FD được giới thiệu trong các công

bố [26, Section 20.5], [47, 59, 62].

Phương pháp RBF-FD được công bố đầu tiên bởi Tolstykh và Shirobokov, năm

2003 [59] dựa trên cấu trúc của phương pháp sai phân hữu hạn. Năm 2006, Wright

và Fornberg đề xuất phương pháp RBF-FD, sử dụng nội suy Hermite [62]. Năm 2011,

Oleg Davydov và Đặng Thị Oanh công bố phương pháp RBF-FD dựa trên nội suy đa

điểm, thuật toán chọn tâm hỗ trợ phương pháp không lưới, thuật toán làm mịn thích

nghi [16] và thuật toán ước lượng tham số hình dạng tối ưu cho nội suy hàm RBF [17].
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Những năm gần đây, kỹ thuật làm mịn thích nghi và kỹ thuật chọn tâm cho phương

pháp RBF-FD nhận được sự quan tâm của nhiều nhà khoa học [8, 9, 36, 43, 48, 56, 57].

Các công bố [8, 9] đã sử dụng phương pháp toàn cục, phương pháp này yêu cầu giải

một hệ phương trình tuyến tính đầy đủ, trong khi phương pháp RBF-FD là phương

pháp tiếp cận địa phương nên chỉ yêu cầu giải các hệ phương trình tuyến tính với ma

trận hệ số là ma trận thưa [36, 43, 48, 56, 57].

Các kết quả đã đạt được theo hướng nghiên cứu này là:

• Đề xuất một số thuật toán sinh bộ tâm rời rạc thích nghi Ξ hay còn gọi là thuật

toán làm mịn thích nghi [8, 9, 16, 36, 43, 48, 56, 57].

• Đề xuất một số thuật toán chọn tập hợp Ξζ hỗ trợ tính stencil hay còn gọi là

thuật toán chọn tâm hỗ trợ nội suy để tính stencil [16, 41, 55, 48].

• Phát triển một số cách tính véc tơ trọng số dựa trên ý tưởng của phương pháp

FD và FEM [16, 59, 62] và đề xuất thuật toán ước lượng tham số hình dạng tối

ưu [17].

Các kết quả nghiên cứu theo phương pháp RBF-FD chủ yếu đang dừng lại trên các bài

toán mẫu trong không gian 2 chiều, chưa có chứng minh chặt chẽ về mặt lý thuyết đối

với tính xấp xỉ, ổn định và hội tụ của nghiệm xấp xỉ. Đây là công việc khó giải quyết

trong tương lai gần. Hơn nữa, với lợi thế của phương pháp RBF-FD cũng cần phát triển

trong không gian 3 chiều. Trong luận án này, chúng tôi nghiên cứu kỹ thuật sinh tâm

thích nghi và chọn bộ tâm nội suy hỗ trợ tính véc tơ trọng số RBF phù hợp với bộ tâm

thích nghi Ξ trong không gian 2 chiều cho các bài toán có miền hình học phức tạp,

nghiệm có kỳ dị, hoặc hàm có độ dao động lớn dựa trên ý tưởng của Đặng Thị Oanh,

Oleg Davydov và Hoàng Xuân Phú trong [48] và đồng thời phát triển kỹ thuật chọn

tâm trong không gian 3 chiều. Cụ thể luận án đã thực hiện được các nội dung sau:

1. Đề xuất thuật toán chọn bộ tâm Ξζ hỗ trợ tính véc tơ trọng số cho phương

pháp RBF-FD, sao cho phù hợp với bộ tâm thích nghi Ξ trong không gian 2

chiều.

Đối với phương pháp RBF-FD, để tìm nghiệm xấp xỉ của phương trình đạo hàm

riêng (1), ta cần tính được các véc tơ trọng số wζ ,ξ ∈ R trong công thức vi phân

số (2). Các véc tơ trọng số này được tìm dựa vào nội suy RBF trên bộ tâm rời
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rạc Ξζ := {ζ ,ξ1,ξ2, . . . ,ξk}, trong đó các tâm {ξ1,ξ2, . . . ,ξk} nằm xung quanh

vị trí tâm ζ (hay còn gọi là phương pháp RBF-FD địa phương). Do đó, việc chọn

bộ tâm nội suy Ξζ ảnh hưởng lớn đến độ chính xác của nghiệm xấp xỉ. Các thử

nghiệm trên bộ tâm thích nghi Ξ được sinh ra bởi Thuật toán 2 trong [16] cho

thấy, khi ứng dụng các thuật toán được giới thiệu trong [3, 10, 37, 41, 44, 45,

51, 55, 62] để chọn bộ tâm Ξζ thì thu được nghiệm xấp xỉ có độ chính xác thấp.

Ngoài ra, trong [16] các tác giả đã đề xuất thuật toán chọn tâm (Thuật toán 1)

cho phương pháp RBF-FD, với một điều kiện dừng dựa trên độ lớn của góc lớn

nhất giữa 2 tia liền kề ζ ξi và ζ ξi+1, trong đó i = 1,2, . . . ,k với k = 6, trường

hợp i = k thì ξi+1 ≡ ξ1. Việc chọn k = 6 nhằm đảm bảo mật độ ma trận hệ số

trong (2) không cao hơn mật độ ma trận hệ số (hay được gọi là ma trận cứng)

của FEM. Kết quả thử nghiệm cho thấy, nghiệm xấp xỉ của phương pháp RBF-FD

có độ chính xác hầu hết cao hơn nghiệm của FEM. Tuy nhiên, thuật toán sử dụng

một điều kiện dừng dựa trên tính đều của góc, dẫn đến bộ tâm Ξζ được chọn có

thể bỏ qua một điểm nào đó ở gần mà tốt cho nội suy, để lấy một điểm ở xa, dẫn

đến không phù hợp cho nội suy. Để khắc phục nhược điểm này, trong [48] các

tác giả đã đề xuất thuật toán chọn bộ tâm nội suy với hai điều kiện dừng, ngoài

điều kiện dừng về độ lớn của góc, thuật toán có thêm điều kiện dừng về khoảng

cách. Thử nghiệm số với các bài toán có miền hình học phức tạp, hoặc bài toán

có độ dao động mạnh cho thấy, nghiệm xấp xỉ của phương pháp RBF-FD có độ

chính xác cao hơn nghiệm xấp xỉ của phương pháp RBF-FD sử dụng thuật toán

chọn tâm trong [16, Thuật toán 1] và cao hơn nghiệm của FEM.

Tuy nhiên, việc chọn giá véc tơ trọng số với số tâm cố định k = 6 có thể loại bỏ

một số điểm phù hợp hoặc chọn một số điểm không tốt, hơn nữa từ các Hình

1(d, f) trong [48] có thể chọn được bộ tâm Ξζ tốt với k = 4 hoặc k = 5, thậm

chí k = 7 hoặc k = 8, điều này đã thúc đẩy chúng tôi đề xuất thuật toán chọn

giá véc tơ trọng số có số tâm không cố định và đề xuất một tiêu chí mới để lựa

chọn một số điểm phù hợp. Thử nghiệm số trên các bài toán có miền hình học

phức tạp, hoặc bài toán có độ dao động lớn cho thấy, thuật toán chọn bộ tâm nội

suy Ξζ mới thường xuyên chọn được 4 tâm xung quanh ζ (k = 4), nên mật độ

ma trận hệ số nhỏ hơn rất nhiều mật độ ma trận cứng của FEM. Hơn nữa, sai số

trung bình bình phương rms (root mean square) của phương pháp RBF-FD khi
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sử dụng thuật toán này ổn định và nhỏ hơn sai số rms của phương pháp RBF-FD

sử dụng thuật toán chọn tâm trong [48, Thuật toán 1] và cũng nhỏ hơn sai số

rms của FEM. Ngoài ra, chi phí tính toán của thuật toán chọn tâm mới cũng nhỏ

hơn so với thuật toán chọn tâm trong [48, Thuật toán 1], dựa vào so sánh 2 giá

trị là số phần trăm thuật toán dừng lại tại Bước II (chọn được giá véc tơ trọng số

4 điểm (k = 4)) từ 74% đến 90% và mật độ ma trận hệ số.

2. Phát triển các thuật toán chọn tâm cho phương pháp không lưới RBF-FD

trong không gian 3 chiều

Mục đích của các thuật toán chọn tâm này tương tự như trong không gian 2

chiều, nghĩa là bộ tâm được chọn sử dụng để tính véc tơ trọng số trong không

gian 3 chiều. Tuy nhiên, với các thuật toán chọn tâm đã công bố trong không

gian 2 chiều [16, 48, Thuật toán 1], khi phát triển sang không gian 3 chiều thì

các điều kiện về góc không còn phù hợp. Vì vậy, chúng tôi đã tiến hành thực

hiện các thử nghiệm số cho phương pháp RBF-FD trong không gian 3 chiều trên

tập các tâm của FEM, đồng thời sử dụng một số thuật toán chọn tâm đơn giản và

tự nhiên, cụ thể là chọn tập các tâm là k−điểm gần nhất. Kết quả thử nghiệm

cho thấy rằng với bài toán có miền hình học là khối lập phương hoặc khối hình

cầu (miền lồi), khi chọn giá véc tơ trọng số là k = 14 điểm gần nhất hoặc k = 16

điểm gần nhất thì sai số rms của phương pháp RBF-FD xấp xỉ hoặc nhỏ hơn sai

số của FEM với mật độ ma trận hệ số của RBF-FD xấp xỉ bằng 16 và mật độ

ma trận cứng của FEM xấp xỉ bằng 15, còn khi chọn với k = 20 thì sai số này

tốt hơn đáng kể nhưng mật độ ma trận hệ số của nó xấp xỉ 20, trong khi mật

độ ma trận cứng của FEM xấp xỉ 15. Trong trường hợp, bài toán có miền hình

học phức tạp (miền không lồi) như trong [18], cho thấy sai số rms của phương

pháp RBF-FD cao hơn đáng kể so với FEM, trong cả trường hợp k = 20. Ngoài

thuật toán k−điểm gần nhất, trong [18] chúng tôi còn thử nghiệm phương pháp

RBF-FD với sự hỗ trợ của thuật toán chọn tâm, với các tâm là đỉnh của các tứ

diện có chung 1 đỉnh, mà đỉnh đó là tâm cần tính trọng số bằng nội suy RBF.

Kết quả thử nghiệm cho thấy sai số rms của phương pháp RBF-FD xấp xỉ sai số

của FEM trên miền khối hình lập phương, với số tâm trong miền nhỏ hơn 20000

và tốt hơn của FEM trên miền hình cầu với số tâm trong miền nhỏ hơn 10000.

Trong trường hợp, số tâm trong miền lớn hơn 10000 với bài toán có miền hình

học là khối cầu hoặc lớn hơn 20000 với bài toán có miền hình học là khối lập
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phương, thì sai số rms của phương pháp RBF-FD không ổn định. Tuy nhiên, với

bài toán có miền hình học phức tạp, thì sai số rms của phương pháp RBF-FD

không ổn định với số tâm trong miền nhỏ hơn 4000, nhưng khi số tâm tăng lên

thì sai số rms của phương pháp RBF-FD xấp xỉ của FEM và mật độ ma trận hệ số

của nó luôn bằng mật độ ma trận cứng của FEM, trong tất cả các bài toán. Từ các

kết quả thử nghiệm số này đã thúc đẩy chúng tôi xây dựng các thuật toán chọn

cho phương pháp RBF-FD trong không gian 3 chiều dựa trên các Octant.

Trong [18] chúng tôi giới thiệu 2 thuật toán chọn tâm dựa trên các Octant, đó

là thuật toán 8-Octants và thuật toán 16-Octants. Với thuật toán 8-Octants,

chúng tôi chọn 2 điểm gần nhất trên mỗi Octant, còn thuật toán 16-Octants

chúng tôi chọn 1 điểm gần nhất trên mỗi Octant. Kết quả thử nghiệm số trên bộ

tâm của FEM, cho thấy sai số rms của phương pháp RBF-FD khi sử dụng thuật

toán 8-Octants và thuật toán 16-Octants đều nhỏ hơn đáng kể sai số của FEM

trên các bài toán có miền hình học là miền lồi. Tuy nhiên, với bài toán có miền

hình học phức tạp thì sai số rms của phương pháp RBF-FD xấp xỉ sai số của FEM

và mật độ ma trận hệ số của phương pháp RBF-FD cao hơn một chút so với mật

độ ma trận cứng của FEM.

Một thuật toán chọn tâm được coi là thành công trong không gian 3 chiều nếu:

(a) chọn được tập giá véc tơ trọng số gồm k điểm với k nhỏ hơn hoặc bằng 20

trên miền rời rạc được tạo ra với chi phí rẻ và không cần kỹ thuật cải thiện để các

điểm rời rạc có độ đều cao như trong [2], và (b) có độ chính xác xấp xỉ FEM.

Các thuật toán chọn dựa trên các Octant trong [18] đã thành công theo nghĩa

này trên miền rời rạc có các điểm là đỉnh của các tam giác được tạo bởi PDE

Toolbox trong MATLAB. Tuy nhiên, các điểm của miền rời rạc này là các điểm

lưới của FEM, nên không thể hiện đầy đủ các ưu điểm của phương pháp không

lưới. Trong các thử nghiệm số của chúng tôi, khi các điểm rời rạc miền được

tạo bởi các cách khác thì các thuật toán chọn tâm dựa trên các Octant trong [18]

thường không thành công. Điều đó đã thúc đẩy chúng tôi xây dựng thuật toán

cải tiến của phương pháp RBF-FD dựa trên các Octant này. Thử nghiệm số cho

thấy thuật toán cải tiến hoạt động tốt trên miền rời rạc được tạo bởi các tam giác

Delaunay không tối ưu hoặc miền rời rạc là kết hợp các nút lưới Descartes hoặc

điểm Halton bên trong miền 3D với một số tùy chỉnh chọn các điểm trên biên.
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3. Cải tiến thuật toán sinh tâm thích nghi cho phương pháp không lưới RBF-FD

trong không gian 2 chiều từ các thuật toán sinh tâm thích nghi được đề xuất

trong [16, 48, Thuật toán 2]

Thuật toán sinh tâm thích nghi đầu tiên cho phương pháp không lưới RBF-FD

được đề xuất trong [16, Thuật toán 2]. Mục đích của các thuật toán này là sinh ra

được bộ dữ liệu thật sự “phân tán”, theo nghĩa dữ liệu được sinh ra giống với dữ

liệu có được nhờ đo đạc của một bài toán thực tế. Đây là thuật toán sinh 1 tâm

và sử dụng cách tính độ lệch là hiệu của 2 nghiệm xấp xỉ trên miền địa phương.

Các thử nghiệm số của chúng tôi cho thấy, sai số rms của phương pháp RBF-FD

sử dụng thuật toán sinh tâm thích nghi này kết hợp với thuật toán chọn trong

[16, Thuật toán 1] trên các tâm thích nghi RBF-FD, có thể đối sánh với sai số

của FEM trên lưới thích nghi. Tuy nhiên, với bài toán có miền hình học phức tạp

hoặc hàm vế phải có độ dao động mạnh như các thử nghiệm số trong [48], thì

cách tính độ lệch này làm cho nghiệm xấp xỉ của phương trình đạo hàm riêng

lớn, dẫn đến việc chèn tâm không chính xác, làm cho sai số rms của phương

pháp RBF-FD trên các tâm thích nghi cao hơn sai số của FEM trên lưới thích nghi,

điều này là động lực cho các tác giả cải tiến thuật toán sinh tâm thích nghi được

giới thiệu trong [48, Thuật toán 2], đó là thuật toán sinh 5 tâm. Trong [57] các

tác giả cũng giới thiệu kỹ thuật sinh tâm thích nghi cho phương pháp RBF-FD

giải phương trình Poisson và thu được kết quả có thể so sánh với kết quả trong

[48] với một bài toán thử nghiệm số. Tuy nhiên, các tác giả sử dụng cách tính độ

lệch khác và tham số sử dụng trong Bài toán 5 của các tác giả là α = 1
5π

, trong

khi các tham số này trong [48] là α = 1
10π

và α = 1
50π

.

Thuật toán sinh 5 tâm thích nghi được giới thiệu trong [48, Thuật toán 2] đã sử

dụng cách tính độ lệch của Zienkiewicz và Zhu [64]. Kết quả thử nghiệm số cho

thấy sai số rms của phương pháp RBF-FD sử dụng kết hợp thuật toán sinh 5 tâm

thích nghi với thuật toán chọn 2 điều kiện dừng trong [48, Thuật toán 1] trên

tâm tích nghi nhỏ hơn sai số của phương pháp RBF-FD sử dụng thuật toán sinh

tâm 1 điểm kết hợp với thuật toán chọn 1 điều kiện dừng trong [16, Thuật toán

1] và nhỏ hơn sai số của FEM trên lưới thích nghi.

Đối với một thuật toán sinh tâm thích nghi, có bốn công đoạn chính ảnh hưởng

đến kết quả sinh tâm là: Cách tính độ lệch, ngưỡng của độ lệch, khoảng cách

tách biệt địa phương và cấu trúc của các tâm ứng viên. Phương pháp tính độ lệch
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tốt đóng một vai trò rất quan trọng trong quá trình sinh tâm thích nghi, như trong

[48, Thuật toán 2] đã sử dụng cách tính tốt với chi phí tính toán chỉ là tuyến tính

và đã chứng minh tính hiệu quả bằng các thử nghiệm số, đặc biệt nghiệm xấp xỉ

phương pháp RBF-FD có độ chính xác tốt với cả bài toán có hàm dao động mạnh

như Bài toán 6, Chương 3, với tham số α = 100000. Trong thuật toán sinh tâm

thích nghi cải tiến chúng tôi tiếp tục sử dụng cách tính độ lệch này. Ngưỡng độ

lệch xác định các cạnh có chèn thêm tâm mới hay không, trong thuật toán sinh

tâm thích nghi cải tiến chúng tôi giới thiệu một chiến lược xác định ngưỡng độ

lệch dựa trên sự dao động của bài toán. Chiến lược này tránh được việc giảm

ngưỡng nhanh có thể dẫn đến việc chèn các tâm tại vị trí không cần thiết. Với

bài toán có nghiệm dao động mạnh, nên ưu tiên cho mật độ của các tâm hơn

là sự phân bố đều. Do đó, thuật toán sinh tâm thích nghi cải tiến có bước điều

chỉnh giảm tham số hệ số khoảng cách tách biệt địa phương để các tâm ứng viên

được chèn vào nhiều hơn. Các thử nghiệm số cho thấy, phương pháp RBF-FD sử

dụng thuật toán sinh tâm thích nghi cải tiến và thuật toán chọn tâm mới đề xuất,

rất hiệu quả trên các bài toán có miền hình học phức tạp, nghiệm có kỳ dị, hoặc

có độ dao động mạnh, sai số rms của phương pháp RBF-FD ổn định, nhỏ hơn sai

số rms của FEM và của phương pháp RBF-FD sử dụng các thuật toán trong [48,

Thuật toán 1, 2]. Hơn nữa, số vòng lặp chèn thêm tâm mới của thuật toán mới

nhỏ hơn rất nhiều của FEM và của phương pháp RBF-FD sử dụng các thuật toán

trong [48, Thuật toán 1, 2] với cùng số tâm của miền rời rạc.

4. Đề xuất các thử nghiệm số trong không gian 3 chiều, đối sánh nghiệm của
phương pháp không lưới RBF-FD khi sử dụng các thuật toán chọn tâm với
nghiệm của FEM

Để đánh giá hiệu quả của phương pháp không lưới RBF-FD, chúng tôi tạo các

điểm rời rạc trong miền hình học của bài toán thử nghiệm bởi các phương pháp

khác nhau như: Các điểm là đỉnh của các tứ diện được tạo bởi PDE Toolbox

trong MATLAB, các đỉnh của tứ diện không tối ưu tạo bởi Gmsh [30], các nút

lưới đều Descartes và điểm bán ngẫu nhiên Halton. Kết quả thử nghiệm cho thấy

phương pháp RBF-FD sử dụng các thuật toán chọn tâm được chúng tôi đề xuất,

cho kết quả tốt trên các tâm rời rạc, được tạo bởi các kỹ thuật khác nhau và có

thể đối sánh với kết quả của FEM.
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Ngoài Phần mở đầu, Kết luận và Tài liệu tham khảo, nội dung chính của luận án

được trình bày trong 3 chương.

Trong Chương 1, chúng tôi trình bày một số kiến thức chuẩn bị cho việc trình bày

các kết quả chính trong các chương tiếp theo, như: nội suy dữ liệu phân tán, hàm cơ sở

bán kính, ma trận xác định dương, hàm xác định dương, nội suy hàm cơ sở bán kính,

sai số và số điều kiện của nội suy hàm cơ sở bán kính, đồng thời giới thiệu một số

phương pháp lưới và phương pháp không lưới trùng khớp toàn miền, giải số phương

trình đạo hàm riêng.

Trong Chương 2, chúng tôi trình bày cách rời rạc bài toán bằng phương pháp sai

phân hữu hạn, giới thiệu một số cách tính véc tơ trọng số, nghiên cứu các thuật toán

chọn tâm và thuật toán sinh tâm thích nghi, trong đó đề xuất các thuật toán chọn giá

véc tơ trọng số và thuật toán sinh tâm thích nghi cho phương pháp không lưới RBF-FD

trong không gian 2 chiều và phát triển trong không gian 3 chiều.

Cuối cùng trong Chương 3, chúng tôi trình bày chi tiết kết quả thử nghiệm số,

đánh giá hiệu quả của phương pháp RBF-FD sử dụng các thuật toán được đề xuất, đối

sánh với kết quả của FEM và kết quả của phương pháp RBF-FD sử dụng các thuật trước

đó trong không gian 2 chiều và 3 chiều.
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Chương 1

KIẾN THỨC CƠ SỞ

Trong chương này chúng tôi sẽ trình bày một số kiến thức chuẩn bị cho việc trình

bày các kết quả chính trong Chương 2 và Chương 3. Các khái niệm về nội suy dữ liệu

phân tán, hàm xác định dương, hàm cơ sở bán kính, nội suy hàm cơ sở bán kính, sai

số và số điều kiện của ma trận nội suy hàm cơ sở bán kính, được tham khảo trong các

tài liệu [7, 24, 61].

1.1 Nội suy dữ liệu phân tán

Cho bộ dữ liệu (xi,yi), i = 1,2, . . . ,n,xi ∈ Rd,yi ∈ R, trong đó xi là điểm lấy mẫu,
yi là các kết quả ứng với các điểm lấy mẫu. Giả sử các điểm lấy mẫu không nằm trên
lưới đều hoặc lưới chính quy, tức là phân bố không đều hay dữ liệu phân tán. Cho
u1,u2, . . . ,un là các hàm cơ sở của không gian tuyến tính các hàm d biến liên tục

U = span{u1,u2, . . . ,un}=

{
n

∑
k=1

ckuk, ck ∈ R

}
.

Bài toán nội suy dữ liệu phân tán trong Rd là: Tìm hàm số liên tục F ∈U thỏa mãn

F(xi) = yi, i = 1,2, . . . ,n. (1.1)

Do F ∈U nên

F(x) =
n

∑
k=1

ckuk(x), x ∈ Rd. (1.2)

Từ (1.1) và (1.2) suy ra

Ac = y, (1.3)

trong đó

A =

 u1(x1) · · · un(x1)
... . . . ...

u1(xn) · · · un(xn)

 , (1.4)
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c = [c1, . . . ,cn]
T , y = [y1, . . . ,yn]

T .

Phương trình (1.3) có nghiệm duy nhất khi det(A) ̸= 0. Câu hỏi đặt ra là chọn cơ sở

{u1,u2, . . . ,un} như thế nào để điều kiện trên được thỏa mãn? Trong trường hợp d = 1

thì ta có thể chọn cơ sở là

{u1,u2, . . . ,un}=
{

1,x,x2, . . . ,xn−1} .
Với cơ sở {u1,u2, . . . ,un}, nếu Bài toán nội suy (1.1) tạo ra ma trận nội suy A xác

định dương thì hệ (1.3) có nghiệm duy nhất.

Định nghĩa 1.1.1 (Không gian Haar, xem [61], Định nghĩa 2.1, tr. 18). Giả sử Ω⊂Rd

chứa ít nhất n điểm và V ⊂C(Ω) là không gian tuyến tính n chiều. Ta nói V là không

gian Haar n chiều trên Ω nếu với bất kỳ các điểm phân biệt x1,x2, . . . ,xn ∈ Ω và

f1, f2, . . . , fn ∈ R, thì tồn tại duy nhất hàm s ∈V sao cho s(xi) = fi, i = 1,2, . . . ,n.

Định lý 1.1.1 (Xem [61], Định lý 2.2, tr. 18). Giả sử Ω ⊂ Rd chứa ít nhất n điểm.

Khi đó V là không gian Haar n chiều khi và chỉ khi với bất kỳ các điểm phân biệt

x1,x2, . . . ,xn ∈ Ω và cơ sở u1,u2, . . . ,un của V , ta luôn có det(A) ̸= 0, trong đó ma

trận A được xác định bởi (1.4).

Sự tồn tại của không gian Haar đảm bảo tính khả nghịch của ma trận nội suy,

nghĩa là tồn tại duy nhất nghiệm của Bài toán nội suy (1.1). Không gian các đa thức

một biến bậc n−1 chính là không gian Haar n chiều với tập dữ liệu (x j;y j), x j,y j ∈
R, j = 1, . . . ,n.

Định lý 1.1.2 (Định lý Mairhuber Curtis, xem [61], Định lý 2.3, tr. 19). Giả sử Ω ⊂
Rd, d ≥ 2, chứa một điểm trong. Khi đó không tồn tại không gian Haar trên Ω có số

chiều n ≥ 2.

Định lý Mairhuber Curtis cho thấy, nếu muốn giải được bài toán nội suy dữ liệu

phân tán nhiều biến thì cơ sở cần phụ thuộc vào các vị trí dữ liệu. Để thu được các

không gian xấp xỉ phụ thuộc dữ liệu, chúng ta cần xét các hàm xác định dương và ma

trận xác định dương.
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1.2 Hàm cơ sở bán kính

Định nghĩa 1.2.1 (Xem [61], Định nghĩa 6.15, tr. 78). Hàm số Φ : Rd → R được gọi

là hàm bán kính nếu tồn tại hàm số một biến ϕ : [0,+∞)→ R sao cho

Φ(x) = ϕ(||x||) = ϕ(r),

trong đó r = ||x||, x ∈ Rd và || · || là chuẩn Euclid trên Rd .

Bảng 1.1: Một số hàm bán kính

Tên hàm Ký hiệu Φ(x)

Multiquadric MQ
√

1+ r2

Inverse multiquadric IMQ 1/
√

1+ r2

Gaussian Gauss e−r2

Nếu thêm tham số hình dạng ε > 0 vào hàm Φ ta có Bảng 1.2 sau

Bảng 1.2: Một số hàm bán kính với tham số hình dạng ε > 0.

Tên hàm Ký hiệu Φ(x)

Multiquadric MQ
√

ε2 + r2

Inverse multiquadric IMQ 1/
√

ε2 + r2

Gaussian Gauss e−(εr)2

Định nghĩa 1.2.2 (Hàm cơ sở bán kính). Cho X là tập các tâm trên Rd và hàm số

ϕ : [0,+∞)→R. Hàm cơ sở bán kính (RBF-radial basis function) (gọi tắt là hàm RBF)

tâm c xác định bởi

Φc : Rd → R, Φc(x) = ϕ(∥x− c∥), (1.5)

trong đó c được gọi là tâm của hàm cơ sở bán kính.

Tập hợp tất cả các hàm cơ sở bán kính trên X

{Φx : x ∈ X} (1.6)

được gọi là tập các hàm cơ sở bán kính có tâm trên X tạo bởi ϕ .
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Tập các hàm cơ sở bán kính chưa chắc đã độc lập tuyến tính.

Ví dụ 1.2.1. Các hàm cơ sở bán kính được tạo bởi Φ(r) = r2 trên các tâm {−2,−1,

0,1,2} trong R là phụ thuộc tuyến tính.

Thật vậy, ta có Φ−2(x) = (x+2)2, Φ−1(x) = (x+1)2, Φ0 = x2, Φ1(x) = (x−1)2

và Φ2(x) = (x−2)2. Các đa thức này phụ thuộc tuyến tính vì Φ−2 =−3Φ0+3Φ−1+

Φ1.

1.3 Ma trận xác định dương, hàm xác định dương

1.3.1 Ma trận xác định dương

Định nghĩa 1.3.1 (Xem [24], Định nghĩa 3.1, tr. 27). Ma trận thực, đối xứng A =

[Ai j]n×n được gọi là xác định dương nếu dạng toàn phương tương ứng không âm, tức

là
n

∑
i=1

n

∑
j=1

cic jAi j ≥ 0, c = (c1,c2, . . . ,cn)
T ∈ Rn

hay

cT Ac ≥ 0, c = (c1,c2, . . . ,cn)
T ∈ Rn.

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi c = (0,0, . . . ,0)T .

Tính chất quan trọng của ma trận xác định dương là các giá trị riêng của nó dương,

do đó ma trận xác định dương là không suy biến.

1.3.2 Hàm xác định dương

Định nghĩa 1.3.2 (Xem [61], Định nghĩa 6.1, tr. 65). Hàm số liên tục Φ : Rd → C,

được gọi là xác định dương trên Rd nếu với mọi bộ tâm phân biệt X = {x1,x2, . . . ,xn}⊂
Rd , với mọi véc tơ c = (c1,c2, . . . ,cn)

T ∈ Cn, dạng toàn phương

n

∑
j=1

n

∑
k=1

c jckΦ(x j − xk)≥ 0. (1.7)

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi c là véc tơ 0.

Nếu
n

∑
j=1

n

∑
k=1

c jckΦ(x j − xk)> 0, c ̸= 0, (1.8)

thì hàm Φ được gọi là xác định dương chặt trên Rd .
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Định nghĩa 1.3.3 (Xem [61], Định nghĩa 6.16, tr. 78). Hàm một biến ϕ : [0,+∞)→R

được gọi là xác định dương trên Rd nếu hàm nhiều biến tương ứng Φ(x)=ϕ(||x||), x∈
Rd là xác định dương.

Ví dụ 1.3.1. Hàm số

Φ(x) = eixT y

là xác định dương với bất kỳ điểm cố định y ∈ Rd , với mọi d.

Thật vậy, ta có

Φ(x j − xk) = ei(x j−xk)
T y = eixT

j yeixT
k y,

nên

n

∑
j=1

n

∑
k=1

c jckei(x j−xk)
T y =

(
n

∑
j=1

c je
ixT

j y

)(
n

∑
k=1

cke−ixT
k y

)

=

(
n

∑
j=1

c je
ixT

j y

)(
n

∑
k=1

ckeixT
k y

)

=

∣∣∣∣∣ n

∑
j=1

c je
ixT

j y

∣∣∣∣∣
2

≥ 0.

Các định lý sau cho ta một cách khác để chứng minh một hàm số là xác định

dương.

Định lý 1.3.1 (Định lý Bochner, xem [24], Định lý 3.3, tr. 31). Hàm số liên tục

Φ : Rd → C là xác định dương khi và chỉ khi nó là phép biến đổi Fourier của độ

đo Borel µ hữu hạn, không âm trên Rd , tức là

Φ(x) = µ̂(x) = (2π)−d/2
∫
Rd

e−ixT ydµ(y), với mọi x ∈ Rd. (1.9)

Tính chất của hàm đơn điệu hoàn toàn được giới thiệu trong phần tiếp theo rất hữu

ích để kiểm tra một hàm cơ sở bán kính là xác định dương trên không gian d chiều.

Định nghĩa 1.3.4 (Hàm đơn điệu hoàn toàn, xem [7], Định nghĩa 2.1, tr. 12). Hàm số

ϕ ∈C∞(0,+∞) được gọi là đơn điệu hoàn toàn trên (0,+∞) nếu

(−1)ℓϕ(ℓ)(r)≥ 0 (1.10)

với mọi r > 0 và ℓ= 0,1,2,3, . . .. Hàm số ϕ cũng được gọi là đơn điệu hoàn toàn trên

[0,+∞) nếu nó thuộc C[0,+∞) và thoả mãn (1.10).
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Ví dụ 1.3.2. 1. Hàm số ϕ(r) = e−cr, c ≥ 0 là đơn điệu hoàn toàn trên (0,+∞), vì

(−1)ℓϕ(ℓ)(r) = (−1)2ℓcℓe−cr = cℓe−cr ≥ 0, ℓ= 0,1,2,3, . . . .

2. Hàm số ϕ(r) = 1
(1+r)α , α ≥ 0 là đơn điệu hoàn toàn trên (0,+∞). Thật vậy

(−1)ℓϕ(ℓ)(r) = (−1)2ℓ
α(α +1) · · ·(α + ℓ−1)

1
(1+ r)α+ℓ

≥ 0, ℓ= 0,1,2,3, . . . .

Định lý sau là tính chất của hàm đơn điệu hoàn toàn, nó cũng là một cách để xác

định hàm số là xác định dương.

Định lý 1.3.2 (Xem [61], Định lý 7.14, tr. 95). Cho hàm số ϕ : [0,+∞)→ R, khi đó

các mệnh đề sau là tương đương:

(i) ϕ là xác định dương trên Rd .

(ii) ϕ(
√

r) là đơn điệu hoàn toàn trên [0,+∞) và khác hàm hằng.

(iii) Tồn tại độ đo Borel ν hữu hạn, khác không, có tâm khác 0, thỏa mãn

ϕ(r) =
∫

∞

0
e−r2ydν(y). (1.11)

Áp dụng Định lý 1.3.2 để chứng minh hàm ϕ là xác định dương trong ví dụ sau

Ví dụ 1.3.3. Các hàm số sau là xác định dương trên Rd .

(i) Hàm Gauss: ϕ(r) = e−(εr)2
, ε > 0.

(ii) Hàm IMQ: ϕ(r) = (1+(εr)2)−α , α > 0,ε > 0.

Thật vậy, áp dụng Định lý 1.3.2 ta có:

(i) Với hàm Gauss ta có ϕ(
√

r) = e−ε2r, ε > 0, nên

(−1)ℓϕ(ℓ)(
√

r) = (−1)2ℓ
ε

2ℓe−ε2r = ε
2ℓe−ε2r ≥ 0, ℓ= 0,1,2,3, . . . .

Do đó ϕ(
√

r) là đơn điệu hoàn toàn trên [0,+∞), nên ϕ(r) là hàm xác định dương.

(ii) Với hàm IMQ ta có ϕ(
√

r) = 1
(1+ε2r)α , α ≥ 0, nên

(−1)ℓϕ(ℓ)(
√

r)= (−1)2ℓ
ε

2ℓ
α(α+1) · · ·(α+ℓ−1)

1
(1+ ε2r)α+ℓ

≥ 0, ℓ= 0,1,2,3, . . . .

Do đó ϕ(
√

r) là đơn điệu hoàn toàn trên [0,+∞), nên ϕ(r) là hàm xác định dương.
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Định lý 1.3.3 (Xem [61], Định lý 8.3, tr. 98). Hàm liên tục, chẵn Φ : Rd → R được

gọi là xác định dương bậc m nếu với mọi n ∈ N, mọi cặp tâm phân biệt từng đôi một

X = {x1,x2, . . . ,xn} ⊂ Rd và mọi véc tơ c ∈ Rn\{0} thỏa mãn
n

∑
j=1

c j p(x j) = 0 (1.12)

với mọi đa thức giá trị thực bậc nhỏ hơn m, thì dạng toàn phương
n

∑
j=1

n

∑
k=1

c jckΦ(x j − xk)≥ 0. (1.13)

Hàm Φ được gọi là xác định dương chặt bậc m nếu dạng toàn phương (1.13) dương

và bằng 0 khi c là véc tơ không.

Nếu một hàm là xác định dương bậc m trong không gian Rd thì nó sẽ là xác định

dương với mọi bậc m1 > m. Nếu một hàm là xác định dương (nghĩa là trường hợp

m = 0) thì sẽ là xác định dương với mọi bậc m > 0,m ∈ N.

1.4 Nội suy hàm cơ sở bán kính

Cho bộ dữ liệu (xi,yi), i = 1,2, . . . ,n,xi ∈ Rd,yi ∈ R và hàm Φ(x) sao cho

Φk(x) = Φ(x− xk) = ϕ(||x− xk||), k = 1,2, . . . ,n, x ∈ Rd.

Khi đó, nội suy hàm số dựa trên các hàm cơ sở bán kính (gọi tắt là nội suy RBF) là tìm

hàm

F(x) =
n

∑
k=1

ckΦk(x) =
n

∑
k=1

ckϕ(||x− xk||)

thỏa mãn điều kiện nội suy (1.1).

Nếu Φk(x) là hàm xác định dương thì theo điều kiện nội suy ta có

F(xi) = yi, i = 1,2, . . . ,n

hay
n

∑
k=1

ckϕ(||xi − xk||) = yi, i = 1,2, . . . ,n

hay 
ϕ(||x1 − x1||) ϕ(||x1 − x2||) · · · ϕ(||x1 − xn||)
ϕ(||x2 − x1||) ϕ(||x2 − x2||) · · · ϕ(||x2 − xn||)

...
... . . . ...

ϕ(||xn − x1||) ϕ(||xn − x2||) · · · ϕ(||xn − xn||)




c1
c2
...

cn

=


y1
y2
...

yn


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hay

Ac = y,

trong đó

A =


ϕ(0) ϕ(∥x1 − x2∥) · · · ϕ(∥x1 − xn∥)

ϕ(∥x2 − x1∥) ϕ(0) · · · ϕ(∥x2 − xn∥)
...

... . . . ...
ϕ(∥xn − x1∥) ϕ(∥xn − x2∥) · · · ϕ(0)

 , (1.14)

c = [c1, . . . ,cn]
T , y = [y1, . . . ,yn]

T .

Theo định nghĩa hàm xác định dương suy ra det(A) ̸= 0.

1.5 Sai số và số điều kiện của nội suy RBF

1.5.1 Sai số

Định nghĩa 1.5.1 (Tập các tâm rời rạc). Cho miền mở, bị chặn Ω ⊆ Rd . Tập X =

{x1,x2, . . . ,xn} ⊆ Ω được gọi là tập các tâm rời rạc nếu X gồm tất cả các điểm trong

miền và các điểm trên biên.

Định nghĩa 1.5.2 (Xem [61], Định nghĩa 1.4, tr. 14). Cho miền mở, bị chặn Ω ⊆ Rd

và X = {x1,x2, . . . ,xn} ⊆ Ω là tập các tâm rời rạc. Khoảng cách đầy (fill distance)

hX ,Ω của X trong Ω được xác định bởi

hX ,Ω := sup
x∈Ω

min
j=1,2,...,n

∥∥x− x j
∥∥.

Giả sử Φ là hàm xác định dương chặt, Ai j = Φ(xi,x j), i, j = 1,2, . . . ,n. Để tìm

được các hàm cơ sở chính tắc u∗j , j = 1,2, . . . ,n thoả mãn

u∗j (xi) = δi j =

{
1 khi i = j,
0 khi i ̸= j,

ta xét hệ phương trình

Au∗(x) = b(x), x ∈ X ,

trong đó A là ma trận khả nghịch và

u = [u∗1,u
∗
2, . . . ,u

∗
n]

T , b = [Φ(·,x1),Φ(·,x2), . . . ,Φ(·,xn)]
T .

Khi đó ta có kết quả sau:
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Định lý 1.5.1 (Xem [24], Định lý 14.1, tr. 112). Cho X = {x1,x2, . . . ,xn} ⊆ Rd là tập

các tâm rời rạc và Φ là hàm xác định dương chặt trên Rd . Khi đó tồn tại các hàm

u∗j ∈ span{Φ(.,x j), j = 1,2, . . . ,n} thoả mãn u∗j (xi) = δi j và hàm nội suy F ứng với

các giá trị f j, j = 1,2, . . . ,n tại các mốc nội suy x1,x2, . . . ,xn là

F (x) =
n

∑
j=1

f ju∗j (x).

Cho hàm Φ : Ω ⊆Rd →R. Gọi NΦ(Ω) là không gian được sinh bởi Φ, được định

nghĩa là không gian Hilbert mà các phần tử có dạng
nΦ

∑
j=1

c jΦ(·− x j) , x j ∈ Ω,

trong đó nΦ có thể bằng ∞, với tích vô hướng được xác định bởi〈
nΦ

∑
j=1

c jΦ(·− x j) ,
nΦ

∑
i=1

diΦ(·− zi)

〉
:=

nΦ

∑
j=1

nΦ

∑
i=1

c jdiΦ(x j − zi) , zi ∈ Ω.

Để đánh giá sai số của phép nội suy, Wu và Schaback [63, Định nghĩa 1] đưa ra

khái niệm hàm Kriging và được Schaback dùng với tên hàm lũy thừa trong [53], nó

được định nghĩa như sau:

Định nghĩa 1.5.3 (Xem [24], Định nghĩa 14.1, tr. 115). Cho Ω ⊆ Rd và Φ ∈C(Ω×
Ω) là hàm xác định dương chặt trên Rd . Với bất kỳ tập các điểm phân biệt X =

{x1,x2, . . . ,xn} ⊆ Ω, hàm lũy thừa được xác định bởi

[PΦ,X(x)]
2 = Q(u∗(x)),

trong đó u∗ là véc tơ của các hàm cơ sở chính tắc như trong Định lý 1.5.1 và

Q(u) := Φ(x,x)−2
n

∑
j=1

u jΦ(x,x j)+
n

∑
i=1

n

∑
j=1

uiu jΦ(xi,x j) , x ∈ X , u ∈ Rn.

Sử dụng tích vô hướng trong không gian NΦ(Ω) ta có

Q(u) = Φ(x,x)−2
n

∑
j=1

u jΦ(x,x j)+
n

∑
i=1

n

∑
j=1

uiu jΦ(xi,x j)

= ⟨Φ(·,x),Φ(·,x)⟩NΦ(Ω)−2
n

∑
j=1

u j
〈
Φ(·,x),Φ(·,x j)

〉
NΦ(Ω)

+
n

∑
i=1

n

∑
j=1

uiu j
〈
Φ(·,xi),Φ(·,x j)

〉
NΦ(Ω)
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=

〈
Φ(·,x)−

n

∑
j=1

u jΦ(·,x j),Φ(·,x)−
n

∑
j=1

u jΦ(·,x j)

〉
NΦ(Ω)

=

∥∥∥∥∥Φ(·,x)−
n

∑
j=1

u jΦ(·,x j)

∥∥∥∥∥
2

NΦ(Ω)

.

Nếu sử dụng hệ phương trình tuyến tính như trong mục 1.4 với

A = [Φ(xi − x j)]
n
i, j=1 ,u = [u1,u2, . . . ,un]

T , b = [Φ(·,x1),Φ(·,x2), . . . ,Φ(·,xn)]
T ,

khi đó dạng toàn phương của Q(u) là

Q(u) = Φ(x,x)−2uT b(x)+uT Au.

Từ Định nghĩa 1.5.3 suy ra

PΦ,X(x) =
√

Q(u∗(x)) =
√

Φ(x,x)−2(u∗(x))T b(x)+(u∗(x))T A(u∗(x)).

Mặt khác, bằng việc sử dụng các hàm chính tắc ta có Au∗(x) = b(x) nên

PΦ,X(x) =
√

Φ(x,x)− (u∗(x))T b(x)

=
√

Φ(x,x)− (u∗(x))T Au∗(x)

=
√

Φ(x,x)− (b(x))T A−1b(x).

Do A là ma trận xác định dương và Φ là hàm xác định dương chặt nên suy ra

0 ≤ PΦ,X(x)≤
√

Φ(x,x).

Định lý 1.5.2 (Xem [24], Định lý 14.2, tr. 117). Cho Ω ⊆ Rd là miền mở và X =

{x1,x2, . . . ,xn} ⊆ Ω là tập các tâm rời rạc, Φ ∈ C(Ω×Ω) là hàm xác định dương

chặt trên Ω. Ký hiệu F là nội suy của hàm f ∈NΦ(Ω) trên X . Khi đó

| f (x)−F(x)| ≤ PΦ,X(x)∥ f∥NΦ(Ω), x ∈ Ω.

Định lý 1.5.3 (Xem [61], Định lý 11.4, tr. 176). Cho Ω ⊆ Rd là miền mở và X =

{x1,x2, . . . ,xn} ⊆ Ω là tập các tâm rời rạc, Φ ∈ C2k(Ω×Ω) là hàm xác định dương

chặt. Ký hiệu F là nội suy của hàm f ∈NΦ(Ω) trên X . Khi đó

|Dα f (x)−DαF(x)| ≤ P(α)
Φ,X(x)∥ f∥NΦ(Ω), ∀x ∈ Ω, ∀α ∈ Nd

0, |α| ≤ k.
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Sử dụng khoảng cách đầy ta có định lý sau:

Định lý 1.5.4 (Xem [61], Định lý 11.14, tr. 183). Cho X := {x1,x2, ...,xn} là tập các

tâm rời rạc. Gọi β = (β1,β2, . . . ,βd)
T ∈ Nd

0 thỏa mãn |β | =
d
∑

i=1
βi, với N0 là tập hợp

số nguyên không âm. Giả sử toán tử vi phân Dβ cho bởi công thức

Dβ :=
∂ |β |

∂xβ1
1 ∂xβ2

2 . . .∂xβd
d

.

Cho Φ là hàm số khả vi vô hạn, như hàm Gauss và hàm IMQ, là hàm xác định dương

bậc m. Ký hiệu F là nội suy của hàm f ∈ NΦ(Ω) trên X . Khi đó với mọi l ∈ N và

l ≥ max{|β | ,m−1} tồn tại hằng số h0 (l) ,Cl > 0 sao cho∣∣∣Dβ f (x)−Dβ F (x)
∣∣∣≤Clh

l−|β |
X ,Ω | f |NΦ(Ω),

trong đó f ∈ NΦ (Ω) ,h0 (l)> hX ,Ω, β là bậc của đạo hàm.

1.5.2 Số điều kiện và sự ổn định của nội suy RBF

Định nghĩa 1.5.4. Cho ma trận vuông A khả nghịch. Khi đó, số điều kiện của ma trận

A tính theo ∥ · ∥p (1 ≤ p ≤ ∞) cho trước là

cond(A) = ∥A∥p∥A−1∥p.

Bài toán nội suy dữ liệu phân tán dẫn đến (1.3), tức là hệ số c thỏa mãn Ac = y,

suy ra

∥y∥p ≤ ∥A∥p∥c∥p. (1.15)

Năm 1995, Robert Schaback ([53, Phần 2]) đã chỉ ra, với mức độ nhiễu cộng (tức là

nhiễu do các yếu tố bên ngoài gây ra), khi tính toán y+∆y cho kết quả tương ứng là

c+∆c, với ∆c = c∗− c, c∗ là nghiệm xấp xỉ của (1.3). Khi đó

A(c+∆c) = y+∆y.

Do Ac = y nếu A∆c = ∆y, suy ra ∆c = A−1∆y, do đó

∥∆c∥p ≤ ∥A−1∥p∥∆y∥p. (1.16)

Nhân hai vế của (1.15) và (1.16) ta được

∥∆c∥p

∥c∥p
≤ ∥A∥p∥A−1∥p

∥∆y∥p

∥y∥p
= cond(A)

∥∆y∥p

∥y∥p
. (1.17)
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Với nội suy RBF, ma trận nội suy A trên tập các tâm rời rạc X = {x1,x2, . . . ,xn} có

dạng (1.14). Do Φ là hàm cơ sở bán kính nên A là ma trận xác định dương và

cond(A) = ∥A∥2∥A−1∥2 =
λmax(AΦ,X)

λmin(AΦ,X)
,

trong đó λmax(AΦ,X),λmin(AΦ,X) là các giá trị riêng lớn nhất và nhỏ nhất của A trên X

[61, Phần 12, trang 207].

Số điều kiện của ma trận nội suy cho biết độ ổn định của quá trình nội suy. Do đó,

ta cần xem xét các giá trị riêng lớn nhất và nhỏ nhất. Giá trị riêng lớn nhất λmax được

đánh giá bởi định lý Gershgorin trong [61, tr. 207] như sau: Cho tập các tâm rời rạc

X = {x1,x2, . . . ,xn} với

|λmax(AΦ,X)−Φ(x j,x j)| ≤
n

∑
k=1,k ̸= j

|Φ(x j,xk) |, j = 1,2, . . . ,n

khi đó

λmax(AΦ,X)≤ n ∥Φ(., .)∥L∞(X ,X).

Nếu Φ là hàm xác định dương thì

λmax(AΦ,X)≤ n Φ(0).

Định lý 1.5.5 ([53], Định lý 2.1). Cho u∗j(x), 1 ≤ j ≤ n là các hàm chính tắc sinh bởi

Φ trên X ⊆ Ω ⊂ Rd . Khi đó với mọi x ∈ Ω\X ta có

1 ≤ 1+
n

∑
j=1

[
u∗j(x)

]2 ≤ P2
Φ,X(x)/λmin(AΦ,X∪{x}),

trong đó

λmin(AΦ,X) = inf
c̸=0

cT AΦ,Xc
cT c

và AΦ,X là ma trận nội suy của Φ trên X ∪{x}.

1.6 Phương pháp lưới giải phương trình đạo hàm riêng

Trước khi giới thiệu một số phương pháp lưới, chúng tôi trình bày một số khái

niệm sau:
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Định nghĩa 1.6.1 (Véc tơ trọng số hay stencil). Cho D là toán tử vi phân tuyến tính

xác định trên Rd và X = {xi}n
i=1 ⊂Rd là tập các tâm phân tán được chọn. Một xấp xỉ

đối với toán tử D,

Du(x)≈
n

∑
i=1

wiu(xi),

được xác định bởi các hệ số

wi = wi(x), i = 1,2, . . . ,n, x ∈ Rd.

Véc tơ w = [w1,w2, . . . ,wn]
T được gọi là véc tơ trọng số hay stencil.

Định nghĩa 1.6.2 (Giá véc tơ trọng số Ξζ ). Cho Ξ ⊂ Ω là tập hữu hạn các tâm rời

rạc có biên là ∂Ξ := Ξ∩ ∂Ω. Với mỗi ζ ∈ Ξ\ ∂Ξ ta chọn được tập các tâm Ξζ gồm

ζ và các điểm lân cận của ζ . Tập Ξζ được gọi là giá véc tơ trọng số.

Đối với phương pháp lưới, tập giá véc tơ trọng số Ξζ có thể được chọn gồm ζ và

đỉnh của các tam giác có chung đỉnh ζ trong không gian 2 chiều, hoặc nó gồm ζ và

đỉnh của các tứ diện có chung đỉnh ζ trong không gian 3 chiều. Đối với phương pháp

không lưới cần một thuật toán chọn tập Ξζ , và được gọi là thuật toán chọn tâm hay

thuật toán chọn giá véc tơ trọng số [16, 41, 48, 55].

Định nghĩa 1.6.3 (Tập các tâm trùng khớp Θ). Cho Ξ ⊂ Ω là tập hữu hạn các tâm rời

rạc có biên là ∂Ξ := Ξ∩ ∂Ω. Với mỗi ζ ∈ Ξ \ ∂Ξ ta chọn được một giá véc tơ trọng

số Ξζ . Gọi Θζ là tập các trọng tâm của tam giác trong giá véc tơ trọng số Ξζ , với

quy tắc các điểm xung quanh ζ được xếp theo chiều ngược chiều kim đồng hồ và tạo

thành các tam giác có chung đỉnh ζ . Khi đó tập

Θ =
⋃

ζ∈Ξ\∂Ξ

Θζ

được gọi là tập các tâm trùng khớp.

Trong phần tiếp theo, chúng tôi sẽ giới thiệu hai phương pháp lưới truyền thống

giải số bài toán (1), đó là phương pháp sai phân hữu hạn và phương pháp phần tử hữu

hạn.
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1.6.1 Phương pháp sai phân hữu hạn

Xét bài toán (1) với D là toán tử Laplace cho bởi công thức

D :=
d

∑
i=1

∂ 2

∂x2
i
. (1.18)

Phương pháp sai phân hữu hạn rời rạc bài toán (1) như sau: Cho Ξ ⊂ Ω là tập hữu

hạn các tâm rời rạc và ∂Ξ := Ξ∩ ∂Ω. Với mỗi ζ ∈ Ξ \ ∂Ξ, ta chọn được tập giá véc

tơ trọng số Ξζ ⊂ Ξ, ζ ∈ Ξζ và xấp xỉ toán tử vi phân bởi công thức

Du(ζ )≈ ∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ u(ξ ), (1.19)

trong đó [wζ ,ξ ]ξ∈Ξζ
là véc tơ trọng số. Khi đó bài toán (1) được rời rạc thành hệ

phương trình

∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ û(ξ ) = f (ζ ), ζ ∈ Ξ\∂Ξ, (1.20)

û(ξ ) = g(ξ ), ξ ∈ ∂Ξ. (1.21)

Nếu hệ phương trình (1.20)-(1.21) không suy biến, giải hệ ta tìm được nghiệm xấp xỉ

û : Ξ → R của bài toán (1).

Trong không gian 2 chiều, các tác giả của [16] đã giới thiệu lược đồ sai phân tổng

quát với 2 tập hữu hạn các tâm rời rạc là Ξ ⊂ Ω và Θ ⊂ Ω tập các tâm trùng khớp

(tập các trọng tâm của các tam giác). Với mỗi ζ ∈ Ξ \ ∂Ξ, ∂Ξ := Ξ∩ ∂Ω, chọn 2

tập các tâm Ξζ ⊂ Ξ, ζ ∈ Ξζ và Θζ ⊂ Θ ứng với các trọng số wζ ,ξ ∈ R, ξ ∈ Ξζ và

σζ ,θ ∈R, θ ∈ Θζ như Hình 1.1, để tính toán tử vi phân tuyến tính D trên Θζ bởi công

thức

∑
θ∈Θζ

σζ ,θ Du(θ)≈ ∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ u(ξ ), (1.22)

với trọng số wζ ,ξ , ξ ∈ Ξζ . Khi đó, bài toán (1) được rời rạc bởi hệ phương trình tuyến

tính

∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ ûξ = ∑
θ∈Θζ

σζ ,θ f (θ), ζ ∈ Ξ\∂Ξ, (1.23)

ûξ = g(ξ ), ξ ∈ ∂Ξ. (1.24)

Trường hợp miền Ω ⊂ R2 là hình vuông và Ξ, Θ là tập các điểm lưới đều có bước

lưới h. Giá véc tơ trọng số khuôn 5- điểm và véc tơ trọng số là Θζ = {ζ}, σζ ,ζ = 1,
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Hình 1.1: Miền Ω cùng với các điểm của tập Ξ (dấu "◦" nhỏ) và các điểm của tập Θ (dấu
"+" nhỏ). Các tâm thuộc tập Ξζ có liên kết với ζ bởi đường nét liền và các điểm thuộc Θζ

có liên kết với ζ bởi đường nét đứt.

Ξζ = {ζ ,ζ ± (h,0),ζ ± (0,h)}, wζ ,ζ = −4/h2 và wζ ,ξ = 1/h2, ξ ∈ Ξζ \ {ζ}, xem

Hình. 1.2. Nếu D là toán tử Laplace thì phương pháp sai phân hữu hạn tính D bởi

công thức

∆u(ζ )≈ ∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ u(ξ ).

Khi đó công thức (1.23)-(1.24) là vi phân 5-điểm với

∆u(ζ )≈ 1
h2

(
u(ζ +(h,0))+u(ζ − (h,0))+u(ζ +(0,h))+u(ζ − (0,h))−4u(ζ )

)
.

1.6.2 Phương pháp phần tử hữu hạn

Phương pháp phần tử hữu hạn rời rạc bài toán (1) với D là toán tử Laplace cho bởi

(1.18), dựa trên bài toán biến phân như sau: Tìm u ∈ H1(Ω) sao cho u|∂Ω = g và

−
∫

Ω

∇u∇vdx =
∫

Ω

f vdx với mọi hàm thử v ∈ H1
0 (Ω), (1.25)

trong đó

H0
1 (Ω) =

{
u ∈ H1 (Ω) : u = 0 trên ∂Ω

}
,

H1 (Ω) =

{
u ∈ L2 (Ω) :

∂u
∂x j

∈ L2 (Ω) , j = 1,2, . . . ,d
}
,

L2 (Ω) =

{
u :

∫
Ω

|u(x)|2dx < ∞, x ∈ Rd
}
.
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Hình 1.2: Các tâm rời rạc, tập tâm trùng khớp Θζ¸ khuôn trọng số 5- điểm Ξζ của phương
pháp sai phân hữu hạn.

Định lý Lax-Milgram (xem [11], Định lý 1.1.3, tr. 8) đã chỉ ra sự tồn tại và duy nhất

nghiệm của Bài toán (1.25) và trong [50] đã giới thiệu cách rời rạc bài toán (1) bằng

phương pháp phần tử hữu hạn.

Thật vậy, xét bài toán (1.25) trong không gian 2 chiều. Phương pháp phần tử hữu

hạn rời rạc miền Ω bởi hữu hạn các phần tử tam giác. Gọi Ξ là tập đỉnh của các tam

giác và hàm ϕξ , ξ ∈ Ξ là các hàm nón. Khi đó, nghiệm xấp xỉ của bài toán (1.25)

được xác định bởi công thức

u(x)≈ ∑
ξ∈Ξ

û(ξ )ϕξ (x), x ∈ Ω,

trong đó û(ξ ) thỏa mãn û(ξ ) = g(ξ ) với ξ ∈ ∂Ξ và

−
∫

Ω

∇

(
∑

ξ∈Ξ

û(ξ )ϕξ

)
∇ϕζ dx =

∫
Ω

f ϕζ dx, ζ ∈ Ξ\∂Ξ.

Thay ξ ∈ Ξ ở vế trái bởi miền địa phương ξ ∈ Ξζ , trong đó Ξζ gồm ζ và đỉnh của các

tam giác có chung đỉnh ζ , (xem Hình 1.3), ta được

− ∑
ξ∈Ξζ

û(ξ )
∫

Ω

∇ϕξ ∇ϕζ dx =
∫

Ω

f ϕζ dx, ζ ∈ Ξ\∂Ξ. (1.26)

Tích phân ở vế trái của (1.26) xác định các phần tử của ma trận hệ số và được gọi là

ma trận cứng. Đặt

wζ ,ξ :=−
∫

Ω

∇ϕξ ∇ϕζ dx, ξ ∈ Ξζ ,
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khi đó wζ ,ξ là trọng số của phương pháp phần tử hữu hạn. Lược đồ thông thường của

phương pháp phần tử hữu hạn tính tích phân ở vế phải của (1.26) là quy tắc trung điểm

các cạnh của mỗi tam giác trong giá của ϕζ . Gọi Tθ là tam giác có trọng tâm θ và Θζ

là tập các trọng tâm của các tam giác có chung đỉnh ζ (xem Hình 1.3), khi đó∫
Ω

f ϕζ dx = ∑
θ∈Θζ

∫
Tθ

f ϕζ dx ≈ ∑
θ∈Θζ

area(Tθ )

3
f (θ).

Vì vậy, phương pháp phần tử hữu hạn cũng rời rạc Bài toán (1) ở dạng (1.23)-(1.24),

với

wζ ,ξ =−
∫

Ω

∇ϕξ ∇ϕζ dx, ξ ∈ Ξζ , σζ ,θ :=
area(Tθ )

3
.

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6

0

0.1

0.2

0.3

0.4

-0.2 0 0.2 0.4 0.6

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Hình 1.3: Rời rạc miền Ω bởi các tam giác và các điểm của các tập Ξ, Θ, Ξζ và Θζ của
phương pháp phần tử hữu hạn.

1.7 Giải phương trình đạo hàm riêng bằng nội suy RBF

Sử dụng hàm cơ sở bán kính giải phương trình đạo hàm riêng là cách tiếp cận

không lưới, được đề xuất đầu tiên vào năm 1990 bởi Edward Kansa [39], bằng việc

sử dụng nội suy RBF để tính gần đúng đạo hàm, sau đó phát triển để giải gần đúng

phương trình đạo hàm riêng [40]. Đây là cách tiếp cận theo hướng trùng khớp toàn

cục được phát triển sau này trong [28] (được gọi là “phương pháp Kansa”). Tư tưởng

chính là thay u bằng hàm nội suy RBF và giải hệ phương trình bằng nội suy RBF để

tìm nghiệm xấp xỉ, cụ thể như sau:



28

Giả sử miền Ω được rời rạc bởi tập các tâm trùng khớp Ξ = {ξ1,ξ2, . . . ,ξn}. Tìm

nghiệm xấp xỉ của Bài toán (1) bởi nội suy RBF có dạng

û(x) =
n

∑
i=1

αiϕ(∥x−ξi∥), x ∈ Ξ. (1.27)

Khi đó Bài toán (1) có dạng

Dû(ζ ) = f (ζ ), ζ ∈ Ξ\∂Ξ,

û(ξ ) = g(ξ ), ξ ∈ ∂Ξ.
(1.28)

Giả sử tập Ξ có m điểm trong miền với chỉ số từ 1 đến m(m < n) và n−m điểm biên

có chỉ số tương ứng là m+1 đến n. Thay (1.27) vào (1.28) ta được

Dϕ(∥ξ1 −ξ1∥) · · · Dϕ(∥ξ1 −ξn∥)
... . . . ...

Dϕ(∥ξm −ξ1∥) · · · Dϕ(∥ξm −ξn∥)
ϕ(∥ξm+1 −ξ1∥) · · · ϕ(∥ξm+1 −ξn∥)

... . . . ...
ϕ(∥ξn −ξ1∥) · · · ϕ(∥ξn −ξn∥)


α1

...
αn

=



f (ξ1)
...

f (ξm)
g(ξm+1)

...
g(xn)


. (1.29)

Giải hệ phương trình (1.29) ta tìm được các hệ số α , thay trở lại (1.27) ta tìm được

nghiệm xấp xỉ û. Câu hỏi đặt ra là chọn hàm ϕ như thế nào để ma trận của hệ phương

trình (1.29) không suy biến. Kansa đã kỳ vọng rằng, với cách tiếp cận như vậy thì ma

trận A sẽ không suy biến nhưng thực tế thì không phải như vậy. Do đó, đây chính là

nhược điểm của phương pháp. Hơn nữa phần đắt nhất của phương pháp Kansa là chi

phí tính toán rất lớn, O(n3) là chi phí giải hệ tìm nghiệm xấp xỉ, O(n3) cho mỗi lần

tìm hệ số, nên phương pháp không phù hợp với bài toán có dữ liệu lớn.

1.8 Kết luận

Trong chương đã trình bày một số các khái niệm cơ bản làm cơ sở để xây dựng

phương pháp không lưới RBF-FD giải phương trình đạo hàm riêng. Đồng thời trình bày

một số phương pháp lưới truyền thống như phương pháp sai phân hữu hạn, phương

pháp phần tử hữu hạn.

Phương pháp không lưới trùng khớp trên toàn miền gặp khó khăn với bài toán có

dữ liệu lớn, vì khi đó số điều kiện của ma trận hệ số và chi phí tính toán của phương

pháp tăng. Đây là động lực chính cho sự ra đời của phương pháp không lưới RBF-FD

dựa trên sự rời rạc giống như phương pháp sai phân hữu hạn và sử dụng nội suy RBF

với các tiếp cận địa phương để tính trọng số.
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Chương 2

PHƯƠNG PHÁP KHÔNG LƯỚI THÍCH
NGHI RBF-FD GIẢI BÀI TOÁN

DIRICHLET CHO PHƯƠNG TRÌNH
ELLIPTIC

Phương pháp RBF-FD là phương pháp không lưới dựa trên sự rời rạc giống như

phương pháp sai phân hữu hạn để tìm nghiệm xấp xỉ tại các điểm rời rạc trong miền

và sử dụng nội suy RBF với cách tiếp cận địa phương để tính trọng số. Cách tiếp cận

địa phương được Oleg Davydov và Đặng Thị Oanh đề xuất vào năm 2011 [16], các

tác giả này đã giới thiệu phương pháp RBF-FD dựa trên nội suy đơn điểm, nội suy đa

điểm, thuật toán chọn giá véc tơ trọng số (chọn tâm) và thuật toán sinh tâm (làm mịn)

thích nghi. Năm 2017, các tác giả Đặng Thị Oanh, Oleg Davydov và Hoàng Xuân

Phú [48] đã tiếp tục phát triển thuật toán chọn tâm hỗ trợ phương pháp không lưới

RBF-FD, thuật toán sinh tâm thích nghi trên các bài toán có miền hình học phức tạp,

nghiệm có độ dao động lớn. Trong chương này, bên cạnh việc trình bày cách rời rạc

bài toán trên miền rời rạc có tâm phân bố bất kỳ bởi phương pháp sai phân hữu hạn,

chúng tôi còn giới thiệu cách tính trọng số bằng nội suy RBF, các thuật toán chọn tâm

trong không gian 2 chiều và phát triển thuật toán chọn tâm trong không gian 3 chiều,

đồng thời trình bày các thuật toán sinh tâm thích nghi cho phương pháp RBF-FD. Các

thuật toán mới do chúng tôi đề xuất đều cho thấy sự hiệu quả trong các thử nghiệm

số của Chương 3 và có thể đối sánh với kết quả của FEM và các thuật toán đã công bố

trước đó.

2.1 Rời rạc bài toán

Phương pháp không lưới RBF-FD dựa trên sự rời rạc bài toán (1) với D là toán

tử Laplace, giống như phương pháp sai phân hữu hạn tổng quát như sau: Giả sử

Ξ ⊂ Ω tập hữu hạn các tâm rời rạc. Gọi Ξint := Ξ∩Ω là tập các tâm trong miền,

∂Ξ := Ξ∩∂Ω là tập các tâm trên biên. Với mỗi ζ ∈ Ξint, ta chọn tập giá véc tơ trọng
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số Ξζ := {ξ0,ξ1,ξ2, . . . ,ξk} ⊂ Ξ, với ξ0 = ζ và xấp xỉ Du(ζ ) bởi công thức

Du(ζ )≈ ∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ u(ξ ) , ζ ∈ Ξint, (2.1)

trong đó wζ ,ξ là véc tơ trọng số và công thức (2.1) được gọi là công thức vi phân số.

Khi đó, bài toán (1) được rời rạc bởi hệ phương trình

∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ û(ξ ) = f (ζ ) , ζ ∈ Ξint;

û(ξ ) = g(ξ ) , ξ ∈ ∂Ξ,

(2.2)

với û(ξ ) là nghiệm xấp xỉ của nghiệm u của bài toán (1) tại điểm ξ ∈ Ξ.

Để giải được hệ phương trình (2.2) bằng phương pháp RBF-FD ta cần giải quyết 3

vấn đề sau:

• Làm thế nào để tạo ra được tập các tâm rời rạc Ξ?

• Chọn tập các tâm hỗ trợ Ξζ (giá véc tơ trọng số) như thế nào?

• Cách tính véc tơ trọng số wζ ,ξ phù hợp?

Các tác giả của [16] đã đưa vào tập các tâm trùng khớp Θ ⊂ Ω và rời rạc Bài toán

(1) trong không gian 2 chiều thành hệ phương trình (1.23)-(1.24). Tuy nhiên chúng

tôi không nghiên cứu mở rộng nghiệm của bài toán, mà nghiên cứu thuật toán sinh

tâm thích nghi của miền Ξ và thuật toán chọn giá véc tơ trọng số Ξζ cho phương pháp

RBF-FD trong không gian 2 chiều và phát triển trong không gian 3 chiều.

Tập các tâm rời rạc Ξ có thể được tạo ra bằng cách giống nhau là sử dụng phương

pháp lưới (phương pháp sai phân hữu hạn, phương pháp phần tử hữu hạn hoặc phương

pháp thể tích hữu hạn). Tuy nhiên trong các ứng dụng việc tạo lưới thường rất khó

khăn, đặc biệt là cho các mô hình 3D phức tạp. Động lực chính cho các phương pháp

không lưới là không cần đường liên kết giữa các điểm trong Ξ, điều này giúp đơn giản

hóa hơn trong việc tạo các tâm của miền rời rạc.

Trong không gian 2 chiều, việc tạo các tâm của miền rời rạc cho phương pháp

RBF-FD đã được giới thiệu lần đầu tiên trong [16] bằng thuật toán sinh tâm thích nghi,

đó là thuật toán sinh tâm trung điểm (xem Thuật toán DO2, Phần 2.5). Thuật toán này

tiếp tục được phát triển cho các bài toán có miền hình học phức tạp, nghiệm có kỳ

dị, hoặc có độ dao động mạnh trong [48], đó là thuật toán sinh 5 tâm thích nghi (xem
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Thuật toán ODP2, Phần 2.5). Đối với một thuật toán sinh tâm thích nghi không lưới,

bốn công đoạn chính ảnh hưởng đến kết quả sinh tâm là: Cách tính độ lệch, ngưỡng

của độ lệch, khoảng cách tách biệt địa phương và cấu trúc của các tâm ứng viên.

Phương pháp tính độ lệch tốt đóng một vai trò rất quan trọng trong quá trình sinh

tâm thích nghi, như trong [48] đã sử dụng cách tính tốt với chi phí tính toán là tuyến

tính và đã chứng minh tính hiệu quả bằng các thử nghiệm số, đặc biệt nghiệm xấp xỉ

phương pháp RBF-FD có độ chính xác tốt với cả bài toán có nghiệm dao động mạnh

như Bài toán 6, Chương 3 với tham số α = 100000. Trong thuật toán sinh tâm thích

nghi cải tiến, chúng tôi tiếp tục sử dụng cách tính độ lệch này. Ngưỡng độ lệch xác

định các cạnh có chèn thêm tâm mới hay không, trong thuật toán sinh tâm thích nghi

cải tiến chúng tôi giới thiệu kỹ thuật xác định ngưỡng độ lệch dựa trên sự dao động

của bài toán. Kỹ thuật này tránh được việc giảm ngưỡng nhanh có thể dẫn đến việc

chèn các tâm tại vị trí không cần thiết. Với bài toán có hàm dao động mạnh, nên ưu

tiên cho mật độ của các tâm hơn là sự phân bố đều. Do đó, thuật toán sinh tâm thích

nghi cải tiến có bước điều chỉnh giảm tham số hệ số khoảng cách tách biệt địa phương

để các tâm ứng viên được chèn vào nhiều hơn (xem Thuật toán OT2, Phần 2.5).

Mỗi phương pháp không lưới đều đưa ra thuật toán chọn tập các tâm rời rạc Ξ để

tính véc tơ trọng số, đó là việc chọn các tập giá véc tơ trọng số Ξζ , ζ ∈ Ξint để tính các

trọng số wζ ,ξ , ζ ∈ Ξint, ξ ∈ Ξζ tương ứng. Việc chọn giá véc tơ trọng số Ξζ , ζ ∈ Ξint

ảnh hưởng đến kết quả tính véc tơ trọng số. Các thuật toán chọn giá véc tơ trọng số

cho phương pháp RBF-FD được giới thiệu trong [3, 10, 37, 41, 44, 45, 51, 55, 62] cho

kết quả không tốt qua thử nghiệm số trên lưới thích nghi trong [16] và trong [16] các

tác giả đã đề xuất thuật toán chọn tâm mới cho phương pháp RBF-FD, với một điều

kiện dừng về góc và giá véc tơ trọng số được chọn cố định với số tâm là k = 6 (xem

Thuật toán DO1, Phần 2.3.2). Trong [48] các tác giả tiếp tục đề xuất thuật toán chọn

tâm với hai điều kiện dừng, ngoài điều kiện dừng về góc, thuật toán còn có thêm điều

kiện dừng về khoảng cách (xem Thuật toán ODP1, Phần 2.3.2). Tuy nhiên việc chọn

giá véc tơ trọng số với số tâm cố định k = 6 có thể loại bỏ một số điểm phù hợp hoặc

chọn một số điểm không tốt, hơn nữa từ các Hình 1(d, f) trong [48] có thể chọn được

giá véc tơ trọng số với k = 4 có các tâm phân phối đều và gần hơn, hoặc k = 5, thậm

chí k = 7 hoặc k = 8, điều này đã thúc đẩy chúng tôi đề xuất thuật toán chọn giá véc

tơ trọng số có số tâm không cố định và đưa ra tiêu chí mới để chọn một số điểm phù
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hợp (xem Thuật toán OT1, Phần 2.3.2). Thử nghiệm số trên các bài toán có miền hình

học phức tạp hoặc nghiệm có độ dao động lớn trong Chương 3, cho thấy, thuật toán

chọn tâm mới chủ yếu chọn được giá véc tơ trọng số 4 điểm (k = 4), nên mật độ ma

trận hệ số nhỏ hơn mật độ ma trận cứng của FEM, hơn nữa sai số rms của phương pháp

RBF-FD khi sử dụng thuật toán này ổn định và nhỏ hơn sai số rms của phương pháp

RBF-FD sử dụng thuật toán chọn tâm trong [48] và cũng nhỏ hơn sai số rms của FEM.

Bên cạnh đó chi phí tính toán của thuật toán chọn tâm mới đề xuất cũng nhỏ hơn so

với thuật toán chọn tâm trong [48], điều này được thể hiện dựa vào việc so sánh 2 giá

trị là số phần trăm thuật toán chọn tâm mới dừng lại ở Bước II (chọn được giá véc tơ

trọng số 4 điểm (k = 4)) từ 74% đến 90% và mật độ ma trận hệ số.

Các véc tơ trọng số của bài toán (1) trong phương pháp RBF-FD có dạng tổng quát

là công thức vi phân số (2.1), với D là toán tử Laplace ∆. Cách tính véc tơ trọng số

wζ ,ξ , ζ ∈ Ξint, ξ ∈ Ξζ ảnh hưởng đến độ chính xác của công thức (2.1), nó có thể

được tính bằng cách sử dụng các đa thức có bậc nhất định hoặc hàm cơ sở bán kính

(xem [26]). Độ chính xác của công thức vi phân số trên các tâm phân bố không đều

của một số phương pháp được giới thiệu trong [21, 22, 23]. Trong [16] đã giới thiệu

cách tính trọng số RBF đơn điểm, trọng số RBF đa điểm và trọng số RBF Hermite, tuy

nhiên thử nghiệm số cũng cho thấy trọng số RBF đơn điểm có cách tính ít tốn kém và

cũng hiệu quả, vì vậy cách tính này tiếp tục được sử dụng trong [48] trên các bài toán

có miền hình học phức tạp, hoặc nghiệm có kỳ dị, hoặc có độ dao động lớn. Do đó,

chúng tôi không nghiên cứu và mở rộng cách tính trọng số mà chỉ nghiên cứu thuật

toán chọn tâm hỗ trợ tính véc tơ trọng số, cùng với thuật toán sinh tâm thích nghi cho

phương pháp RBF-FD. Trong phần tiếp theo chúng tôi sẽ giới thiệu một số cách tính

véc tơ trọng số đơn điểm dựa trên nội suy RBF.

2.2 Nội suy RBF tính véc tơ trọng số

2.2.1 Véc tơ trọng số

Trong phần này, chúng tôi sẽ trình bày cách tính trọng số bằng nội suy RBF được

giới thiệu trong [49].

Mệnh đề 2.2.1. Cho Φ : Rd → R là hàm xác định dương, xác định bởi Φ(x) =

ϕ (∥x∥), x ∈ Rd , trong đó ϕ : R+ → R và ∥·∥ là chuẩn Euclid trong Rd . Giả sử
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X = {x1,x2, ...,xn} ⊂Rd là tập các tâm rời rạc và hàm số liên tục u : Rd →R có hàm

nội suy RBF là

s(x) =
n

∑
j=1

a jΦ(x− x j), x ∈ Rd.

Khi đó véc tơ trọng số trong công thức (2.1) được tính bằng nội suy RBF bởi công thức

w := [w1,w2, . . . ,wn]
T = (ΦX)

−1 DΦ(x−·)|X , (2.3)

với D là toán tử vi phân và

ΦX : = [Φ(xi − x j)]
n
i, j=1 ,

DΦ(x−·)|X : = [DΦ(x− x1), DΦ(x− x2), . . . ,DΦ(x− xn)]
T , x ∈ Rd.

Chứng minh. Giả sử X = {x1,x2, ...,xn} ⊂ Rd là tập các tâm rời rạc, khi đó hàm nội

suy RBF s của hàm u : Rd → R có dạng

s(x) =
n

∑
j=1

a jΦ(x− x j), Φ(x) := ϕ(∥x∥), x ∈ Rd,

s(xi) = u(xi), i = 1,2, . . . ,n,

trong đó a j, j = 1,2, . . . ,n là các hệ số nội suy. Từ điều kiện nội suy ta có

n

∑
j=1

a jΦ(xi − x j) = u(xi), i = 1,2, . . . ,n,

hay

ΦXa = u|X ,

trong đó

a :=


a1
a2
...

an

 , u|X :=


u(x1)
u(x2)

...
u(xn)

 ,

và

ΦX : =


Φ(x1 − x1) Φ(x1 − x2) · · · Φ(x1 − xn)
Φ(x2 − x1) Φ(x2 − x2) · · · Φ(x2 − xn)

...
... . . . ...

Φ(xn − x1) Φ(xn − x2) · · · Φ(xn − xn)


= [Φ(xi − x j)]

n
i, j=1 ,
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là ma trận đối xứng xác định dương. Do đó

a = (ΦX)
−1 u|X .

Giả sử D là toán tử vi phân. Từ công thức nội suy, ta xấp xỉ Du(x) bởi công thức

Du(x)≈ Ds(x) =
n

∑
j=1

a jDΦ(x− x j)

= aT DΦ(x−·)|X

=
{
(ΦX)

−1 u|X
}T

DΦ(x−·)|X

= uT
|X (ΦX)

−1 DΦ(x−·)|X

=
n

∑
i=1

wiu(xi)

= [wiu(xi)]
n
i=1 , (2.4)

trong đó

w := [w1,w2, . . . ,wn]
T = (ΦX)

−1 DΦ(x−·)|X ,

gọi là véc tơ trọng số và

DΦ(x−·)|X := [DΦ(x− x1),DΦ(x− x2), . . . ,DΦ(x− xn)]
T .

Tham khảo thêm tính chất, ví dụ về hàm xác định dương trong [7, 24, 61] và lý

thuyết về nội suy RBF trong [16, 26, 48].

2.2.2 Véc tơ trọng số với thành phần hằng số

Cách tính véc tơ trọng số cho phương pháp RBF-FD bằng nội suy RBF với thành

phần hằng số, đã được các tác giả giới thiệu trong [16] như sau:

Mệnh đề 2.2.2. Cho Φ : Rd → R là hàm xác định dương, xác định bởi Φ(x) =

ϕ (∥x∥), x ∈ Rd , trong đó ϕ : R+ → R và ∥·∥ là chuẩn Euclid trong Rd . Giả sử

X = {x1,x2, ...,xn} ⊂Rd là tập các tâm rời rạc và hàm số liên tục u : Rd →R có hàm

nội suy RBF với thành phần hằng số là

s(x) =
n

∑
j=1

a jΦ(x− x j)+ c, x ∈ Rd.
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Khi đó véc tơ trọng số w trong công thức (2.1) được tính bằng nội suy RBF bởi công

thức [
ΦX 1
1T 0

][
w
v

]
=

[
DΦ(x− .) |X

0

]
, (2.5)

trong đó v ∈ Rn, D là toán tử vi phân và

ΦX : = [Φ(xi − x j)]
n
i, j=1 ,

DΦ(x−·)|X : = [DΦ(x− x1), DΦ(x− x2), . . . ,DΦ(x− xn)]
T , x ∈ Rd.

Chứng minh. Giả sử X = {x1,x2, . . . ,xn} ⊂Rd là tập các tâm rời rạc. Khi đó hàm nội

suy RBF s của hàm u : Rd → R với thành phần hằng số có dạng

s(x) =
n

∑
j=1

a jΦ(x− x j)+ c, Φ(x) := ϕ(∥x∥), x ∈ Rd (2.6)

s(x j) = u(x j), j = 1,2, . . . ,n, (2.7)

trong đó c là hằng số và a j là các hệ số nội suy thỏa mãn điều kiện nội suy (2.7), suy

ra
n

∑
j=1

a jΦ(xl − x j)+ c = u(xl), l = 1,2, . . . ,n;

n

∑
j=1

a j = 0,

hay [
ΦX 1
1T 0

][
a
c

]
=

[
u|X
0

]
, (2.8)

trong đó
1T := [ 1 1 · · · 1︸ ︷︷ ︸

n

],

ΦX :=

 Φ(0) · · · Φ(x1 − xn)
... . . . ...

Φ(xn − x1) · · · Φ(0)

 ,

a :=


a1
a2
...

an

 , u|X :=


u(x1)
u(x2)

...
u(xn)

 .

Vì ϕ là hàm xác định dương trên X nên ΦX là ma trận đối xứng xác định dương, do

đó giải phương trình (2.8) ta luôn tìm được duy nhất hệ số tương ứng là[
a
c

]
=

[
ΦX 1
1T 0

]−1[ u|X
0

]
. (2.9)
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Cho D là toán tử vi phân. Ta xấp xỉ Du(x) bởi công thức

Du(x)≈ Ds(x) =
n

∑
j=1

a jDΦ(x− x j)

=

[
a
c

]T [ DΦ(x− .) |X
0

]
(2.10)

Thay (2.9) vào (2.10) ta được

Du(x)≈
[

u|X
0

]T [
ΦX 1
1T 0

]−1[ DΦ(x− .) |X
0

]
=

[
u|X
0

]T [ w
v

]
=

n

∑
j=1

w ju(x j),

với

DΦ(x− .)|X :=


DΦ(x− x1)
DΦ(x− x2)

...
DΦ(x− xn)


và véc tơ trọng số w thỏa mãn phương trình[

ΦX 1
1T 0

][
w
v

]
=

[
DΦ(x− .) |X

0

]
.

Khi hằng số c = 0 thì ta được Mệnh đề 2.2.1. Các tác giả trong [16] đã sử dụng

công thức (2.5) để tính trọng số đơn điểm và trọng số đa điểm (tức là sử dụng thêm

các tâm trùng khớp), còn trong [49], chúng tôi đã tính trọng số bằng nội suy RBF bởi

công thức (2.3).

2.2.3 Véc tơ trọng số với thành phần đa thức

Trong [18], chúng tôi đã giới thiệu cách tính véc tơ trọng số RBF-FD bằng nội suy

RBF với thành phần đa thức như sau:

Mệnh đề 2.2.3. Cho Φ : Rd → R là hàm xác định dương, xác định bởi Φ(x) =

ϕ (∥x∥), x ∈ Rd , trong đó ϕ : R+ → R và ∥·∥ là chuẩn Euclid trong Rd . Giả sử
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X = {x1,x2, . . . ,xn} ⊂Rd là tập các tâm rời rạc và hàm số liên tục u : Rd →R có hàm

nội suy RBF với thành phần đa thức là

s(x) =
n

∑
j=1

a jΦ(x− x j)+
k

∑
j=1

c j p j(x), x ∈ Rd,

với {p1, . . . , pk} là một cơ sở của không gian tuyến tính các đa thức có bậc nhỏ hơn

hoặc bằng ℓ. Khi đó véc tơ trọng số w ∈ Rn trong công thức (2.1) được tính bởi công

thức [
w
v

]
=

[
ΦX PX
PT

X 0

]−1[ DΦ(x−·)|X
DP(x)

]
,

trong đó v ∈ Rk, D là toán tử vi phân và

ΦX : = [Φ(xi − x j)]
n
i, j=1 ,

PX : = [p j(xi)]
n,k
i, j=1 , DP := [Dp1,Dp2, . . . ,Dpk]

T ,

DΦ(x−·)|X : = [DΦ(x− x1), DΦ(x− x2), . . . ,DΦ(x− xn)]
T , x ∈ Rd.

Nếu k = 1 và p1 là hằng số thì ta nhận được Mệnh đề 2.2.2.

Chứng minh. Giả sử X = {x1,x2, . . . ,xn} ⊂Rd là tập các tâm rời rạc. Khi đó hàm nội

suy RBF s của hàm u : Rd → R với thành phần đa thức bậc ℓ có dạng

s(x) =
n

∑
j=1

a jΦ(x− x j)+
k

∑
j=1

c j p j(x), (2.11)

trong đó {p1, . . . , pk} là một cơ sở của không gian tuyến tính các đa thức có bậc nhỏ

hơn hoặc bằng ℓ và a,c là các hệ số xác định bởi các điều kiện nội suy

n

∑
j=1

a jΦ(xi − x j)+
k

∑
j=1

c j p j(xi) = u(xi), i = 1,2, . . . ,n, (2.12)

n

∑
j=1

a j pi(x j) = 0, i = 1,2, . . . ,k. (2.13)

Phương trình (2.12) là thỏa mãn điều kiện nội suy

s(xi) = u(xi), i = 1,2, . . . ,n.

Phương trình (2.13) là điều kiện của hệ số nội suy. Đặc biệt, nếu k = 0 và ℓ = −1

thì đó là trường hợp nội suy không thành phần đa thức. Hệ phương trình tuyến tính
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(2.12)–(2.13) được viết dưới dạng ma trận là

ΦXa+PXc = u|X ,

PT
X a = 0,

(2.14)

trong đó

a :=


a1
a2
...

an

 , c :=


c1
c2
...

ck

 , u|X :=


u(x1)
u(x2)

...
u(xn)

 ,
và

ΦX := [Φ(xi − x j)]
n
i, j=1 =


Φ(x1 − x1) Φ(x1 − x2) · · · Φ(x1 − xn)
Φ(x2 − x1) Φ(x2 − x2) · · · Φ(x2 − x2)

...
... . . . ...

Φ(xn − x1) Φ(xn − x2) · · · Φ(xn − xn)

 ,

PX := [p j(xi)]
n,k
i, j=1 =


p1 (x1) p2 (x1) · · · pk (x1)
p1 (x2) p2 (x2) · · · pk (x2)

...
...

...
...

p1 (xn) p2 (xn) · · · pk (xn)

.
Do ϕ là hàm xác định dương có bậc nhỏ hơn hoặc bằng ℓ+1 và PX có hạng bằng số

cột [7] nên ma trận của hệ (2.14) là đối xứng, xác định dương. Điều kiện sau của hệ

được thỏa mãn nếu n ≥ k và tương đương với điều kiện p ≡ 0, tức là đa thức bậc ℓ bị

triệt tiêu trên X . Giả sử các điều kiện được thỏa mãn và nội suy (2.11) được xác định

duy nhất, khi đó các hệ số a,c tìm được từ (2.14) là[
a
c

]
=

[
ΦX PX
PT

X 0

]−1[ u|X
0

]
.

Để tìm công thức vi phân của toán tử Du(x), ta xấp xỉ Du(x) bởi Ds(x), khi đó ta có

công thức vi phân

Du(x)≈ Ds(x) =
n

∑
j=1

a jDΦ(x− x j)+
k

∑
j=1

c jDp j(x)

=

[
a
c

]T [ DΦ(x−·)|X
DP(x)

]
=

[
u|X
0

]T [
w
v

]
=

n

∑
i=1

wiu(xi),
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trong đó

DP := [Dp1, . . . ,Dpk]
T

và các véc tơ w ∈ Rn, v ∈ Rk được xác định bởi[
w
v

]
=

[
ΦX PX
PT

X 0

]−1[ DΦ(x−·)|X
DP(x)

]
.

Khi đó véc tơ trọng số w thỏa mãn hệ phương trình

ΦXw+PXv = DΦ(x−·)|X ,

PT
X w = DP(x).

Ma trận của hệ phương trình này trùng với ma trận của hệ (2.14), do đó nó không suy

biến.

Vậy, các véc tơ trọng số wi, i = 1, . . . ,n của phương pháp RBF-FD trong công thức

(2.1) tìm được bằng cách giải hệ phương trình đối xứng, xác định dương

n

∑
j=1

w jΦ(xi − x j)+
k

∑
j=1

v j p j(xi) = DΦ(x− xi), i = 1,2, . . . ,n,

n

∑
j=1

w j pi(x j) = Dpi(x), i = 1,2, . . . ,k,
(2.15)

trong đó Φ(x) = ϕ(∥x∥), x ∈Rd là hàm cơ sở bán kính, xác định dương có bậc ≤ ℓ+1

và đa thức bậc ℓ với hạng của ma trận PX bằng số cột.

Trong [16, 48], để tính trọng số bằng nội suy RBF cho phương pháp RBF-FD, các

tác giả sử dụng hàm Gauss Φ(x) = ϕ(r) = e−ε2r2
với hằng số ℓ= 0 hoặc ℓ=−1 cho

trường hợp không thành phần đa thức, nó rất hiệu quả cho Bài toán Dirichlet trong

không gian 2 chiều, kể cả với bài toán có miền hình học phức tạp, nghiệm u có kỳ dị

hoặc dao động mạnh, với tập các tâm rời rạc Ξ được sinh thích nghi. Tuy nhiên, cách

tiếp cận này là phải chọn tham số hình dạng ε phù hợp, như trong [27] sử dụng một

giá trị rất nhỏ ε = 10−5 cho phương pháp Gauss-QR, còn trong [17] cũng đưa ra một

số cách chọn ε hiệu quả.

Trong không gian 3 chiều, khi sử dụng các tập giá véc tơ trọng số được chọn bởi

các thuật toán chọn tâm, số điểm của tập X nhiều nhất là n = 17. Do PX không suy

biến nên phải hạn chế bậc của đa thức ℓ≤ 2. Thật vậy, không gian các đa thức ba biến
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số bậc ℓ có số chiều là
(ℓ+3

3

)
, do đó k ≥ 20 > n nếu ℓ ≥ 3 và hạng của PX luôn nhỏ

hơn k. Khi ℓ = 2 thì k = 10 hoàn toàn thỏa mãn, nên PX có hạng bằng số cột khi sử

dụng giá véc tơ trọng số tìm được bằng các thuật toán chọn tâm trong không gian 3

chiều. Trong các thử nghiệm số, sử dụng hàm RBF

Φ(x) = ϕ(r) = r5, r = ∥x∥, x ∈ Rd

và đa thức bậc ℓ= 2. Hàm RBF Φ(x) = ϕ(r) = r5 là hàm xác định dương bậc 3 [61],

không phụ thuộc vào tham số hình dạng, được sử dụng cho phương pháp RBF-FD

trong [25].

2.3 Một số thuật toán chọn tâm trong không gian 2 chiều

2.3.1 Một số thuật toán chọn tâm phổ biến

• 6near (6-nearest neighbours): Thuật toán này tìm tập Ξζ gồm ζ và 6 điểm gần

ζ nhất. Thuật toán được đề xuất trong [37] cho phương pháp sai phân hữu hạn.

Với phương pháp RBF-FD, chọn n = 6 điểm lân cận để đảm bảo mật độ ma trận

[wζ ,ξ ] gần với mật độ ma trận cứng của phương pháp phần tử hữu hạn và sử

dụng hàm RBF ϕIMQ. Kết quả thử nghiệm số trên các tâm thích nghi của FEM

được biểu diễn trong Hình 2.2(a, b).

• nn (Natural neighbours): Thuật toán chọn giá véc tơ trọng số Ξζ gồm ζ và đỉnh

của các tam giác phân Delaunay có chung đỉnh ζ trong Ξ. Để thực hiện được

thuật toán cần tạo lưới tam giác. Thuật toán được giới thiệu trong [10, 62] và

mở rộng trong [51]. Kết quả thử nghiệm số trên các tâm thích nghi của phương

pháp phần tử hữu hạn được biểu diễn trong Hình 2.2(a, b).

• 4quad (Four quadrants criterium): Thuật toán được đề xuất trong [44] và được

sử dụng trong [3, 45]. Thuật toán này được áp dụng cho phương pháp sai phân

suy rộng với giá véc tơ trọng số Ξζ \{ζ} được chọn là 8 điểm, trong đó các véc

tơ trọng số được tìm bằng phương pháp trùng khớp bình phương cực tiểu địa

phương bởi các đa thức bậc hai trên Ξζ . Vì số tâm được chọn của tập Ξζ \{ζ}
bằng 8, nên mật độ ma trận của phương pháp cao hơn các phương pháp khác,

xem Hình 2.2(b).
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• LLF: Thuật toán được giới thiệu trong [41], với bước đầu tiên là tìm khoảng cách

lớn nhất dζ từ ζ đến các lân cận gần nhất của nó trong Ξ \ {ζ}, tiếp theo xác

định Ξζ gồm các điểm trong Ξ sao cho khoảng cách từ điểm đó đến ζ không

vượt quá ρ dζ , với hằng số ρ > 0. Trong thử nghiệm số, ρ được chọn là ρ = 1.4

và sử dụng hàm RBF ϕIMQ như trong [41]. Kết quả thử nghiệm số trên các tâm

thích nghi được biểu diễn trong Hình 2.2(a, b), mật độ ma trận của phương pháp

trong Hình 2.2(b) cao hơn đáng kể mật độ ma trận cứng của phương pháp phần

tử hữu hạn.

• SLS: Thuật toán được giới thiệu trong [55, Thuật toán A], tập Ξζ = {ζ ,ξ1, . . . ,ξ5}
được chọn gồm 6 điểm, với các điểm ξi được chọn từng điểm một sao cho điểm

được chọn gần ζ nhất và nằm trong một miền con nào đó xung quanh ζ , thuật

toán này có thể xem như là một sự cải tiến của thuật toán 4quad. Kết quả thử

nghiệm số trên tâm thích nghi của FEM cho thấy, mật độ ma trận hệ số của thuật

toán nhỏ hơn mật độ ma trận cứng của phương pháp phần tử hữu hạn.

Các thuật toán: 6near, nn, 4quad, LLF, SLS, áp dụng cho phương pháp không

lưới RBF-FD được các tác giả giới thiệu trong [16] với bài toán:

Bài toán 1. [50, function adaptmesh] Xét bài toán Dirichlet với phương trình Laplace

∆u = 0 trong miền hình quạt Ω được xác định bởi bất phương trình r < 1, −3π/4 <

ϕ < 3π/4 trong tọa độ cực, với điều kiện biên Dirichlet được cho bởi u(r,ϕ) =

cos(2ϕ/3) dọc theo cung cong và u(r,ϕ) = 0 dọc theo hai đoạn thẳng. Bài toán có

nghiệm giải tích là u(r,ϕ) = r2/3 cos(2ϕ/3).

Hình 2.1: Lưới tam giác thích nghi của Bài toán 1.
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Các tâm thích nghi trên miền Ω là đỉnh của các tam giác, được tạo bởi PDE Tool-

box trong MATLAB [50] của phương pháp phần tử hữu hạn. Tại vị trí lân cận của điểm

kỳ dị của nghiệm chính xác thì các điểm lưới được tạo ra nhiều hơn như Hình 2.1.
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(b) Mật độ ma trận hệ số

Hình 2.2: Sai số RBF-FD trên các tâm thích nghi của FEM, sử dụng các thuật toán chọn
giá véc tơ trọng số 6near, nn, 4quad, LLF, SLS. (a) Sai số rms với véc tơ trọng số
RBF-FD được tìm bởi nội suy hàm RBF IMQ khi sử dụng các thuật toán chọn 6near và
LLF và nội suy hàm RBF Gauss với các trường hợp khác. (b) Mật độ ma trận hệ số của hệ
phương trình (2.2) ứng với các phương pháp RBF-FD và của FEM.

Kết quả thử nghiệm số của phương pháp RBF-FD sử dụng các thuật toán 6near,

nn, 4quad, LLF, SLS và của FEM được trình bày trong Hình 2.2. Hình 2.2(b) biểu

diễn mật độ ma trận hệ số density của hệ phương trình (2.2). Mật độ của ma trận

A ∈Rn×n là số đầu vào khác không trung bình trên mỗi hàng, được tính bởi công thức

density= nnz(A)/n, (2.16)

trong đó nnz(A) là tổng số các hệ số khác không của ma trận A. Kết quả của density

cho thấy, Thuật toán SLS có mật độ ma trận hệ số nhỏ hơn so với mật độ ma trận hệ

số của các thuật toán khác và của FEM.

Hình 2.2(a) là đồ thị biểu diễn sai số trung bình bình phương rms (root mean

square) được tính bởi công thức

rms=

√
1

#Ξint
∑

ζ∈Ξint

(ûζ −u(ζ ))2, (2.17)

trong đó #Ξint là số tâm của tập Ξint. Từ đồ thị cho thấy sai số rms của phương pháp

RBF-FD sử dụng các thuật toán chọn giá véc tơ trọng số 6near, nn, 4quad, LLF,



43

SLS đều cao hơn sai số rms của phương pháp phần tử hữu hạn, đây là động lực để

các tác giả đề xuất thuật toán chọn tâm cho phương pháp RBF-FD trong không gian

2 chiều [16, 48, 49] và phát triển trong không gian 3 chiều [19, 18]. Trong phần tiếp

theo chúng tôi sẽ giới thiệu các thuật toán này.

2.3.2 Các thuật toán chọn tâm cho phương pháp không lưới RBF-FD

Thuật toán chọn tâm cho phương pháp không lưới RBF-FD (hay chọn giá véc tơ

trọng số Ξζ ) được đề xuất đầu tiên trong [16], sau đó được phát triển cho lớp bài toán

có miền hình học phức tạp, nghiệm có kỳ dị, hoặc có độ dao động mạnh trong [48] và

được cải tiến trong [49]. Kết quả trong các công bố này cho thấy nghiệm của phương

pháp RBF-FD khi sử dụng các thuật toán chọn tâm có độ chính xác tốt hơn nghiệm của

các phương pháp phần tử hữu hạn. Ý tưởng chung của các thuật toán như sau:

Với mỗi ζ ∈ Ξint, chọn tập các tâm Ξζ = {ζ ,ξ1,ξ2, . . . ,ξk} ⊂ Ξ, trong đó các điểm

ξ1,ξ2, . . . ,ξk được sắp xếp theo chiều ngược chiều kim đồng hồ đối với ζ . Đặt

µ(ξ1,ξ2, . . . ,ξk) :=
k

∑
i=1

α
2
i ,

trong đó αi là góc giữa hai tia ζ ξi và ζ ξi+1 theo hướng ngược chiều kim đồng hồ, với

chu trình ξk+i := ξi. Gọi

α(ξ1,ξ2, . . . ,ξk) = min{α1,α2, . . . ,αk}, α(ξ1,ξ2, . . . ,ξk) = max{α1,α2, . . . ,αk},

là góc nhỏ nhất và góc lớn nhất. Vì ∑
k
i=1 αi = 2π , nên ∑

k
i=1 α2

i đạt giá trị nhỏ nhất

khi và chỉ khi α1 = α2 = · · · = αk = 2π/k, tức là các tia ζ ξi cách đều nhau nếu

ξ1,ξ2, . . . ,ξk được chọn tùy ý trong R2. Tuy nhiên, các điểm này phụ thuộc vào sự

phân bố các tâm của tập Ξ, do đó mục tiêu của thuật toán là chọn được bộ tâm

Ξζ = {ζ ,ξ1,ξ2, . . . ,ξk} ⊂ Ξ sao cho µ(ξ1,ξ2, . . . ,ξk) đạt cực tiểu, đồng thời vẫn đảm

bảo khoảng cách ∥ξi −ζ∥, i = 1,2, . . . ,k nhỏ nhất có thể.

a) Thuật toán chọn với số tâm cố định và 1 điều kiện dừng DO1

Với mỗi ζ ∈Ξint, thuật toán chọn tập các tâm địa phương Ξζ = {ζ ,ξ1,ξ2, . . . ,ξk}⊂
Ξ trong [16, Thuật toán 1] với số tâm được chọn cố định k = 6 (gọi tắt là thuật toán

chọn DO1). Để đạt được µ nhỏ và khoảng cách cũng nhỏ, thuật toán bắt đầu với m điểm
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ξi, i= 1,2, . . . ,m xung quanh và gần ζ nhất, thuật toán dừng nếu tập {ζ ,ξ1,ξ2, . . . ,ξk}
thỏa mãn

α(ξ1,ξ2, . . . ,ξk)≤ vα(ξ1,ξ2, . . . ,ξk), (2.18)

trong đó m > k và v > 1.0 là các tham số.

Thuật toán 1 (Thuật toán DO1, [16], Thuật toán 1). .

Input: Ξ, ζ .

Output: Ξζ .

Parameters: k (the target number of points ξi), m > k (the number of points in the

local cloud) and v > 1 (the angle uniformity tolerance). Parameter values used in our

numerical experiments: k = 6,m = 30,v = 3.0.

I. Find m nearest points ξ1,ξ2, . . . ,ξm in Ξ \{ζ}, sorted by increasing distance to

ζ , and initialise Ξζ := {ζ ,ξ1,ξ2, . . . ,ξk}. If

α(ξ1,ξ2, . . . ,ξk)≤ vα(ξ1,ξ2, . . . ,ξk),

then STOP: return Ξζ .

II. For i = n+1, . . . ,m:

1. Compute the angles α ′
1,α

′
2, . . . ,α

′
k+1 formed by the extended set

{
ξ
′
1,ξ

′
2, . . . ,ξ

′
k+1
}
= {ξ1,ξ2, . . . ,ξk,ξi} .

2. If both angles between ζ ξi and its two neighbouring rays are greater than the

minimum angle α ′ := α(ξ1,ξ2, . . . ,ξk,ξi) then:

a. Find j such that α ′
j = α ′. Choose p = j or p = j+1 depending on whether

α ′
j−1 < α ′

j+1 or α ′
j−1 ≥ α ′

j+1.

b. If µ(
{

ξ ′
1,ξ

′
2, . . . ,ξ

′
k+1

}
\
{

ξ ′
p
}
)< µ(ξ1, . . . ,ξk) then:

i) Update {ξ1,ξ2, . . . ,ξk}=
{

ξ ′
1,ξ

′
2, . . . ,ξ

′
k+1

}
\
{

ξ ′
p
}
.

ii) If α(ξ1,ξ2, . . . ,ξk)≤ vα(ξ1,ξ2, . . . ,ξk) then

STOP: return the current set Ξζ = {ζ ,ξ1,ξ2, . . . ,ξk} .
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III. Observe that

α(ξ1,ξ2, . . . ,ξk)> vα(ξ1,ξ2, . . . ,ξk)

must hold for the current set Ξζ = {ζ ,ξ1,ξ2, . . . ,ξk} if the algorithm has not

been terminated earlier. Find j such that α j = α(ξ1,ξ2, . . . ,ξk). Choose p = j

or p = j+1 depending on whether α j−1 < α j+1 or α j−1 ≥ α j+1. STOP: return

Ξζ = {ξ1,ξ2, . . . ,ξk+1}\{ξp} .

Nhận xét:

Nếu thuật toán kết thúc trước Bước III thì Ξζ có k+1 điểm (bao gồm cả ζ ). Trái

lại, số điểm là k. Thuật toán chọn k = 6 để mật độ ma trận hệ số [wζ ,ξ ]ζ∈Ξint,ξ∈Ξ\{ζ}

của hệ phương trình (2.2) xấp xỉ mật độ ma trận cứng của FEM.
Việc chọn p trong Bước II(2)a đảm bảo rằng

µ
(
{ξ

′
1,ξ

′
2, . . . ,ξ

′
k+1}\{ξ

′
p}
)
=min

{
µ
(
{ξ

′
1,ξ

′
2, . . . ,ξ

′
k+1}\{ξ

′
j}
)
, µ
(
{ξ

′
1,ξ

′
2, . . . ,ξ

′
k+1}\{ξ

′
j+1}

)}
.

Độ phức tạp của thuật toán chọn tâm DO1:

Mệnh đề 2.3.1. Đặt n := #Ξ là số các tâm rời rạc của Ξ, Nint := #Ξint, k là số tâm

cần chọn của tập Ξζ và m > k là số tâm gần ζ nhất. Khi đó, độ phức tạp của Thuật

toán 1 là O(Nintm logn).

Chứng minh. Với mỗi ζ ∈ Ξint,

I. Tính chi phí tính toán tại Bước I: Độ phức tạp khi sử dụng thuật toán k-d tree để

tìm m điểm ban đầu gần ζ nhất là O(m logn) [6, 38, 60], với n := #Ξ.

II. Chi phí tính toán để loại bỏ điểm "xấu" và kết nạp điểm "tốt" trong m− k tâm

còn lại, theo nghĩa các tia liền kề ζ ξi và ζ ξi+1 tạo thành các góc đều nhất như có

thể và đồng thời các tâm ξi với i = 1,2, . . . ,k−1 gần tâm ζ nhất như là có thể.

1. Chi phí tính toán tại Bước II.1 là O(k+1).

2. Chi phí tính toán tại Bước II:

a. Chi phí tính toán tại Bước II.2.a là O((k+1)2).

b. Chi phí tính toán tại Bước II.2.b là O(1).

Do đó chi phí tính toán tại Bước II là O((m− k) log((k+1)2)).
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III. Chi phí tính toán khi thuật toán không kết thúc sớm là O(k2).

Suy ra độ phức tạp thuật toán từ Bước I đến Bước III theo quy tắc cộng là:

O(m logn)+O((m− k) log((k+1)2))+O(k2) = O(m logn).

Vậy độ phức tạp của thuật toán 1 là O(Nintm logn), với Nint = #Ξint.

b) Thuật toán chọn với số tâm cố định và 2 điều kiện dừng ODP1

Thuật toán DO1 cùng với thuật toán sinh tâm thích nghi DO2 đã được các tác giả đề

xuất và đánh giá hiệu quả so với phương pháp phần tử hữu hạn trong [16]. Tuy nhiên

với bài toán có miền hình học phức tạp, nghiệm có kỳ dị hoặc hàm vế phải có độ dao

động lớn thì độ chính xác của nghiệm xấp xỉ giảm so với phương pháp phần tử hữu

hạn sau mỗi lần sinh lưới thích nghi. Hơn nữa, Thuật toán DO1 chỉ sử dụng điều kiện

dừng về góc (2.18) nên có thể các điểm ở gần không được chọn. Vì vậy trong [48],

nhóm tác giả đề xuất thuật toán chọn với số tâm cố định và 2 điều kiện dừng, là thuật

toán cải tiến của Thuật toán DO1, chúng tôi gọi thuật toán này là thuật toán chọn ODP1.

Thuật toán chọn ODP1 với số tâm cố định và 2 điều kiện dừng có ý tưởng giống như

Thuật toán DO1, đó là với mỗi ζ ∈ Ξint, chọn được tập Ξζ = {ζ ,ξ1,ξ2, . . . ,ξk} ⊂ Ξ

thỏa mãn µ nhỏ và khoảng cách ∥ξi −ζ∥, i = 1,2, . . . ,k cũng nhỏ nhất có thể. Thuật

toán này cũng dùng số tâm cần chọn cố định k = 6 và sử dụng điều kiện dừng về góc

(2.18). Ngoài ra các điểm ở gần cũng có thể phù hợp, nên thuật toán chọn tâm trong

[48] sử dụng thêm điều kiện dừng thứ hai

∥ζ −ξ∥ ≥ c
2k

k

∑
j=1

(
∥ξ j −ζ∥+∥ξ j −ξ j+1∥

)
, (2.19)

với hệ số c > 1.0 và ξ ∈ Ξ\Ξζ .

Thuật toán 2 (Thuật toán ODP1, [48], Thuật toán 1). .

Input: Ξ, ζ .

Output: Ξζ .

Parameters: k (the number of points in Ξζ \{ζ}), v > 1.0 (the angle uniformity toler-

ance), c > 1.0 (distance tolerance), and m > k (the increment size of the local cloud).

Parameter values used in our numerical experiments: k = 6, v = 2.5, c = 3.0 and

m = 50.
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I. Find m nearest points ξ1, . . . ,ξm in Ξ\{ζ} to ζ , sorted by increasing distance to

ζ , and initialize Ξζ := {ζ ,ζ1, . . . ,ζk}= {ζ ,ξ1, . . . ,ξk} and i := k+1.

II. While i ≤ m:

1. If ∥ζ −ξi∥ ≥ c
2k ∑

k
j=1
(
∥ζ j −ζ∥+∥ζ j −ζ j+1∥

)
, then STOP and return Ξζ .

2. Compute the angles α ′
1, . . . ,α

′
k+1 formed by the extended set {ζ ′

1, . . . ,ζ
′
k+1}=

{ζ1, . . . ,ζk,ξi}. If both angles between ζ ξi and its two neighboring rays are

greater than the minimum angle α ′ := α(ζ ′
1, . . . ,ζ

′
k+1):

i. Find j such that α ′
j = α ′. Choose p = j or p = j + 1 depending on

whether α ′
j−1 < α ′

j+1 or α ′
j−1 ≥ α ′

j+1.

ii. If µ({ζ ′
1, . . . ,ζ

′
k+1}\{ζ ′

p})< µ(ζ1, . . . ,ζk):

a. Update Ξζ := {ζ ,ζ1, . . . ,ζk}= {ζ ,ζ ′
1, . . . ,ζ

′
k+1}\{ζ ′

p}.

b. If α(ζ1, . . . ,ζk)≤ vα(ζ1, . . . ,ζk), then STOP and return Ξζ .

3. If i = m:

Find the next m nearest points ξm+1, . . . ,ξ2m in Ξ \ {ζ} to ζ , sorted by

increasing distance to ζ , and set m := 2m.

4. Set i := i+1.

Nhận xét:

Các Hình 2.3(a–d) biểu diễn các cấu trúc của tập Ξζ thu được từ Thuật toán ODP1

trong các thử nghiệm. Việc chọn các tham số c và v sao cho cải tiến được góc đều αi

và tránh kết nạp các điểm quá xa. Hình 2.3(e) là một ví dụ của tập Ξζ thỏa mãn điều

kiện dừng tại Bước II.1 của Thuật toán ODP1, tâm ξi (i = 52) hình chữ "x" thỏa mãn

điều kiện dừng (2.19) và vì vậy không cải thiện độ đều của các góc, trong trường hợp

này thì α/α = 4.3343 > v. Hình 2.3(f) minh họa một ví dụ khác, trong đó điều kiện

dừng tại Bước II.2.ii.b sao cho α/α = 2.4410 < v, nó đạt được tập Ξζ với một tâm ở

xa (dấu chấm tròn gần cuối).

Để kiểm tra chất lượng phân bố đều các điểm trong Ξζ = {ζ ,ξ1,ξ2, . . . ,ξn} được

chọn bởi Thuật toán ODP1, các tác giả đã đưa ra một số giá trị sau: vmax là lớn nhất và

vaver là giá trị trung bình của tỉ số α/α trên tất cả Ξζ , cmax và caver là giá trị lớn nhất
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Hình 2.3: Cấu trúc Ξζ thu được bởi Thuật toán ODP1. Dấu "∗" biểu diễn vị trí của ζ và
các hình tròn "⊙" là vị trí của các điểm ξ1,ξ2, . . . ,ξ6.



49

và giá trị trung bình của tỉ số

max
j=1,...,n

∥ζ −ξ j∥
/ 1

2n

n

∑
j=1

(
∥ξ j −ζ∥+∥ξ j −ξ j+1∥

)
. (2.20)

Độ phức tạp của thuật toán chọn tâm ODP1:

Mệnh đề 2.3.2. Ký hiệu n := #Ξ, Nint := #Ξint, k là số tâm cần chọn của tập Ξζ và

m > k là số tâm gần ζ nhất được chọn ban đầu. Khi đó, độ phức tạp của Thuật toán

ODP1 là O(Nintm logn).

Chứng minh. Với mỗi ζ ∈ Ξint,

I. Tương tự Thuật toán DO1, chi phí tính toán khi sử dụng thuật toán k-d tree để tìm

m điểm gần ζ nhất ban đầu là O(m logn), với n := #Ξ [6, 38, 60]. Thời gian xác

định tập ban đầu Ξζ là O(1). Do đó chi phí tính toán tại Bước I là O(m logn).

II. Chi phí tính toán tại Bước II:

1. Chi phí tính toán đối với bước II.1 là O(1).

2. Chi phí tính toán để chèn thêm một tâm mới tại Bước II.2 nếu thuật toán

không dừng lại tại Bước II.1 là O(1).

3. Chi phí tính toán khi thuật toán không kết thúc tại Bước II.2 là O(m logn).

4. Chi phí tính toán tại Bước II.4 là O(1).

Do đó độ phức tạp thuật toán tại Bước II theo quy tắc cộng là O(m logn). Suy ra

độ phức tạp thuật toán từ Bước I đến Bước II là O(m logn).

Vậy độ phức tạp của Thuật toán ODP1 là O(Nintm logn), với Nint := #Ξint.

c) Thuật toán chọn với số tâm thay đổi và 1 điều kiện dừng OT1

Thuật toán chọn DO1 [16, Thuật toán 1] và Thuật toán chọn ODP1 [48, Thuật toán

1] chọn được tập Ξζ với số tâm cố định là k = 6, đã cho các kết quả tốt. Tuy nhiên,

quan sát các hình 2.3(d, f), tập các tâm Ξζ sẽ đều và gần ζ hơn nếu chọn k = 4, hoặc

k = 5, hơn nữa có thể chọn k = 7 hoặc k = 8. Vì vậy, trong thuật toán này chúng tôi

đã cải tiến và không cố định giá trị của k. Thuật toán được công bố trong [49, Thuật
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toán 2] và được gọi là Thuật toán chọn OT1 có số tâm cần chọn thay đổi với 1 điều

kiện dừng.

Thuật toán cũng bắt đầu với m điểm Ξm
0 := {ξ1,ξ2, . . . ,ξm} ⊂ Ξ \ {ζ} thỏa mãn

∥ζ − ξ1∥ ≤ ∥ζ − ξ2∥ ≤ · · · ≤ ∥ζ − ξm∥ và ∥ζ − ξi∥ ≤ ∥ζ − ξ j∥ với ξi ∈ Ξm
0 , ξ j ∈

Ξ\{Ξm
0 ∪{ζ}}, thuật toán sử dụng 1 điều kiện dừng

α(Ξζ )−α(Ξζ )≤ δ , (2.21)

trong đó hằng số δ ∈ (0,π/2), giá trị của δ thể hiện sự khác biệt giữa góc lớn nhất α

và góc nhỏ nhất α . Kỹ thuật này làm giảm sự chênh lệch giữa góc lớn nhất α và góc

nhỏ nhất α so với điều kiện dừng của các thuật toán chọn tâm DO1 và ODP1 (xem Bảng

3.3, Chương 3). Với mục đích là chọn được tập các điểm ξ1,ξ2, . . . ,ξk có khoảng cách

gần ζ nhất và phân bố đều xung quanh tâm ζ . Thuật toán gồm hai pha, cụ thể như

sau:

• Đầu tiên là xác định số tâm k cần chọn của tập giá véc tơ trọng số Ξζ , từ 4 điểm

đến 8 điểm. Vì 4 điểm ứng với lược đồ của phương pháp sai phân hữu hạn, nên

giá trị của δ trong (2.21) nhỏ (gần bằng 0). Giá trị của δ tăng khi k tăng từ 5

điểm lên 6 điểm và sau đó giảm khi k tăng từ 7 điểm lên 8 điểm.

• Pha 1 bắt đầu bằng việc chọn k điểm gần nhất ζ (bắt đầu với k = 4). Nếu tập

này thỏa mãn điều kiện dừng (2.21) với giá trị δ ứng với k = 4, thì thuật toán

dừng và chọn được tập giá véc tơ trọng số k điểm. Nếu không, tăng k lên một

đơn vị và lặp lại cho đến khi tập các tâm ứng viên đáp ứng tiêu chí dừng (2.21)

hoặc số lượng của chúng vượt ngưỡng cho trước. Nếu thuật toán dừng lại ở giai

đoạn này thì tập giá vé tơ trọng số chọn được là tối ưu, tức là các tâm được chọn

gần ζ nhất và phân phối đều xung quanh ζ . Giai đoạn này có chi phí thấp. Nếu

không có bộ tâm ứng viên nào thỏa mãn (2.21) thì chuyển sang Pha 2.

• Pha 2, chúng tôi giảm số lượng tâm của bộ tâm ứng viên trong Pha 1 từng bước.

Các tâm ứng viên ξ được chọn hoặc loại bỏ như trong Bước II.2.i.a của Thuật

toán DO1 hoặc Bước II.2.ii.a của Thuật toán ODP1 theo tiêu chí dừng (2.21). Nếu

tất cả các tâm ứng viên ξ đã được xem xét nhưng không có tập Ξζ nào thỏa mãn

(2.21) thì
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– Nếu không có tâm ứng viên ξ nào được thay thế trong Pha 2 hoặc α(Ξζ )<

π , trong đó Ξζ là tập các tâm cuối cùng trong Pha 1, thuật toán sẽ kết thúc

và chọn tập các tâm này là giá vé tơ trọng số, nó có số tâm lớn nhất.

– Các trường hợp khác, thuật toán cũng trả về tập Ξζ có số tâm lớn nhất với

ít nhất một tâm đã được thay thế.

Bằng cách thay đổi k (số tâm được chọn của tập Ξζ ), thuật toán sẽ xác định được

bộ tâm tốt nhất theo nghĩa khoảng cách từ các tâm được chọn đến gốc ζ không quá xa

và có phân bố đều nhất có thể xung quanh ζ . Hơn nữa, có ít khả năng chèn một tâm ở

xa ζ . Giả sử, đầu tiên chọn k = 4, với các tâm ứng viên ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 gần ζ nhất. Nếu

4 tâm này đáp ứng tiêu chí (2.21) thì thuật toán dừng và Ξζ := {ζ}∪{ξ1, ξ2, ξ3, ξ4}.

Nếu ở bước thứ i, các tâm ứng viên ξ1, ξ2, . . . ,ξi+3 không thoả mãn điều kiện (2.21),

thuật toán giữ nguyên tập Ξ(i), tăng i thêm 1 và chọn i+ 3 tâm gần ζ nhất, .... Quá

trình kết thúc khi tập Ξ(i) thỏa mãn (2.21) hoặc i đạt đến ngưỡng ν . Các bước này

được gọi là Pha 1 của Thuật toán 3.

Pha 2 chỉ được thực hiện khi thuật toán không kết thúc tại Pha 1, thuật toán sẽ

giảm số tâm của Ξ(i) từ ν +3 xuống còn 4 và các tâm ứng viên ξ được xem xét tương

tự như trong các bước II.1, II.2.i và II.2.i.a của Thuật toán DO1 hoặc các bước II.2.i

và II.2.ii.a của Thuật toán ODP1 nhưng với điều kiện dừng (2.21). Pha 2 sẽ bắt đầu từ

Bước IIa của Thuật toán 3.

Thuật toán 3 (Thuật toán OT1, [49], Thuật toán 1). .

Input: Ξ, ζ .

Output: Ξζ .

Parameters: m (the number of points in the local cloud), ν ∈ {3, 4, 5} (the number of

points in Ξζ \{ζ}), and δ := {δ1, δ2, . . . ,δν} (the angle uniformity tolerance). In our

experiments, m = 200 and δ := {0.0001, π/4, π/3, π/4, π/8}.

Ia. Determine the set Ξm
0 := {ξ1,ξ2, . . . ,ξm}. Initialize I := /0 and i := 0.

Ib. While i ≤ ν :

1. Set i:=i+1 and Ξ(i) := Ξk
0 ∪{ζ} where k = i+3 and k(i)c := i+4.

2. If α(Ξ(i))−α(Ξ(i))≤ δi, then STOP and return Ξζ := Ξ(i).
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IIa. While k(ν)c ≤ m and i ≥ 1

1. Compute the angles α ′
1, . . . ,α

′
i+4 formed by the extended set Ξ′(i) := Ξ(i)∪

{ξ
k(i)c

}.

2. If angles between ζ ξ
k(i)c

and its two neighboring rays are greater than

α ′(Ξ′(i)), then:

i. Find j such that α ′
j = α ′(Ξ′(i)), and then choose p = j or p = j + 1

depending on whether α ′
j−1 < α ′

j+1 or α ′
j−1 ≥ α ′

j+1, respectively.

ii. If µ(Ξ′(i) \{ξ ′
p})< µ(Ξ(i)), then:

a. Update Ξ(i) := Ξ′(i) \{ξ ′
p} and I := I ∪{i}.

b. If α(Ξ(i))−α(Ξ(i))≤ δi, then STOP and return Ξζ := Ξ(i).

3. If i = 1, then k(ν)c := k(ν)c +1 and i := ν , Else i := i−1.

IIb. If α(Ξk
0) < π or I = /0, then Ξζ = Ξk

0 ∪{ζ} where k = ν + 3, Else Ξζ := Ξ(i)

where i := max({I}).

Nhận xét:

1. Tại mỗi vòng lặp thứ i của Bước IIa, tập Ξ(i) gồm k+ 1 điểm {ζ ,ξ1,ξ2, . . . ,ξk},

trong đó k = i+3.

2. Nếu tập Ξζ được trả về tại Bước Ib thì Ξζ = {ζ ,ξ1,ξ2, . . . ,ξk}, trong đó ξ1,ξ2, . . . ,ξk

là k điểm gần ζ nhất. Nếu Ξζ được trả về tại Bước IIa thì Ξζ có ít nhất 1 điểm ξ ′

được thay thế bằng điểm ξ với ||ξ ′−ζ | | ≤ ∥ξ −ζ∥, điểm mới ξ giúp cho µ của

tập các tâm mới nhỏ hơn, vì thế các điểm ξ ∈ Ξζ \{ζ} có phân bố đều hơn xung

quanh ζ .

3. Bước IIa chỉ thực hiện khi Bước Ib kết thúc nhưng α(Ξ(i))−α(Ξ(i))> δi với i = ν ,

do đó nó không trả về tập Ξζ . Vì vậy i = ν khi bắt đầu Bước IIa.

4. Trong trường hợp thuật toán không trả về tập Ξζ hoặc không có tập Ξ(i), i =

1,2, . . . ,ν nào được cập nhật tại Bước IIa, thì Ξζ vẫn gồm các điểm gần ζ nhất nếu

nó thoả mãn α(Ξν+3
0 ) < π . Nếu không, Ξζ là tập có số điểm được chọn lớn nhất,

trong đó tâm gần ζ được thay thế bằng tâm xa ζ hơn và các điểm ξ ∈ Ξζ \ {ζ}
được phân bố đều xung quanh ζ hơn.
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5. Để đánh giá tính đều và chi phí tính toán khi tìm tập các tâm Ξζ bởi Thuật toán 3,

chúng tôi xác định một số giá trị sau. Với một bộ tâm Ξζ = {ζ ,ξ1,ξ2, . . . ,ξk}, gọi

• αaver là giá trị trung bình của α trên tất cả các Ξζ , (xem Bảng 3.3, Chương 3).

• δaver là giá trị trung bình của hiệu α −α trên tất cả các Ξζ , (xem Bảng 3.3,

Chương 3).

• cmax và caver lần lượt là giá trị lớn nhất và giá trị trung bình của thương, (xem

[48, Section 4] và Bảng 3.3, Chương 3).

cmax : = max
ζ∈Ξint

{
max

j=1,...,k
∥ζ −ξ j∥

/ 1
2k

k

∑
j=1

(
∥ξ j −ζ∥+∥ξ j −ξ j+1∥

)}
,

caver : =
1

#Ξint
∑

ζ∈Ξint

{
max

j=1,...,k
∥ζ −ξ j∥

/ 1
2k

k

∑
j=1

(
∥ξ j −ζ∥+∥ξ j −ξ j+1∥

)}
.

(2.22)

• iaver và kaver là giá trị trung bình của k(ν)c và #(Ξζ \{ζ}) trên tất cả ζ tương ứng,

(xem Bảng 3.3, Chương 3).

• p1 là phần trăm số lần Thuật toán 3 dừng ở Bước Ib. Giá trị này càng cao thì

chi phí tính toán càng thấp. Giá trị thu được của p1 tỷ lệ nghịch với iaver, k(i)c và

δaver, (xem Bảng 3.3, Chương 3).

Độ phức tạp của thuật toán chọn tâm OT1:

Mệnh đề 2.3.3. Đặt n = #Ξ, k là số tâm cần chọn của tập Ξζ . Giả sử đầu vào của

Thuật toán OT1 là các tập Ξm
0 , (m > k). Khi đó độ phức tạp tính toán của Thuật toán

OT1 là O(n)).

Chứng minh. Để xác định độ phức tạp của Thuật toán OT1, ta xác định thời gian tính

toán của hai công đoạn chính là bước khởi tạo và bước chọn tập các tâm Ξζ .

• Bước khởi tạo:

Để xác định tập Ξm
0 , thuật toán sử dụng thuật toán k-d tree để tìm m điểm gần

ζ nhất ban đầu, nên độ phức tạp tính toán tại bước khởi tạo là O(mn logn), với

n := #Ξ [6, 38, 60].



54

• Thời gian chọn tập các tâm Ξζ bằng Thuật toán OT1:

I. Tính chi phí tính toán tại Pha 1:

Bước Ia chỉ thực hiện 1 lần nên có thời gian tính toán là O(1).

Giả sử Bước Ib được thực hiện với ν ≤ 5, khi đó thời gian tính toán của nó

cũng O(1).

Do đó tổng thời gian tính toán toán tại Bước Ia và Ib là O(1). Bảng 3 cho

thấy các thử nghiệm số của chúng tôi có 70% trường hợp thuật toán kết

thúc tại Bước Ib của Pha 1.

II. Tính chi phí tính toán tại Pha 2:

Với những trường hợp thuật toán thực hiện Bước IIa: Kết thúc Pha 1 thì

k(ν)c ≤ 8, Bảng 3 cho thấy các giá trị trung bình của iaver và k(ν)c thường nhỏ

hơn 8. Vì vậy, thời gian trung bình của Bước IIa là O(1).

Bước IIb chỉ thực hiện một lần, vì vậy chi phí tính toán là O(1). Bảng 3

cho thấy có khoảng 30% các trường hợp trong các thử nghiệm Thuật toán

OT1 kết thúc tại Bước IIb (Pha 2).

Do đó nếu phải thực hiện các Bước IIa và IIb thì tổng thời gian để chọn bộ

tâm Ξζ khi sử dụng Thuật toán OT1 là O(1).

Vậy nếu đầu vào của thuật toán là các tập Ξm
0 (tập m gần ζ nhất), thì tổng thời

gian tìm tập Ξζ của thuật toán OT1 là O(n).

2.4 Một số thuật toán chọn tâm trong không gian 3 chiều

Các tập giá véc tơ trọng số Ξζ có thể được chọn với cấu trúc đơn giản là k điểm

gần ζ nhất (thuật toán k láng giềng gần). Để đảm bảo độ chính xác của nghiệm xấp xỉ

û thì số điểm lân cận k được chọn phải đủ lớn, trừ khi Ξ là tập đều địa phương, đây là

vấn đề lớn khi tạo các điểm của miền rời rạc trong không gian 3 chiều. Số k điểm lân

cận cũng ảnh hưởng trực tiếp đến mật độ ma trận của hệ (2.2), thường là k+1 điểm

khác không trên mỗi hàng của hệ phương trình (2.2). Do đó một trong những mục

tiêu quan trọng của các phương pháp không lưới là giữ k nhỏ nhất có thể. Ngay cả khi

sử dụng thuật toán chọn Ξζ tốn kém hơn, thì tính toán song song để giải hệ phương

trình tuyến tính thưa (2.2) sẽ giải quyết vấn đề này đối với các bài toán có dữ liệu lớn.
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Tương tự như trong không gian 2 chiều [16, 48, 49], mục tiêu của các thuật toán

chọn tâm trong không gian 3 chiều như sau: Với mỗi tâm ζ ∈ Ξint, chọn được tập

các tâm hỗ trợ {ξ1,ξ2, . . . ,ξk} xung quanh gốc ζ thỏa mãn 2 điều kiện đều và gần

ζ nhất có thể. Trong phần này chúng tôi sẽ trình bày một số thuật toán chọn tâm hỗ

trợ phương pháp không lưới RBF-FD trong không gian 3 chiều được công bố trong

[19, 18].

2.4.1 Thuật toán k-near

Với mỗi ζ ∈ Ξint, thuật toán chọn giá véc tơ trọng số Ξζ = {ξ1,ξ2, . . . ,ξk} là k

điểm thuộc Ξ\{ζ} gần ζ nhất. Đây là thuật toán có chi phí rẻ nhất và được sử dụng

phổ biến nhất. Thuật toán này đã được các tác giả giới thiệu cho phương pháp RBF-FD

trong không gian 2 chiều trong [16] với k = 6. Trong không gian 3 chiều [18], k được

chọn bằng 16 để mật độ ma trận hệ số
[
wζ ,ξ

]
xấp xỉ mật độ của ma trận cứng của

FEM, k nhỏ hơn dẫn đến sai số lớn hơn đáng kể. Trong [19] các thử nghiệm số được

thực hiện với k = 20, nên mật độ ma trận hệ số của hệ phương trình (2.2) xấp xỉ 20,

bên cạnh đó, trong một số thử nghiệm số chúng tôi còn kiểm tra hiệu quả của thuật

toán với k = 30 (30near) và k = 40 (40near).

2.4.2 Thuật toán dựa trên các tứ diện tet

Thuật toán dựa trên kết quả rời rạc miền Ω bằng các tứ diện và tập Ξ là tập gồm tất

cả các đỉnh của tứ diện. Với mỗi ζ ∈ Ξint, thuật toán chọn giá véc tơ trọng số Ξζ gồm

ζ và các điểm {ξ1,ξ2, . . . ,ξk} ⊂ Ξ\{ζ} là đỉnh của tất cả các tứ diện có chung đỉnh

ζ . Điều đó dẫn đến mật độ ma trận hệ số của hệ phương trình (2.2) bằng mật độ của

ma trận cứng của phương pháp phần tử hữu hạn [18]. Thuật toán đơn giản, dễ thực

hiện và cho kết quả khá tốt với các bài toán có miền hình học phức tạp, tuy nhiên với

miền có tâm phân bố đều thì thuật toán cho kết quả không tốt và không ổn định. Mặc

dù cách tiếp cận này không thực hiện được khi miền rời rạc không có lưới vì nó dựa

trên lưới tứ diện, nhưng có thể thu được Ξζ tương tự bởi các tứ diện có thể được tạo

ra trong lân cận của ζ , điều này có thể vượt qua các rào cản chính của việc tạo lưới.

Thuật toán chọn tập Ξζ trung bình khoảng 16 điểm trong các thử nghiệm số.
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2.4.3 Thuật toán dựa trên các Octant

Trong các nghiên cứu [16, 48], các tác giả đã phát triển các thuật toán chọn tâm

và sinh tâm thích nghi cho phương pháp không lưới RBF-FD giải phương trình elliptic

trong không gian 2 chiều, với các tập giá véc tơ trọng số được chọn gồm 7 điểm (tức

là k = 6), điều đó dẫn đến mật độ ma trận của hệ phương trình (2.2) tương tự như mật

độ ma trận cứng của phương pháp phần tử hữu hạn với các hàm tuyến tính.

Trong phần này, chúng tôi sẽ giới thiệu các thuật toán chọn giá véc tơ trọng số dựa

trên các Octant trong không gian 3 chiều, được công bố trong [18], là tổng quát của

thuật toán trong không gian 2 chiều được giới thiệu trong [44], đó là thuật toán chia 8

Octant và thuật toán chia 16 Octant. Với thuật toán chia 8 Octant, hai điểm gần nhất

trong mỗi Octant có tâm tại ζ sẽ được chọn hoặc với thuật toán chia 16 Octant, điểm

gần nhất trong mỗi Octant sẽ được chọn. Trong cả hai trường hợp đều chọn k = 16,

nên trong các thử nghiệm số mật độ ma trận hệ số của hệ (2.2) xấp xỉ mật độ ma trận

cứng của phương pháp phần tử hữu hạn trong không gian 3 chiều.

a) Thuật toán 8-Octants

Với mỗi ζ ∈ Ξint, mục tiêu của thuật toán là chọn các điểm ξ1,ξ2, . . . ,ξk ∈ Ξ xung

quanh gốc ζ sao cho khoảng cách ∥ζ −ξi∥, i = 1,2, . . . ,k là nhỏ, trong khi vẫn giữ

được các điểm ξ1,ξ2, . . . ,ξk đều nhất có thể. Để đạt được mục tiêu đó, chúng tôi tính

toán và phân hoạch tập m điểm gần nhất {ξ1, . . . ,ξm} ⊂ Ξ\{ζ} vào 8 Octant có gốc

tại ζ , sau đó chọn 2 điểm gần nhất trên mỗi Octant. Khi đó Ξζ gồm ζ và các điểm đã

được chọn.

Trong hệ trục tọa độ Euclide 3 chiều, mỗi Octant trong 8 Octant có gốc ζ được

xác định bởi dấu của các thành phần tọa độ của véc tơ
−→
ζ ξi = ξi − ζ := (xi,yi,zi),

i = 1,2, . . . ,m (m > k), trong đó ξ1,ξ2, . . . ,ξm là m điểm gần ζ nhất trong Ξ\{ζ}. Ký

hiệu Octant thứ j là O j, j = 1,2, . . . ,8, mỗi Octant được xác định bằng dấu của véc tơ

ξi −ζ tương ứng trong Bảng 2.1, trong đó dấu ’+’ chứa cả giá trị bằng 0.

Ý tưởng của thuật toán 8-Octants là chọn 2 điểm gần ζ trong mỗi Octant cho tập

Ξζ . Ta bắt đầu với m điểm {ξ1,ξ2, . . . ,ξm} ⊂ Ξ \ {ζ} gần ζ nhất (trong thử nghiệm

m = 99 để tập này có 100 điểm gồm cả ζ ). Các điểm này được phân hoạch trên các

Octant và 2 điểm gần nhất sẽ được chọn vào tập Ξζ (nếu có). Nếu tất cả các Octant có

đủ 2 điểm thì tập Ξζ có 17 điểm kể cả ζ . Nếu các Octant không chứa điểm nào hoặc
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Bảng 2.1: Bảng chia 8 Octant

Các Octant x y z
O1 + + +
O2 + + −
O3 + − +
O4 + − −
O5 − + +
O6 − + −
O7 − − +
O8 − − −

có 1 điểm thì tập Ξζ có ít hơn 17. Nếu đoạn thẳng nối ζ với điểm ξi chứa điểm không

thuộc Ω thì ξi được thay thế bằng điểm gần nhất trên biên (điều này chỉ xảy ra khi Ω

là miền không lồi, xem ví dụ Bài 9 phía sau). Các điểm biên được chọn nằm trong tập

Ξ′
ζ

và được thêm vào miền rời rạc Ξ sau khi kết thúc quá trình tìm tập Ξζ với tất cả

các điểm ζ nằm trong miền.

Thuật toán 4 (Thuật toán 8-Octants, [18], Thuật toán 1). .

Input: Ξ, ζ ∈ Ξint.

Output: Ξζ , Ξ′
ζ
.

Parameter: m ≥ 16 (the number of nodes in the local cloud excluding ζ ); we use

m = 99 in our numerical experiments.

Initialization: Ξζ := {ζ}, Ξ′
ζ

:= /0.

I. Find m points ξ1,ξ2, . . . ,ξm in Ξ\{ζ} closest to ζ .

II. Distribute the points ξ1,ξ2, . . . ,ξm into eight sets O j = {ξ j1,ξ j2, . . .}, j = 1,2, . . . ,8,

corresponding to the octants in Table 2.1, such that ∥ξ j1−ζ∥ ≤ ∥ξ j2−ζ∥ ≤ · · · .

III. For j = 1 to 8

a. If #O j = 1 then Ξζ := Ξζ ∪{ξ j1}.

b. ElseIf #O j > 1 then Ξζ := Ξζ ∪{ξ j1,ξ j2}.

IV. For each ξ ∈ Ξζ \{ζ} consider the segment (ζ ,ξ ) = {ζ +α(ξ −ζ ) : 0 < α <

1}.

If (ζ ,ξ )∩ ∂Ω ̸= /0, then Ξζ := Ξζ \{ξ}∪{ξ ′} and Ξ′
ζ

:= Ξ′
ζ
∪{ξ ′}, where ξ ′

is the point in (ζ ,ξ )∩∂Ω closest to ζ .
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Sau khi áp dụng Thuật toán 8-Octants cho tất cả các điểm ζ ∈ Ξint, ta cập nhật tập

Ξ bởi công thức

Ξ := Ξ∪
⋃

ζ∈Ξint

Ξ
′
ζ
.

b) Thuật toán 16-Octants

Bằng cách tương tự, chúng tôi chia đôi mỗi Octant trong 8 Octant bởi một mặt

phẳng, khi đó ta có thuật toán 16-Octants với một điểm gần nhất trong mỗi Octant sẽ

được chọn. Cụ thể, phân hoạch các điểm {ξ1,ξ2, . . . ,ξm} vào 16 Octant có gốc ζ được

xác định bởi dấu của tọa độ véc tơ
−→
ξiζ = ζ −ξi := (xi,yi,zi), i = 1,2, . . . ,m (m > k)

và các giá trị xi − yi, xi − zi,yi − zi tương ứng trong Bảng 2.2. Khi đó điểm gần nhất

trên mỗi Octant không rỗng sẽ được chọn vào tập Ξζ và Ξζ có nhiều nhất 17 điểm.

Bảng 2.2: Bảng chia 16 Octant

Các Octant x y z Điều kiện

O1 + + + x ≥ y

O2 + + + x < y

O3 + + − x ≥ y

O4 + + − x < y

O5 + − + x ≥ z

O6 + − + x < z

O7 + − − −y ≥−z

O8 + − − −y <−z

O9 − + + y ≥ z

O10 − + + y < z

O11 − + − −x ≥−z

O12 − + − −x <−z

O13 − − + −x ≥−y

O14 − − + −x <−y

O15 − − − −x ≥−z

O16 − − − −x <−z
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Thuật toán 5 (Thuật toán 16-Octants, [18], Thuật toán 2). .

Input: Ξ, ζ ∈ Ξint.

Output: Ξζ , Ξ′
ζ
.

Parameter: m ≥ 16 (the number of nodes in the local cloud excluding ζ ); we use

m = 99 in our numerical experiments.

Initialization: Ξζ := {ζ}, Ξ′
ζ

:= /0.

I. Find m points ξ1,ξ2, . . . ,ξm in Ξ\{ζ} closest to ζ .

II. Distribute the points ξ1,ξ2, . . . ,ξm into 16 sets O j = {ξ j1,ξ j2, . . .}, j = 1,2, . . . ,16,

corresponding to the half-octants in Table 2.2, such that ∥ξ j1−ζ∥≤ ∥ξ j2−ζ∥≤
·· · .

III. For j = 1 to 16.

If #O j ≥ 1 then Ξζ := Ξζ ∪{ξ j1}.

IV. For each ξ ∈ Ξζ \{ζ} consider the segment (ζ ,ξ ).

If (ζ ,ξ )∩ ∂Ω ̸= /0, then Ξζ := Ξζ \{ξ}∪{ξ ′} and Ξ′
ζ

:= Ξ′
ζ
∪{ξ ′}, where ξ ′

is the point in (ζ ,ξ )∩∂Ω closest to ζ .

Sau khi áp dụng Thuật toán 16-Octants cho tất cả các điểm ζ ∈ Ξint, ta cập nhật Ξ

bởi công thức

Ξ := Ξ∪
⋃

ζ∈Ξint

Ξ
′
ζ
.

c) Độ phức tạp của các thuật toán chọn tâm 8-Octants và 16-Octants:

Mệnh đề 2.4.1. Đặt n = #Ξ. Khi đó độ phức tạp tính toán của Thuật toán 4 và Thuật

toán 5 là O(mn logn), với m là số điểm được chọn ban đầu.

Chứng minh. • Bước khởi tạo: Độ phức tạp khi sử dụng thuật toán k-d tree để tìm

m điểm gần ζ nhất ban đầu là O(mn logn), với n := #Ξ [6, 38, 60].

• Thời gian phân bố m điểm vào 8 Octant hoặc 16 Octant là O(1).

• Thời gian để chọn 2 điểm trên 8 Octant hoặc 1 điểm trên 16 Octant là O(1).

• Thời gian để loại đi điểm ngoài miền địa phương là O(1) [34].

Vậy tổng thời gian tìm tập Ξζ của của Thuật toán 4 và Thuật toán 5 là O(mn logn).
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2.4.4 Thuật toán oct-dist

Mục tiêu của thuật toán là chọn được tập giá véc tơ trọng số Ξζ = {ξ1, . . . ,ξk}⊂Ξ,

ξ1 = ζ phù hợp với k nhỏ nhất có thể, trong đó các điểm của Ξ được phân bố bất kỳ.

Thuật toán chọn tâm đơn giản nhất là Thuật toán k-near, tức là chọn Ξζ gồm ζ và

k− 1 điểm gần ζ nhất trong Ξ. Các thử nghiệm số trong [2], ngay cả với bộ tâm có

phân phối đều được tạo bằng phương pháp tốn kém, khi sử dụng Thuật toán k-near

thì số điểm của tập Ξζ ít nhất phải gấp đôi số chiều của đa thức bậc p để đạt được sự

hội tụ là O(hp), trong đó h khoảng cách của các điểm. Trong không gian 3 chiều, để

có độ chính xác của nghiệm xấp xỉ tương đương với nghiệm xấp xỉ của phương pháp

phần tử hữu hạn và có tốc độ hội tụ là O(h2) thì Thuật toán k-near yêu cầu k ≥ 20.

Các thuật toán chọn tâm DO1, ODP1 và OT1 trong không gian 2 chiều, đã chọn tập

giá véc tơ trọng số Ξζ đồng thời thoả mãn hai điều kiện là các tâm ξi, i = 1,2, . . . ,k

đều xung quanh ζ và gần ζ nhất có thể. Cũng với mục tiêu này, hai thuật toán dựa

trên các Octant trong không gian 3 chiều đã chọn, n = 2 tâm lân cận gần nhất trên

mỗi Octant trong 8 Octant xung quanh ζ ∈ Ξ [18, Thuật toán 1], hoặc một tâm gần

nhất trên mỗi Octant trong 16 Octant xung quanh ζ ∈ Ξ [18, Thuật toán 2]. Các thuật

toán này nhanh và cho kết quả tốt đối với các tùy chọn tương đối đẹp của miền rời rạc

Ξ. Tuy nhiên, các tâm được chọn bằng các thuật toán này có thể có phân bố không

đều xung quanh ζ hoặc thậm chí chứa các cụm, trong khi với phạm vi rộng theo các

hướng từ ζ có thể không chọn được điểm nào cho tập Ξζ nếu các tâm của Ξ được

phân bố bất thường.

Chúng tôi coi một thuật toán chọn là thành công nếu nó thỏa mãn (a) chọn được tập

Ξζ có k nhỏ hơn hoặc bằng 20 trên miền rời rạc Ξ được tạo với chi phí rẻ, mà không

cần có sự cải tiến tốn kém để cho các tâm được phân bố đều hơn như trong [2] và (b)

đạt được độ chính xác tương tự như phương pháp phần tử hữu hạn với cùng mật độ

ma trận hệ số. Các thuật toán chọn dựa trên các Octant trong [18] đã thành công theo

nghĩa này với miền rời rạc Ξ là đỉnh của các tứ diện được tạo bởi PDE Toolbox trong

MATLAB. Tuy nhiên, các tâm này có phân bố đặc biệt, do đó không thể hiện được

nhiều ưu điểm của phương pháp RBF-FD. Thử nghiệm số trong Phần 3.2, Chương 3,
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cho thấy, thuật toán đơn giản dựa trên các Octant trong [18] thường không thành công

trên miền rời rạc Ξ có các điểm phân bố ít đều hơn. Điều đó là động lực để chúng tôi

tiếp tục cải tiến thuật toán chọn tâm dựa trên các Octant và để nó hoạt động tốt trên cả

miền rời rạc Ξ có các điểm phân bố ít đều hơn hoặc là kết hợp các nút lưới Descartes

hoặc điểm Halton trong không gian 3 chiều, với một số tùy chọn các điểm trên biên,

chúng tôi gọi là Thuật toán oct-dist.

Để có thể chọn được các tâm ξi, i = 1,2, . . . ,k phân phối xung quanh ζ , Thuật

toán oct-dist bắt đầu với việc chọn n (n > 2) tâm trên mỗi Octant trong 8 Octant

xung quanh ζ ∈ Ξ, các tâm này được gọi là các tâm ứng viên, khi đó các tâm ứng viên

sẽ là các lân cận và bao phủ tất cả các hướng từ ζ . Công đoạn thứ hai của thuật toán

sẽ xem xét các tâm ứng viên và chọn tối đa k−1 điểm trong số các tâm này để kết nạp

vào giá véc tơ trọng số Ξζ , các tâm được kết nạp phải có khoảng cách tách biệt so với

các tâm đã được chọn, đồng thời cũng ưu tiên những tâm ứng viên gần ζ hơn.

Để đảm bảo khoảng cách tách biệt giữa các tâm được chọn trong giá véc tơ trọng

số Ξζ , chúng tôi sử dụng khoảng cách tách biệt ρζ xác định bởi công thức

ρζ :=
δ

6

6

∑
i=1

∥ζ −ξi∥,

trong đó ξ1, . . . ,ξ6 là 6 nút gần ζ nhất trong Ξ\{ζ}, ∥ ·∥ là chuẩn Euclid trong R3 và

δ là tham số thỏa mãn 0 < δ < 1.

Mỗi Octant có gốc tại ζ trong không gian 3 chiều là một hình nón gồm các điểm

(x1,x2,x3) ∈R3 sao cho εixi ≥ 0, i = 1,2,3, trong đó εi ∈ {−1,1}. Các Octant không

rời nhau, do đó chúng tôi giảm biên của một số Octant để đảm bảo mỗi điểm (ví

dụ x1 = 0) chỉ có một Octant chứa nó (xem Thuật toán 8-Octants và Thuật toán

16-Octants). Các điểm trong vùng lân cận của ζ được phân hoạch vào 8 Octant

có gốc tại ζ . Trong Thuật toán 16-Octants [18, Thuật toán 2], chúng tôi chia mỗi

Octant thành hai phần, dẫn đến việc chia không gian xung quanh ζ thành 16 hình

nón rời nhau và trong thuật toán này mỗi Octant có thể được chia thành 3 phần, xác

định bởi điều kiện max{|x1|, |x2|, |x3|}= |xi|, i = 1,2,3, với mức giảm biên thích hợp,

không gian xung quanh ζ được chia thành 24 hình nón phân biệt.
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Thuật toán 6 (Thuật toán oct-dist). .

Input: Ξ and ζ ∈ Ξint.

Output: Ξζ .

Parameters:

• m: the number of nodes in the initial local cloud including ζ ;

• k: the target number of nodes in Ξζ ;

• s ∈ {1,2,3}: the number of subdivisions of octants;

• n: the number of candidate nodes in each octant, n = sν for some ν ∈ N;

• 0 < δ < 1: the standard distance tolerance.

I. Choose a set Ξcand ⊂ Ξ\{ζ} of candidate neighbors.

1. Choose the initial cloud ΞInit := {ξ1,ξ2, . . . ,ξm−1} ⊂ Ξ\{ζ} consisting of m−
1 nodes closest to ζ , sorted by increasing distance to ζ .

2. Compute ρζ := δ

6 ∑
6
i=1∥ζ −ξi∥.

3. Determine 8s sets Õ j, j = 1,2, . . . ,8s, corresponding to the octants, for s = 1,

half-octants for s = 2, or one-third-octants for s = 3, by collecting in each Õ j

at most ν nodes in ΞInit closest to ζ and lying in the corresponding octant,

half-octant or one-third-octant. We set Ξcand :=
⋃8s

j=1 Õ j.

4. Determine subsets O j = {ξ
j

1 ,ξ
j

2 , . . .}, j = 1,2, . . . ,8, of Ξcand consisting of the

nodes lying in the eight octants as follows. If s = 1, then O j = Õ j; otherwise O j

is the union of s sets of the type Õi. Assume that the numbering of the nodes is

such that ∥ζ − ξ
j

1∥ ≤ ∥ζ − ξ
j

2∥ ≤ ·· · ≤ ∥ζ − ξ
j

n j∥, with 0 ≤ n j ≤ n. Note that

some O j may be empty.

5. If #Ξcand ≤ k−1, then STOP and return Ξζ := Ξcand ∪{ζ}.

II. Choose the influence set Ξζ ⊂ Ξcand ∪{ζ}.

Initialization: Ξζ := /0.

1. For j = 1 to 8:

If O j ̸= /0, then Ξζ := Ξζ ∪{ξ
j

1}.
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2. Set Ξcand := Ξcand \ Ξζ , such that Ξcand = {ξ̄1, ξ̄2, . . .}, where ξ̄1, ξ̄2, . . . are

sorted by increasing distance to ζ .

3. For i = 1 to #Ξcand:

If dist(ξ̄i,Ξζ )≥ ρζ , then:

a. Ξζ := Ξζ ∪{ξ̄i}.

b. If #Ξζ = k−1, then STOP and return Ξζ := Ξζ ∪{ζ}.

4. Set ρζ := δρζ and GOTO II.2.

Nhận xét:

- Các thử nghiệm số cho thấy, m = 100 là một lựa chọn tốt cho tham số này, s = 1

với n = 3 thì thuật toán hoạt động tốt trong hầu hết các trường hợp, nhưng với trường

hợp các tâm được phân phối ít đều hơn, các giá trị của s và n lớn hơn đôi khi có lợi.

Chúng tôi đề xuất k = 17 là giá trị mặc định, với k nhỏ hơn đôi khi cho kết quả tốt

hơn trên các tâm được phân bố tốt. Giá trị của δ được chọn từ 0.7 đến 0.9 và chọn giá

trị cao hơn cho các bài toán có miền hình học phức tạp, xem Phần 3.2, Chương 3.

- Công đoạn đầu tiên của thuật toán, tập địa phương ban đầu có m− 1 điểm gần

ζ nhất được giảm xuống tập Ξcand có nhiều nhất 8n tâm lân cận của tất cả các Octant

có gốc ζ . Việc sử dụng tham số s lớn hơn làm cho các tâm ứng viên này được phân

phối đều hơn, khoảng cách đến ζ có thể lớn hơn. Nếu Ξcand chứa ít hơn k điểm, thì

thuật toán bỏ qua công đoạn thứ hai và trả về Ξζ := Ξcand ∪{ζ}. Trong thử nghiệm

số chúng tôi thường chọn n ≥ k/8, nên trường hợp này chỉ xảy ra khi một số Octant

chứa quá ít điểm của Ξ trong vùng lân cận của ζ .

- Công đoạn thứ hai, chọn nhiều nhất k−1 tâm ứng viên của tập Ξcand kết nạp vào

tập giá véc tơ trọng số Ξζ . Đầu tiên, điểm gần nhất trên mỗi Octant sẽ được chọn và

xóa khỏi Ξcand. Bước II.3, sẽ xem xét các tâm ứng viên còn lại theo khoảng cách của

chúng đến ζ và thêm vào tập Ξζ nếu tâm đó tách biệt với các điểm đã được chọn ít

nhất bằng khoảng cách ρζ . Vòng lặp này sẽ kết thúc nếu chọn được k−1 tâm ứng viên,

khi đó thuật toán sẽ trả về tập giá véc tơ trọng số Ξζ có k điểm gồm ζ và k− 1 tâm

được chọn. Nếu không, sẽ giảm khoảng cách tách biệt bằng cách thiết lập ρζ := δρζ

và quay lại Bước II.3 với các tâm ứng viên còn lại. Vì số tâm ứng viên ở công đoạn

thứ hai ít nhất là bằng k và điều kiện khoảng cách tách biệt giảm dần nên quá trình

này sẽ kết thúc ở Bước II.3.b.
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- Với Thuật toán 8-Octants và Thuật toán 16-Octants [18, Thuật toán 1 và 2] áp

dụng cho các bài toán có miền Ω phức tạp (miền không lồi, xem Phần 3.2.2, Chương

3), sau khi chọn được tập Ξζ chúng tôi đã kiểm tra và điều chỉnh như sau: Với mỗi

ξ ∈ Ξζ \ {ζ} nằm ngoài miền địa phương, tức là đoạn thẳng (ζ ,ξ ) giao với ∂Ω tại

điểm ξ ′ nằm giữa ζ và ξ , thì thay thế ξ bởi điểm ξ ′ ∈ (ζ ,ξ )∩ ∂Ω gần ζ hơn. Tuy

nhiên trong thuật toán này không áp dụng, vì các điểm mới ξ ′ có xu hướng làm giảm

đáng kể khoảng cách tách biệt các điểm trong Ξζ và thường dẫn đến kết quả trọng số

không tốt. Rõ ràng, việc sử dụng các điểm ξ với (ζ ,ξ )∩ ∂Ω ̸= /0 có thể có hại trên

các miền có lỗ hoặc vết nứt mỏng, với nghiệm trên miền này có bước nhảy lớn. Có thể

cần một biện pháp xử lý đặc biệt trong trường hợp này, chẳng hạn như tập các điểm

lân cận ban đầu ΞInit ở Bước I.1 được chọn sao cho nó chứa các lân cận ξ của ζ mà

ζ và ξ không được nối bằng một đường ngắn nhất nằm trong Ω. Tuy nhiên, các điểm

nằm ngoài miền địa phương không phải là vấn đề nếu tập Ξ có số tâm đủ dày trong

Ω.

Độ phức tạp của thuật toán chọn tâm oct-dist:

Mệnh đề 2.4.2. Đặt n = #Ξ và k là số tâm cần chọn của tập Ξζ . Khi đó độ phức tạp

tính toán của Thuật toán 6 là O(mn logn), với m là số điểm được chọn ban đầu.

Chứng minh. I. Thời gian chọn tập các tâm ứng viên lân cận Ξcand tại Bước I:

1. Độ phức tạp khi sử dụng thuật toán k-d tree để tìm m điểm của tập khởi tạo

ΞInit tại Bước I.1 là O(mn logn), với n := #Ξ [6, 38, 60].

2. Thời gian tính khoảng cách tách biệt ρζ là O(1).

3. Thời gian xác định 8s tập Õ j, j = 1,2, . . . ,8s tại Bước I.3 là O(1).

4. Thời gian xác định các tập con O j và sắp xếp theo thứ tự tăng dần đến ζ tại

Bước I.4 là O(m logm).

5. Thời gian tính toán tại Bước I.5 là O(1).

Do đó thời gian tính toán của công đoạn chọn tập các tâm ứng viên lân cận Ξcand

là O(mn logn).

II. Xác định tập Ξζ tại Bước II:

1. Thời gian xác định tập Ξζ tại Bước II.1 là O(1).
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2. Thời gian xác định tập Ξcand và sắp xếp theo thứ tự tăng dần đến ζ tại

Bước II.2 là O((m−8) log(m−8)).

3. Thời gian xác định tập Ξζ tại Bước II.3 là O(1).

4. Thời gian tính giá trị ρζ tại Bước II.4 là O(1).

Do đó thời gian xác định tập Ξζ là O((m−8) log(m−8)).

Vậy tổng thời gian tìm tập Ξζ của của Thuật toán 6 là O(mn logn).

2.4.5 Thuận toán pQR

Thuật toán pQR được Oleg Davydov và Mansour Safarpoor giới thiệu trong [15,

20], là thuật toán tìm tập giá véc tơ trọng số Ξζ và tính trọng số wζ ,ξ bằng phương

pháp đa thức. Trong phần này chúng tôi sẽ giới thiệu lại thuật toán và sử dụng nó tìm

giá véc tơ trọng số cho phương pháp RBF-FD. Ý tưởng và nội dung của thuật toán như

sau:

Giả sử toán tử vi phân có dạng (2.1), trong đó D là toán tử vi phân tuyến tính

Du = ∑
α ∈ Nd

+

|α| ≤ k

cα∂
αu, ∂

α :=
∂ |α|

∂xα1
1 .∂xα2

2 · · ·∂xαd
d
, |α|= α1 +α2 + · · ·+αd,

với k là bậc của toán tử tuyến tính D, cα là các hệ số và công thức (2.1) là kết quả

chính xác với các u thuộc không gian các đa thức d biến Πd
q có bậc nhỏ hơn hoặc bằng

q (q ≥ 1), tức là

Du(ζ ) = ∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ p(ξ ), ζ ∈ Ξint, với mọi p ∈ Π
d
q. (2.23)

Trong [21, 23] đã đưa ra công thức sai số của (2.1)∣∣∣∣∣∣Du(ζ )− ∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ u(ξ )

∣∣∣∣∣∣
bị chặn trong lân cận của ζ

∑
ξ∈Ξζ

∣∣wζ ,ξ

∣∣ ||ζ −ξ | |q2. (2.24)
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Hơn nữa, giá trị nhỏ nhất của (2.24) ứng với (2.23) trùng với hàm ρ được định nghĩa

như sau

ρq,D
(
ζ ,Ξζ

)
= sup

{
Dp(ζ ) : p ∈ Π

d
q, |p(ξ )| ≤ ∥ζ −ξ∥d

2 , ∀ξ ∈ Ξζ

}
và nó được sử dụng để đánh giá sai số.

Để có được độ chính xác cao trong công thức vi phân số, ta cần tìm được giá trị

trọng số wζ ,ξ nhỏ nhất có thể trong công thức (2.24), điều này thực hiện được khi

chọn được giá véc tơ trọng số Ξζ có vị trí tốt. Các tác giả trong [15] đã giới thiệu

phương pháp pQR với việc phân tích QR của ma trận hệ số khi biến đổi (2.23) và đánh

giá các trọng số bị chặn bởi công thức

∑
ξ∈Ξζ

∣∣wζ ,ξ

∣∣ ||ζ −ξ | |q2 ≤Cρq,D
(
ζ ,Ξζ

)
,

trong đó hằng số C > 1.

Để chọn được giá véc tơ trọng số Ξζ có vị trí tốt, trong [20] các tác giả bắt đầu

thuật toán với tập gồm m điểm Ξinit
ζ

= {y1,y2, . . . ,ym} gần ζ nhất. Giả sử cơ sở của

không gian Πd
q là {p1, p2, . . . , pv}, với v = dimΠd

q = vq,d và ζ = y1, p1 ≡ 1, p2(y1) =

· · ·= pv(y1) = 0. Khi đó điều kiện (2.23) để tìm véc tơ trọng số wζ cho ta hệ phương

trình tuyến tính

Aw = b,

trong đó

A = [pl (y j)]
v,m
l, j=2 , w = [w j]

m
j=2 , b = [Dpl (ζ )]

v
l=2 .

Biến đổi A,w về dạng

Ã = AΘ, w = Θv

với

Θ = diag(θ2,θ3, . . . ,θm) , θ j =
∥∥y j −ζ

∥∥−q
2 , j = 2,3, . . . ,m, (2.25)

ta được hệ phương trình Ãv = b. Trong [15], đã giới thiệu phương pháp phân tích

QR tương tự trong [32, Phần 12.2.1], giải hệ phương trình này ta tìm trọng số w∗ của

(2.23) với nhiều nhất là rank(A)+1≤ vq,d thành phần khác 0. Bằng cách giữ lại những

nút trong Ξinit
ζ

ứng với các trọng số wζ ,ξ khác 0 ta có tập giá véc tơ trọng số Ξζ tương

ứng có nhiều nhất rank(A)+1 ≤ vq,d điểm. Nội dung chi tiết của thuật toán như sau:
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Thuật toán 7 (Thuật toán pQR bậc q, [20], Thuật toán 1). .

Input: ζ ∈ Ξint and Ξinit
ζ

= {y1,y2, . . . ,ym} such that y1 = ζ .

Output: w∗ ∈ Rm and Ξζ ⊂ Ξinit
ζ

.

1. Choose a basis {p1, p2, . . . , pv} for Πd
q , such that ζ = y1, p1 ≡ 1, p2(y1) = · · ·=

pv(y1) = 0, with v = dimΠd
q = vq,d .

2. Compute the matrix A = [pl (y j)]
v,m
l, j=2 and vector b = [Dpl (ζ )]

v
l=2.

3. Compute Ã = AΘ, where Θ is defined in (2.25).

4. Compute the QR decomposition with partial pivoting

ÃP = Q
[

R T
0 0

]
,

where P is a permutation matrix, Q an orthogonal matrix and R ∈Rr×r is upper

triangular and nonsingular, T ∈ Rm−r×r, with r = rank(Ã) = rank(A).

5. Compute ṽ ∈ Rr such that Rṽ = b̃, where b̃ ∈ Rr consists of the first r compo-

nents of QT b.

6. Compute the vector w = ΘP
[
ṽT 0

]T ∈Rm−1 that has at most r nonzero compo-

nents.

7. Return the vector w∗ ∈ Rm is defined by

w∗ =

 c0 (y1)−
m−1
∑
j=1

w j

w

 ,
where c0 (y1) = Dp1(y1).

8. Return Ξζ =
{

y j : j = 1,2, . . . ,m, w∗
j ̸= 0

}
.

Trong [19] chúng tôi sử dụng Thuật toán pQR với 3 trường hợp:

• pQR4sel: Bắt đầu với 100 điểm gần ζ nhất, chúng tôi chọn tập giá véc tơ trọng

số Ξζ bằng Thuật toán pQR bậc 4 và tính trọng số bằng phương pháp sử dụng nội

suy RBF-FD như trong [19], nên số tâm chọn được của tập Ξζ xấp xỉ 20 điểm.

Do đó, chúng tôi cũng xem xét hai phương pháp chọn sau với trọng số pQR như

trong Thuật toán 7 mà việc tính toán của chúng không dựa trên các hàm cơ sở

bán kính.
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• pQR3, pQR4: Chúng tôi áp dụng Thuật toán 7 cho cả việc chọn tập Ξζ và tính

véc tơ trọng số bằng đa thức trong 2 trường hợp bậc 3 (pQR3), bậc 4 (pQR4). Bắt

đầu với 100 điểm gần ζ nhất, khi đó số lượng tâm của tập Ξζ được chọn trong

trường hợp bậc 4 trùng với trường hợp pQR4sel và xấp xỉ 10 với pQR3.

2.5 Thuật toán làm mịn thích nghi không lưới

Để đánh giá hiệu quả của phương pháp RBF-FD trong không gian 2 chiều khi sử

dụng các thuật toán chọn tâm DO1, ODP1, OT1 trong các công bố [16, 48, 49], các tác

giả đều kết hợp với một thuật toán làm mịn thích nghi không lưới hay thuật toán sinh

tâm không lưới thích nghi (gọi tắt là thuật toán sinh tâm), tức là mật độ sinh tâm tại

vị trí nghiệm có kỳ dị sẽ nhiều hơn những vị trí khác. Mỗi thuật toán sinh tâm không

lưới thích nghi gồm 2 công đoạn chính:

• Tính các độ lệch và xác định ngưỡng của độ lệch τ;

• Xem xét việc chèn thêm tâm mới đối với mỗi cạnh ζ ξ có giá trị độ lệch tương

ứng lớn hơn hoặc bằng τ . Tâm ứng viên được thêm nếu thỏa mãn điều kiện về

khoảng cách tách biệt địa phương so với các điểm lân cận.

Nếu kết thúc công đoạn 2 mà số tâm của miền rời rạc không đạt số tâm định trước

thì giảm ngưỡng τ và lặp lại công đoạn này.

Trước khi mô tả nội dung của các thuật toán, chúng tôi sẽ trình bày một số khái

niệm và sự thay đổi chính từ Thuật toán 2 trong [16] so với Thuật toán 2 trong [48] và

kết quả công bố gần đây của chúng tôi Thuật toán 1 trong [49].

- Độ lệch (error indicator): Đây là công đoạn đầu tiên quan trọng của thuật toán

sinh tâm thích nghi, nó cung cấp thông tin về đối tượng cần sinh tâm hoặc không cần

sinh tâm, với ý tưởng sinh tâm tại những nơi có độ lệch vượt một ngưỡng định trước.

Có một số cách tính độ lệch cho phương pháp RBF-FD khác nhau, như trong [16] nó

được tính bởi sự khác nhau giữa nghiệm xấp xỉ tại hai điểm đầu và cuối của cạnh như

sau:

Định nghĩa 2.5.1. Với mỗi ζ ∈ Ξint, độ lệch (error indicator) ε(ζ ,ξ ) ứng với ‘cạnh’

ζ ξ , ξ ∈ Ξζ \{ζ} được tính bởi công thức

ε(ζ ,ξ ) := |ûζ − ûξ |, (2.26)
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trong đó û là nghiệm xấp xỉ của Bài toán (1) được xác định bởi hệ phương trình (2.2)

trên miền rời rạc Ξ.

Cùng với cách tính độ lệch theo cạnh, cách tính độ lệch tại các điểm cũng được sử

dụng, như trong [43], cách tính này dựa trên các tam giác Delaunay được tạo bởi tập

Ξζ có công thức như sau

ε(ζ ) :=
∫

Ωζ

∥Du− f∥L2
dΩ ≈ 1

3
Aζ

∥∥Duζ − fζ

∥∥
L2

=

√√√√ ∑
ξ∈Ξζ

[
1
3

Aξ

(
Duξ − fξ

)]2

,

(2.27)

trong đó Ωζ là các tam giác Delaunay được tạo bởi Ξζ và Aξ ,ξ ∈ Ξζ là diện tích của

tam giác Delaunay tương ứng.

Cách tính độ lệch tại các điểm cũng được sử dụng trong [57] bởi công thức

ε(ζ ) :=
√

∑
ξ∈Ξζ

|û(ξ )− ū(ζ )|2, ū(ζ ) :=
1

#Ξζ

∑
ξ∈Ξζ

û(ξ ). (2.28)

Ngưỡng làm mịn của nó cũng được xác định tương tự nhưng trên miền địa phương.

Tuy nhiên, các tác giả trong [48] đã chỉ ra, với một số trường hợp cách tính độ

lệch bởi công thức (2.26) trên miền địa phương làm cho nghiệm xấp xỉ của phương

trình đạo hàm riêng lớn, dẫn đến việc sinh tâm không hiệu quả. Vì vậy, trong [48, 49]

đã thay thế bằng cách tính của Zienkiewicz và Zhu [64], đó là cách tính độ lệch theo

cạnh được sử dụng phổ biến cho phương pháp FEM bởi công thức

Định nghĩa 2.5.2. Với mỗi ζ ∈ Ξint, độ lệch ε(ζ ,ξ ) ứng với ‘cạnh’ ζ ξ , ξ ∈ Ξζ \{ζ}
được tính bởi công thức

ε(ζ ,ξ ) = ε1(ζ ,ξ ) := |(ûζ − ûξ )− (ℓζ (ζ )− ℓζ (ξ ))|, (2.29)

trong đó û là nghiệm xấp xỉ của Bài toán (1) được xác định bởi hệ phương trình (2.2)

trên miền rời rạc Ξ và

ℓζ (x) := a+bT (x−ζ )

là đa thức tuyến tính ứng với dữ liệu {(ξ , ûξ ) : ξ ∈ Ξζ}, với các hệ số a ∈ R, b ∈ R2

được chọn thỏa mãn điều kiện

∑
ξ∈Ξζ

|ûξ − ℓζ (ξ )|2

đạt cực tiểu.



70

Trong [48], các tác giả đã đánh giá sự khác biệt giữa việc tính độ lệch bằng công

thức (2.26) và công thức (2.29) trên Bài toán 5 với α = 1
10π

. Kết quả thử nghiệm cho

thấy, nếu sử dụng công thức (2.29) để tính độ lệch thì các tâm được sinh ra nhiều hơn

ở các vùng có độ cong cao (ở đỉnh và đáy của sóng) và bỏ qua vùng bằng phẳng giữa

chúng như Hình 13 (g) trong [48], cách sinh tâm này tương tự như cách sinh lưới thích

nghi của FEM (xem Hình 13 (h) trong [48]). Tuy nhiên, nếu sử dụng công thức (2.26)

thì các tâm được sinh ra nhiều ở các vùng phẳng có nghiệm xấp xỉ cao như trong Hình

14 (b) trong [48], dẫn đến sai số lớn hơn và độ chính xác kém ở đỉnh và đáy của sóng,

xem Hình 14 (c, d) trong [48].

- Ngưỡng độ lệch và chiến lược đánh dấu (Marking strategy): Đối với sinh tâm

thích nghi không lưới, ngưỡng độ lệch là yếu tố quan trọng quyết định vị trí và chất

lượng sinh tâm (làm mịn). Vì nếu giá trị ngưỡng quá lớn sẽ dẫn đến bỏ sót những vị trí

cần phải sinh tâm, còn giá trị ngưỡng quá nhỏ thì sẽ dẫn đến việc sinh tâm tại những

vị trí chưa cần thiết. Giá trị của ngưỡng độ lệch τ phụ thuộc vào giá trị max(ε(Ξ)).

Do đó điều kiện để cạnh ζ ξ được đánh dấu làm mịn là

ε(ζ ,ξ )≥ τ. (2.30)

Với cách tính độ lệch theo cạnh trong [16, 48] bởi công thức (2.26) và công thức (2.29),

ngưỡng độ lệch là τ := γε̄ , với

ε̄ = ε̄(Ξ) := max{ε(ζ ,ξ ) : ζ ∈ Ξ,ξ ∈ Ξζ}

và hệ số γ ∈ (0,1]. Các giá trị này xác định trên toàn miền rời rạc Ξ. Còn với cánh tính

độ lệch theo tâm như trong [43, 57] bởi công thức (2.27) và công thức (2.28) cũng sử

dụng ngưỡng độ lệch τ như trên nhưng γ, ε̄ là các giá trị trên miền địa phương.

Để có thể sinh tâm ở những vị trí cần thiết, trong [49], chúng tôi xác định ngưỡng

độ lệch τ ’hỗn hợp’, cụ thể như sau:

• Ngưỡng độ lệch τ := γ ε1, với hệ số γ ∈ (0,1). Đây là chiến lược tối đa (Maxi-

mum strategy) và được áp dụng cho một trong ba trường hợp đặc biệt sau: Với

tập khởi tạo Ξ hoặc ε1 ≥ 2 hoặc ε1 ≥ 102ε
prev
1 , với ε

prev
1 là giá trị độ lệch lớn

nhất của lần làm mịn trước và

ε(Ξ) :={ε(ζ ,ξ ) : ζ ∈ Ξint, ξ ∈ Ξζ \{ζ}}, (2.31)

ε
D :={ε1,ε2, . . . ,εN}, trong đó ε1 ≥ ε2 ≥ ·· · ≥ εN,ε

D ⊆ ε(Ξ). (2.32)
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• Các trường hợp còn lại τ := max(γ τprev,ε j), trong đó ε j ∈ εD, j := ⌊ρn⌋, ρ ∈
(0,1), n = #Ξint%.

Chiến lược này tránh việc τ giảm nhanh dẫn đến việc sinh tâm mới tại những vị trí

không cần thiết. Trong các thử nghiệm số, với lần lặp đầu tiên τ = γ τprev và sau đó τ

giảm rất nhanh.

- Các tâm ứng viên: Với mỗi cạnh được đánh dấu ζ ξ , các tâm ứng viên khi sử

dụng Thuật toán 2 trong [16] là trung điểm ξmid = (ζ +ξ )/2 và 2 trung điểm ξ ′
+,ξ

′
−

trên biên nếu ξ là điểm biên. Để các tâm được phân bố đều xung quang ζ , ngoài tâm

ứng viên là trung điểm thì các Thuật toán 2 trong [48] và Thuật toán 1 trong [49]

còn có các ứng viên ξ
±
mid := ξmid ±dν̄ , trong đó d = ∥ζ −ξ∥/2 và ν̄ là véc tơ đơn vị

vuông góc với cạnh ζ ξ , xem Hình 2.4. Đối với các thuật toán sử dụng công thức độ

mid

mid

+

mid

-

+

'
+

'
-

-

Hình 2.4: Các tâm ứng viên ξmid,ξ
+
mid,ξ

−
mid,ξ

′
+,ξ

′
− trong lân cận của cạnh được đánh dấu.

lệch theo tâm bởi công thức (2.27) và công thức (2.28) như trong [43, 57] thì các tâm

ứng viên là 4 điểm ξ j := ζ +hν̄ j, j = 1,2,3,4, với h là khoảng cách ứng với điểm ζ ,

ν̄ j là véc tơ đơn vị theo tất cả các hướng.

- Khoảng cách tách biệt: Các tâm ứng viên có thể nằm ở vị trí rất gần điểm đã tồn

tại hoặc một tâm khác được tạo ra khi làm mịn một cạnh khác. Để tránh điều này các

thuật toán trong [16, 48, 49] đã giới thiệu khoảng cách tách biệt như sau

Định nghĩa 2.5.3. Khoảng cách tách biệt của tâm ξ ′ với tập Ξ′ được xác định bởi

công thức

sepξ ′(Ξ′) :=
1
4

4

∑
i=1

dist(ξi,Ξ
′ \{ξi}), (2.33)
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trong đó ξ1,ξ2 . . . ,ξ4 là 4 điểm thuộc Ξ′ gần ξ ′ nhất và

dist(x,Y ) := inf{∥x− y∥ : y ∈ Y}

là khoảng cách từ x đến tập Y .

Trong [16], các tác giả sử dụng cách tính dist(x,Y ) bởi công thức

dist(x,Y ) := min{∥x− y∥ : y ∈ Y}.

Tâm ứng viên ξ ′ được kết nạp nếu

dist(ξ ′,Ξ′)≥ µ sepξ ′(Ξ′), (2.34)

với µ ∈ (0, 1). Trong [43, 57] tâm ứng viên ξ ′ được kết nạp nếu nó thỏa mãn điều

kiện ||ξ ′−ξ | | ≥ h, với ξ là điểm gần ξ ′ nhất.

Trong [49], với các trường hợp ε1 > 5 hoặc ε1 ≤ 10−10 hoặc ε1 > 102ε
prev
1 , thì sẽ

giảm µ := µ −0.2 (xem Bước I.2 Thuật toán 10), để ưu tiên phân phối tâm với giá trị

lớn nhất không đồng đều hơn phân phối đều.

2.5.1 Thuật toán sinh tâm trung điểm DO2

Thuật toán đã được các tác giả giới thiệu trong [16, Thuật toán 2] (gọi tắt là thuật

toán sinh tâm DO2), với độ lệch xác định bởi công thức (2.26). Thuật toán làm mịn

cạnh ζ ξ bằng cách chèn thêm tâm mới ξmid là trung điểm của cạnh này. Nếu ξ ∈ ∂Ξ

thì tìm 2 điểm lân cận ξ−,ξ+ ∈ ∂Ξ và chèn thêm 2 trung điểm ξ ′
−,ξ

′
+ của các cạnh

ξ ξ− và ξ ξ+.

Thuật toán 8 (Thuật toán DO2, [16], Thuật toán 2). .

Input: The set of centres Ξ, stencil supports {Ξζ : ζ ∈ Ξint}.

Output: The refined set of centres Ξ′ and stencil supports {Ξ′
ζ

: ζ ∈ Ξ′ \∂Ξ′}.

Parameters: γ (error indicator tolerance), µ (separation tolerance).

I. Compute the maximum error indicator ε̄ = ε̄(Ξ) and mark all edges ζ ξ ,ξ ∈
Ξζ \{ζ},ζ ∈ Ξint, such that ε(ζ ,ξ )≥ γε̄ . Initialise Ξ′ := Ξ.

II. For each marked edge ζ ξ :

1. Let ξ ′ := (ζ +ξ )/2.
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2. If dist(ξ ′,Ξ′)≥ µ sepξ ′ (Ξ′):

i. Set Ξ′ := Ξ′∪{ξ ′}.

ii. If ξ ∈ ∂Ξ

Set Ξ′ := Ξ′∪{ξ ′
−,ξ

′
+}.

III. 1. For each ζ ∈ Ξ′ \∂Ξ′:

i. Apply Algorithm DO1 to find Ξ′
ζ
⊂ Ξ′.

ii. Compute the distances dξ = ∥ζ − ξ∥2,ξ ∈ Ξ′
ζ
\ {ζ}, and their average

dav := 1
ℓ ∑ξ∈Ξ′

ζ
\{ζ}dξ , where ℓ = #Ξ′

ζ
− 1, and mark all edges ζ ξ ,ξ ∈

Ξζ \{ζ}, such that dξ > 2dav.

2. Repeat Step II for the edges marked in Step III.1 and collect all newly created

centres in the set Ξaux.

3. Apply Algorithm DO1 to compute Ξ′
ζ

for all ζ ∈ Ξaux and recompute Ξ′
ζ

for

all ζ ∈ Ξ′ \Ξaux such that dist(ζ ,Ξaux)< d
(

Ξ′
ζ

)
:= maxξ∈Ξ′

ζ

∥ζ −ξ∥2.

Độ phức tạp của thuật toán sinh tâm DO2:

Mệnh đề 2.5.1. Đặt n = #Ξ, Nint = #Ξint, k là số tâm của Ξζ , m > k là số tâm gần ζ

nhất được chọn ban đầu và Nmark là số cạnh được đánh dấu để làm mịn. Khi đó, độ

phức tạp của thuật toán sinh tâm DO2 là O(m N2
int logn).

Chứng minh. I. Do Bước I. sử dụng Thuật toán DO1 nên độ phức tạp là O(Nint m logn).

II. Chi phí tính toán tại Bước II là Nmark O(n).

III. Tính chi phí tính toán tại Bước III

1. i. Chi phí tính toán là O(Nint m logn) (Vì áp dụng Thuật toán DO1).

ii. Chi phí tính toán là O(k).

Vì vậy chi phí tính toán tại Bước III.1 là Nint O(Nint m logn).

2. Chi phí tính toán là Nmark O(N), với Nmark < Nint.

3. Chi phí tính toán là O(Nint m logn).

Vì chi phí tính toán của Bước III là theo quy tắc cộng, nên độ phức tạp tính toán

tại bước này là O(m N2
int logn).
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Vậy chi phí tính toán từ Bước I đến Bước III của Thuật toán 8 là theo quy tắc cộng

nên độ phức tạp của thuật toán là O(m N2
int logn).

2.5.2 Thuật toán sinh 5 tâm ODP2

Thuật toán sinh 5 tâm thích nghi cho phương pháp không lưới RBF-FD được các tác

giả giới thiệu trong [48, Thuật toán 2], gọi tắt là thuật toán sinh tâm ODP2. Thuật toán

sử dụng cách xác định độ lệch bởi công thức (2.29) và làm mịn cạnh ζ ξ bằng cách

chèn thêm các tâm mới là: ξmid là trung điểm của cạnh, ξ
+
mid,ξ

−
mid nằm trên đường

trung trực của cạnh ζ ξ và đối xứng nhau qua ξmid. Tương tự Thuật toán DO2, nếu

ξ ∈ ∂Ξ thì tìm 2 điểm lân cận ξ−,ξ+ ∈ ∂Ξ và chèn thêm 2 trung điểm ξ ′
−,ξ

′
+ của các

cạnh ξ ξ− và ξ ξ+.

Thuật toán 9 (Thuật toán ODP2, [48], Thuật toán 2). .

Input: The set of centers Ξ and stencil supports {Ξζ : ζ ∈ Ξint}.

Output: The refined set of centers Ξ′.

Parameters: γ = 0.5 (error indicator tolerance), µ = 0.8 (separation tolerance) and

n = 15 (percentage of added centers).

I. Compute the error indicator threshold ε̄ = γε̄(Ξ) and initialize Ξ′ := Ξ.

II. For each edge ζ ξ , ζ ∈ Ξint, ξ ∈ Ξζ \{ζ}, such that ε(ζ ,ξ )≥ ε̄:

1. Compute ξmid := (ζ +ξ )/2, ξ
+
mid := ξmid +dν̄ and ξ

−
mid := ξmid −dν̄ , where

d := ∥ζ −ξ∥/2 and ν̄ is the unit vector perpendicular to the edge ζ ξ .

Initialize ΞC := /0.

2. If ξ ∈ Ξint, then for each ξ ′ ∈ {ξmid,ξ
+
mid,ξ

−
mid}:

If dist(ξ ′,∂Ω) ≥ d/2 and dist(ξ ′,Ξ′) ≥ µ sepξ ′(Ξ′), then set ΞC := ΞC ∪
{ξ ′}.

3. ElseIf ξ ∈ ∂Ξ:

i. For each ξ ′ ∈ {ξmid,ξ
+
mid,ξ

−
mid}:

If dist(ξ ′,∂Ω)≥ d/2 and dist(ξ ′,Ξ′)≥ d/2, then set ΞC := ΞC ∪{ξ ′}.

ii. If ΞC ̸= /0 or dist(ξmid,∂Ω)< d/2:

Find two neighbors ξ−,ξ+ of ξ in ∂Ξ, one in each direction from ξ along
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the boundary, and compute two middle points ξ ′
−,ξ

′
+ ∈ ∂Ω defined by

the pairs ξ ,ξ− and ξ ,ξ+, respectively. Set ΞC := ΞC ∪{ξ ′
+,ξ

′
−}.

4. Set Ξ′ := Ξ′∪ΞC.

III. If the number of centers in Ξ′
int \Ξint is less than n% of the number of centers in

Ξint, then set ε̄ := γε̄ and goto Step II.

Else STOP and return Ξ′.

Độ phức tạp của thuật toán sinh tâm ODP2:

Mệnh đề 2.5.2. Đặt n = #Ξ và Nc là số tâm ứng viên. Khi đó độ phức tạp tính toán

của Thuật toán ODP2 là O(Nc logn).

Chứng minh. I. Chi phí tính toán ngưỡng độ lệch tại Bước I: Với mỗi ζ ∈ Ξint, việc

tính độ lệch được thực hiện 1 lần là O(1), do đó tổng thời gian xác định tập ε(Ξ)

là O(n) với n := #Ξ. Chi phí sắp xếp độ lệch bằng với độ phức tạp của thuật toán

sắp xếp nhanh là O(n logn).

II. Chi phí tính toán tại Bước II với mỗi cạnh ứng viên ζ ξ :

1. Chi phí xác định 3 điểm tại Bước II.1 là O(1).

2. Chi phí để chèn thêm tâm ứng viên tại Bước II.2:

Chi phí để tính khoảng cách dist(ξ ′, Ξ) là O(logn) [6, 38, 60].

Để tính khoảng cách tách biệt sepξ ′(Ξ′) ta phải sắp xếp các điểm bằng cây

k-dtree nên chi phí tính toán là O(n logn) [6].

Với mỗi tâm ứng viên ξ ′, chi phí để chèn thêm tâm vào k-dtree là O(logn)

(xem [1, Chương 3, trang 19-20]).

Gọi Nint là số tâm ứng viên trong miền, khi đó chi phí để chèn thêm tâm ứng

viên tại Bước II.2 là O(Nint logn).

3. Chi phí chèn thêm tâm trên biên khi ξ ∈ ∂Ξ:

Tương tự Bước II.2, gọi Nb là số tâm ứng viên, khi đó chi phí để chèn thêm

tâm ứng viên tại Bước II.3 là O(Nb logn).

4. Chi phí tính toán tại Bước II.4 là O(1).

Do đó với Nc là số tâm ứng viên thì chi phí tính toán chèn thêm tâm tại Bước

II là O(Nc logn).
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III. Bước III chỉ thực hiện 1 lần nên thời gian tính toán là O(1).

Vậy thời gian tính toán của Thuật toán ODP2 là O(Nc logn).

2.5.3 Thuật toán cải tiến sinh 5 tâm OT2

Thuật toán này chúng tôi vẫn sử dụng cách tính độ lệch, khoảng cách tách biệt địa

phương và cấu trúc các tâm ứng viên như Thuật toán ODP2 [48, Thuật toán 2]. Tuy

nhiên, để ưu tiên về mật độ tâm đối với những trường hợp giá trị lớn nhất của độ lệch

cao, chúng tôi xác định ngưỡng độ lệch τ trong công thức (2.30) theo cách ’hỗn hợp’

và giảm giá trị của tham số khoảng cách tách biệt µ trong các trường hợp đặc biệt như

đã trình bày ở trên, chúng tôi gọi thuật toán này là thuật toán sinh tâm OT2.

Thuật toán 10 (Thuật toán OT2, [49], Thuật toán 1). .

Input: The set of centers Ξ and the stencil supports {Ξζ : ζ ∈ Ξint}.

Output: The refined set of centers Ξ′.

Parameters: γ (error indicator tolerance), σ , ρ (ratios), µ (separation tolerance). Ini-

tialize Ξ′ := Ξ.

I. Compute the error indicator threshold

1. Compute sets ε(Ξ) (2.31) and set εD (2.32).

2. If ε1 ≥ 5, or ε1 ≤ 10−10, or ε1 > 102ε
prev
1 , then µ := µ −0.2.

3. If Ξ is the initial set, or ε1 > 102ε
prev
1 , or ε1 ≥ 2, then τ := γε1; Else τ :=

max(γτprev,ε j), where j := ⌊ρn⌋.

II. For each candidate edge ζ ξ :

1. If ξ ∈ Ξint, then For each ξ ′ ∈ {ξmid,ξ
+
mid,ξ

−
mid}, if dist(ξ ′,Ξ′)≥ µ sepξ ′(Ξ′),

then Ξ′ := Ξ′∪{ξ ′}.

2. Else:

i. For each ξ ′ ∈{ξmid,ξ
+
mid,ξ

−
mid}, if min(dist(ξ ′,∂Ω),dist(ξ ′,Ξ′))≥σ∥ζ −

ξ∥, then Ξ′ := Ξ′∪{ξ ′}.

ii. Determine two middle points ξ ′
−,ξ

′
+ ∈ ∂Ω and set Ξ′ := Ξ′∪{ξ ′

+,ξ
′
−}.

III. If Ξ′
int = Ξint, then τ := γτ and go to Step II, Else STOP and return Ξ′.
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Nhận xét:

Thuật toán bắt đầu với tập các tâm Ξ không thích nghi. Trong các thử nghiệm số

Phần 3.1, Chương 3, để đánh giá hiệu quả của các thuật toán sinh tâm với cùng bộ

tâm ban đầu của miền rời rạc, tập các tâm Ξ ban đầu được tạo bởi PDE Toolbox trong

MATLAB cho phương pháp phần tử hữu hạn.

Tương tự trong [48], các tâm ứng viên {ξmid,ξ
+
mid,ξ

−
mid,ξ−,ξ+} trong Bước II được

xác định như sau:

• ξmid := (ζ +ξ )/2, ξ
+
mid := ξmid +dν̄ và ξ

−
mid := ξmid −dν̄ , trong đó d := ∥ζ −

ξ∥/2 và ν̄ là véc tơ đơn vị vuông góc với cạnh ζ ξ .

• Các tâm ξ ′
− hoặc ξ ′

+ được xác định khi ξ ∈ ∂Ξ như sau: Tìm các lân cận ξ−,ξ+

của ξ theo các hướng trên ∂Ξ, tính 2 trung điểm ξ ′
−,ξ

′
+ ∈ ∂Ω của các đoạn

thẳng ξ ,ξ− và ξ ,ξ+.

Giá trị của tham số σ tại Bước II2 được chọn bằng 0.5 (tương tự Thuật toán 2

trong [48]). Tuy nhiên đối với các Bài toán có miền hình học có góc nhọn như Bài

toán 1 (xem Hình 3.2) và Bài toán 2b, 2c (xem Hình 3.7(c-f)) thì giá trị σ nên chọn

khác, cụ thể là: Chọn σ = 0.75 cho Bài toán 1, σ = 0.4 cho Bài toán 2b và σ = 0.8

cho Bài toán 2c.

Giá trị của µ trong công thức 2.33 tỷ lệ thuận với tính đều, tức là nếu giá trị của

µ càng cao thì việc sinh tâm sẽ ưu tiên kết nạp các tâm có tính đều. Trong các thử

nghiệm số chủ yếu chọn là µ = 0.8. Tuy nhiên, đối với những Bài toán có nghiệm

là hàm có dao động lớn như Bài toán 6 thì giá trị tham số µ nên giảm, vì nó cần ưu

tiên cho mật độ tâm cao hơn tính đều, nên chọn tham số µ = 0.5 cho Bài toán 6b và

µ = 0.75 cho Bài toán 6a.

Hình 2.5 biểu diễn lưu đồ chèn thêm các tâm mới trên mỗi cạnh đánh dấu ζ ξ trong

Bước II của thuật toán.

Độ phức tạp của thuật toán sinh tâm OT2

Mệnh đề 2.5.3. Đặt n = #Ξ và Nc là số tâm ứng viên. Khi đó độ phức tạp tính toán

của Thuật toán OT2 là O(Nc log(n)).
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Hình 2.5: Lưu đồ chèn thêm các tâm mới trên mỗi cạnh đánh dấu ζ ξ trong Bước II của
Thuật toán OT2, với ds = dist(ξ ′,Ξ′) và dmin = min(dist(ξ ′,∂Ω),dist(ξ ′,Ξ′)).
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Chứng minh. I. Chi phí tính toán ngưỡng độ lệch tại Bước I:

1. Với mỗi ζ ∈ Ξint, việc tính độ lệch được thực hiện 1 lần là O(1), do đó tổng
thời gian xác định tập ε(Ξ) là O(n) với n := #Ξ.

Chi phí sắp xếp độ lệch bằng với độ phức tạp của thật toán sắp xếp nhanh là
O(n logn).

2. Chi phí xác định µ tại Bước I.2 chỉ thực hiện 1 lần là O(1).

3. Chi phí xác định ngưỡng độ lệch τ tại Bước I.3 chỉ thực hiện 1 lần là O(1).

Do đó tổng thời gian tính toán tại Bước I là O(n logn).

II. Chi phí tính toán tại Bước II với mỗi cạnh ứng viên ζ ξ :

Giả sử sắp xếp các điểm bằng cây k-dtree đã được thực hiện với chi phí tính toán
là O(n logn) [6].

Với mỗi tâm ứng viên ξ ′, chi phí để chèn thêm tâm vào k-dtree là O(logn) (xem
[1, Chương 3, trang 19-20]).

Chi phí để tính khoảng cách dist(ξ ′, Ξ) là O(logn) [6, 38, 60].

Do đó chi phí tính toán cho một tâm ứng viên trong trường hợp thực hiện tất cả
các bước là O(logn).

Gọi Nc là số tâm ứng viên, khi đó thời gian tính toán tại Bước II là O(Nc logn).

III. Bước III chỉ thực hiện 1 lần nên thời gian tính toán là O(1).

Vậy thời gian tính toán của Thuật toán OT2 là O(Nc logn).

2.6 Kết luận

Trong chương này chúng tôi đã trình bày các kết quả:

• Cánh tính trọng số RBF-FD bằng nội suy RBF với 3 trường hợp, trọng số RBF-FD

không có thành phần hằng số, trọng số RBF-FD với thành phần hằng số và trọng

số RBF-FD với thành phần đa thức. Các cách tính này là cơ sở của phương pháp

không lưới RBF-FD.

• Các thuật toán chọn tâm (chọn giá véc tơ trọng số Ξζ ) cho phương pháp RBF-FD

trong không gian 2 chiều, đồng thời đề xuất thuật toán mới OT1 cho các bài toán

có miền hình học phức tạp, nghiệm có kỳ dị, hoặc có độ dao động mạnh. Thuật

toán đề xuất có độ phức tạp O(n) nếu đầu vào của thuật toán là m điểm gần
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nhất. So với các thuật toán đã công bố trước thì thuật toán được đề xuất có chi

phí tính toán giảm.

• Đề xuất các thuật toán chọn giá véc tơ trọng số Ξζ cho phương pháp RBF-FD

trong không gian 3 chiều, như 8-Octants, 16-Octants, oct-dist, đồng

thời giới thiệu các thuật toán tet, k-near, pQR4sel, pQR3, pQR4 áp dụng

cho phương pháp RBF-FD.

• Các thuật toán sinh tâm thích nghi cho phương pháp RBF-FD trong không gian

2 chiều. Đề xuất thuật toán sinh tâm thích nghi mới OT2, có độ phức tạp là

O(Nc logn). Thuật toán được đề xuất có chi phí tính toán giảm so với các thuật

toán trước đó.
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Chương 3

THỬ NGHIỆM SỐ

Trong chương này chúng tôi sẽ trình bày các thử nghiệm số trong không gian 2

chiều và trong không gian 3 chiều để đánh giá hiệu quả của các thuật toán sinh tâm

thích nghi và thuật toán chọn giá véc tơ trọng số được trình bày trong Chương 2. Với

các thử nghiệm số trong không gian 2 chiều trên các bài toán có miền hình học phức

tạp, nghiệm có kỳ dị, hoặc có độ dao động mạnh, chúng tôi đối sánh kết quả của

phương pháp RBF-FD sử dụng kết hợp hai thuật toán mới được đề xuất đó là Thuật

toán chọn tâm OT1 và Thuật toán sinh tâm OT2, với kết quả của FEM và kết quả của

phương pháp RBF-FD khi sử dụng kết hợp Thuật toán chọn tâm ODP1 và Thuật toán

sinh tâm ODP2. Trong không gian 3 chiều, chúng tôi so sánh kết quả của phương pháp

RBF-FD sử dụng các thuật toán chọn tâm, như Thuật toán k-near, Thuật toán tet,

Thuật toán 8-Octants, Thuật toán 16-Octants, Thuật toán oct-dist, Thuật toán

pQR với các phiên bản pQR4sel, pQR3, pQR4, với kết quả của FEM bậc nhất và FEM

bậc hai, trên các bài toán có miền lồi hoặc miền hình học phức tạp trong thực tế, trong

đó tập Ξ ⊂ Ω của các bài toán được rời rạc bởi các cách khác nhau, như đỉnh của các

tứ diện, lưới đều hoặc điểm Halton.

3.1 Thử nghiệm số trong không gian 2 chiều

Để đánh giá độ chính xác của nghiệm xấp xỉ û của (2.2) so với nghiệm chính xác u
của (1) của phương pháp RBF-FD sử dụng các thuật toán khác nhau và của FEM, chúng
tôi sử dụng sai số trung bình bình phương rms xác định bởi công thức (2.17) và ký
hiệu là Erc, cùng với giá trị lớn nhất của nó trên các tâm là Emc, được tính bởi công
thức

Erc =
( 1

N ∑
ζ∈Ξint

(ûζ −u(ζ ))2
)1/2

, (3.1)

Emc = max |ûζ −u(ζ )|, (3.2)

trong đó N = #Ξint là số tâm trong miền rời rạc. Với FEM, tập Ξint là các đỉnh trong
miền của các tam giác. Bên cạnh so sánh sai số trên các tâm, chúng tôi còn so sánh
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sai số rms tại các nút lưới đều Emg và giá trị lớn nhất tương ứng của nó là Emg, với
bước lưới 0.001.

Ngoài so sánh sai số, chúng tôi còn cung cấp thông tin về độ lệch lớn nhất, ngưỡng
của độ lệch, số điều kiện của ma trận hệ số và mật độ ma trận hệ số của hệ phương
trình (2.2) được tính bởi công thức (2.16).

Các trọng số wζ ,ξ , ξ ∈ Ξζ của phương pháp RBF-FD trong công thức (2.3) được
tính bằng nội suy hàm Gauss

ϕ(r) = e−ε2r2
,

trong đó ε là tham số hình dạng được chọn cố định ε = 10−5. Trong [17] đã chỉ ra kết
quả tốt với giá trị tham số hình dạng ε nhỏ. Khi đó, với D là toán tử Laplace ∆, thì ma
trận ΦΞζ

và ∆Φi(ζ ) là

ΦΞζ
= [e−ε2∥ξi−ξ j∥2

]ki, j=0, ∆Φi(ζ ) = 4ε
2e−ε2∥ζ−ξi∥2

(ε2∥ζ −ξi∥2 −1).

Trong trường hợp toán tử vi phân D có dạng

Du(x) = ∆u(x)+b(x)u(x), x ∈ Rd, (3.3)

với b ≤ 0 là hàm số đủ trơn. Với mỗi ζ ∈ Ξint và Ξζ = {ξ0,ξ1, . . . ,ξk} ⊂ Ξ, ξ0 = ζ ,
ta có

∆u(ζ )≈ ∆s(ζ ) =
k

∑
j=0

w ju(ξ j),

khi đó

Du(ζ )≈
k

∑
j=0

w ju(ξ j)+b(ζ )u(ζ ).

Do vậy, trọng số wζ ,ξ , ξ ∈ Ξζ trong công thức (2.3) được tính bởi công thức

wζ ,ζ = w0 +b(ζ ), wζ ,ξ j = w j, j = 1,2, . . . ,k.

Tương tự trong [16, 48], để thuận lợi trong việc so sánh kết quả của phương pháp
không lưới RBF-FD với phương pháp FEM, trong các thử nghiệm số miền rời rạc khởi
tạo ban đầu được tạo bởi các tâm rời rạc của FEM.

Các nhãn được sử dụng trong kết quả thử nghiệm số của các bài toán:

• rms FEM, max FEM, FEM lần lượt là sai số rms, sai số rms lớn nhất và
kết quả của FEM sử dụng PDE Toolbox trong MATLAB với các tham số được
giới thiệu như trong [50, function adaptmesh].
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• rms RBF-FD 17, max RBF-FD 17, RBF-FD 17 lần lượt là sai số rms, sai
số rms lớn nhất và kết quả của phương pháp RBF-FD sử dụng kết hợp
Thuật toán ODP1 và Thuật toán ODP2 được đề xuất trong [48].

• rms RBF-FD, max RBF-FD, RBF-FD lần lượt là sai số rms, sai số rms

lớn nhất và kết quả của phương pháp RBF-FD sử dụng kết hợp 2 thuật
toán mới được đề xuất đó là Thuật toán OT1 và Thuật toán OT2.

Giá trị của các tham số sử dụng trong Thuật toán OT2 với "TP" là tên bài toán:

Bảng 3.1: Giá trị các tham số µ , γ và ρ sử dụng trong Thuật toán OT2 của các bài toán.

PPPPPPPPPPTham số
TP

1
2

3 4
5 6

a b c d a b a b
γ 0.6 0.5 0.65 0.35 0.2 0.05 0.08
ρ 0.3 0.5 0.4 0.3 0.2 0.3 0.4 0.3 0.5 0.3
µ 0.8 0.75 0.7

3.1.1 Bài toán có miền hình học phức tạp

Chúng tôi tiếp tục thử nghiệm Bài toán 1 trên bộ tâm thích nghi của phương pháp

RBF-FD 17 và RBF-FD. Kết quả thử nghiệm số được biểu diễn trong Hình 3.1 và

Hình 3.2. Hình 3.1(a) cho thấy sai số rms trên tâm của RBF-FD luôn ổn định và nhỏ

hơn của RBF-FD 17 và của FEM, kể cả khi số tâm trong miền tăng lên. Sự ổn định của

RBF-FD còn được thể hiện bằng kết quả của đường cong max RBF-FD so với đường

cong max RBF-FD 17 trên các tâm thích nghi. Hình 3.1(b) cho thấy sai số trên lưới

của RBF-FD, RBF-FD 17 và của FEM luôn xấp xỉ nhau. Hình 3.1(c) cho thấy độ lệch

lớn nhất max({ε(ζ ,ξ )}) của RBF-FD giảm so với của RBF-FD 17 khi số tâm trong

miền tăng lên, trong khi ngưỡng của độ lệch τ trong Hình 3.1(d) của RBF-FD tăng so

với của RBF-FD 17, điều đó chứng tỏ RBF-FD đã chèn tâm vào những vị trí tốt. Hơn

nữa Hình 3.1(e) cho thấy mật độ ma trận hệ số của hệ phương trình (2.2) của RBF-FD

nhỏ hơn của RBF-FD 17 và cũng nhỏ hơn mật độ ma trận cứng của FEM, còn số điều

kiện của ma trận hệ số của RBF-FD và của RBF-FD 17 trong Hình 3.1(f) xấp xỉ nhau.

Hình 3.2(a, b) cho thấy sai số u− û ứng với nghiệm của RBF-FD trên 575 tâm như

trong Hình 3.2(c) có độ mịn hơn sai số ứng với nghiệm của RBF-FD 17 trên 537 tâm

như trong Hình 3.2(d).
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Hình 3.1: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 1: (a) Các sai số Erc và Emc trên tâm
của FEM, RBF-FD 17, RBF-FD. (b) Sai số trên lưới đều Erg và Emg của các phương
pháp FEM, RBF-FD 17, RBF-FD. (c) Độ lệch lớn nhất max({ε(ζ ,ξ )}) của phương pháp
RBF-FD 17, RBF-FD được tính tại Bước I.1. của các thuật toán ODP2, OT2. (d) Ngưỡng
của độ lệch τ của phương pháp RBF-FD 17, RBF-FD được tìm tại Bước I.1. của Thuật
toán ODP2 và tại Bước I.3. của Thuật toán OT2. (e) Mật độ ma trận hệ số của hệ phương
trình (2.2). (f) Số điều kiện ma trận hệ số của hệ phương trình (2.2).
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(a) Sai số RBF-FD (575) (b) Sai số RBF-FD 17 (537)
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(c) Các tâm RBF-FD (575)
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(d) Các tâm RBF-FD 17 (537)

Hình 3.2: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 1: (ab) Hàm sai số u− û ứng với nghiệm
của RBF-FD trên 575 tâm như trong Hình (c) và nghiệm của RBF-FD 17 trên 537 tâm như
trong Hình (d).

Bài toán 2. [46, Section 2.2: Reentrant Corner] Xét bài toán Dirichlet với phương

trình Laplace ∆u = 0 trong miền Ωω = (−1,1)2 ∩{(r,ϕ) : 0 < ϕ < ω}, trong đó r,ϕ

là hệ tọa độ cực, với một số giá trị ω ∈ (0,2π]. Điều kiện biên Dirichlet được chọn

thỏa mãn nghiệm giải tích rα sin(αφ) trong hệ tọa độ cực, trong đó α = π/ω trong

các trường hợp sau

(a) ω = π +0.01. (b) ω = 5π/4.

(c) ω = 7π/4. (d) ω = 2π.

Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 2 được biểu diễn trong từ Hình 3.3 đến

Hình 3.7. Chúng tôi không xét trường hợp ω = 3π/2 vì miền này đã xét trong Bài

toán 1. Với trường hợp ω = 2π , chúng tôi loại bỏ một số tâm nằm trên khe trong các

tâm ban đầu được tạo bởi PDE Toolbox trong MATLAB [50], vì vậy dẫn đến một số

kết quả không ổn định trong Hình 3.3(g, h) và Hình 3.6(g, h).
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(d) Sai số trên lưới với ω = 5π/4
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(e) Sai số trên tâm với ω = 7π/4
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(g) Sai số trên tâm với ω = 2π
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(h) Sai số trên lưới với ω = 2π

Hình 3.3: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 2: Các sai số Erc và Emc của nghiệm trên
các tâm rời rạc được tạo bởi các lần làm mịn liên tiếp ứng với các giá trị của ω (bên
trái) và các sai số Erg và Emg của nghiệm nội suy trên lưới đều (bên phải).
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(f) Ngưỡng của độ lệch τ với ω = 7π/4
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(h) Ngưỡng của độ lệch τ với ω = 2π

Hình 3.4: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 2: Độ lệch lớn nhất max({ε(ζ ,ξ )}) (bên
trái) và ngưỡng của độ lệch τ (bên phải).
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(g) Mật độ ma trận hệ số với ω = 2π
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Hình 3.5: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 2: Mật độ ma trận hệ số và số điều kiện ma
trận hệ số của Bài toán 2 ứng với các phương pháp FEM, RBF-FD 17, RBF-FD.
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(a) Sai số RBF-FD (3106) (b) Sai số RBF-FD 17 (3093)

(c) Sai số RBF-FD (1473) (d) Sai số RBF-FD 17 (1223)

(e) Sai số RBF-FD (3515) (f) Sai số RBF-FD 17 (3482)

(g) Sai số RBF-FD (2793) (h) Sai số RBF-FD 17 (2868)

Hình 3.6: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 2: Hàm sai số u− û ứng với nghiệm của
RBF-FD (bên trái) và nghiệm của RBF-FD 17 (bên phải) trên các miền ứng với số tâm
như trong Hình 3.7.
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(a) 3106 tâm RBF-FD
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(b) 3093 tâm RBF-FD 17
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(c) 1473 tâm RBF-FD
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(d) 1223 tâm RBF-FD 17
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(e) 3515 tâm RBF-FD

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(f) 3482 tâm RBF-FD 17
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(g) 2793 tâm RBF-FD
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(h) 2868 tâm RBF-FD 17

Hình 3.7: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 2: Các tâm thích nghi được tạo bởi phương
pháp RBF-FD (bên trái) và RBF-FD 17 (bên phải) ứng với các sai số được biểu diễn
trong Hình 3.6.
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Tương tự Bài toán 1, kết quả thử nghiệm số cho thấy, sai số rms trên tâm của

RBF-FD luôn ổn định và nhỏ hơn của RBF-FD 17 và của FEM, điều này cũng được thể

hiện trong đồ thị biểu diễn sự phân bố của hàm sai số u− û (Hình 3.6) và các tâm

tương ứng Hình 3.7, còn sai số trên lưới của RBF-FD, RBF-FD 17 và của FEM luôn xấp

xỉ nhau. Bên cạnh đó mật độ ma trận hệ số của RBF-FD cũng nhỏ hơn của RBF-FD 17

và của FEM khi số tâm thích nghi tăng lên.

Bài toán 3. (Curved Slit) [48, Section 4: Numerical results] Xét bài toán Dirichlet

với phương trình Laplace ∆u = 0 trên miền Ω = (−1,1)2 loại đi các điểm thuộc cung

cong của đường tròn tâm tại (1,−0.75) bán kính 1.25 từ điểm (0,0) đến (1,0.5)

như Hình 3.8(a). Điều kiện biên Dirichlet thỏa mãn nghiệm giải tích của bài toán là

u(x,y) = Re
√

(3−4i)z/(z−2), với z = x+ iy.

(a) Miền Ω của bài toán (b) Nghiệm chính xác của bài toán
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(c) Sai số trên tâm
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(d) Sai số trên lưới

Hình 3.8: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 3: (a) Miền Ω với cung cong chia miền
(trái) (b) Nghiệm chính xác (phải). (c) Các sai số Erc và Emc của nghiệm trên các tâm rời
rạc được tạo bởi các lần làm mịn liên tiếp. (d) Các sai số Erg và Emg của nghiệm nội suy
trên lưới đều.
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(c) Mật độ ma trận hệ số
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(d) Số điều kiện ma trận hệ số

(e) Sai số RBF-FDr (841) (f) Sai số RBF-FD 17 (839)
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(g) Các tâm RBF-FD (841)
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(h) Các tâm RBF-FD 17 (839)

Hình 3.9: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 3: (a) Độ lệch lớn nhất max({ε(ζ ,ξ )}).
(b) Ngưỡng của độ lệch τ . (c) Mật độ ma trận hệ số của hệ phương trình (2.2). (d) Số
điều kiện ma trận hệ số của hệ phương trình (2.2). (e, f) Hàm sai số u− û ứng với nghiệm
của RBF-FD trên 841 tâm như trong Hình (g) và nghiệm của RBF-FD 17 trên 839 tâm như
trong Hình (h).
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Miền Ω và nghiệm chính xác u của Bài toán 3 được biểu diễn trong Hình 3.8(a).

Nghiệm chính xác có dạng
√

r tại gốc tọa độ, nên điểm kỳ dị giống như đối với miền

khe của Bài toán 2 với ω = 2π . Kết quả thử nghiệm số được biển diễn trong Hình 3.8

và Hình 3.9 tương tự như kết quả của Bài toán 2 với ω = 2π , điều này cho thấy độ

cong của khe không gây ra khó khăn đáng kể nào cho phương pháp RBF-FD.

3.1.2 Bài toán nghiệm có kỳ dị hoặc có độ dao động mạnh

Bài toán 4. Xét phương trình Laplace ∆u = 0 trong miền Ω = (0.01,1.01)2 và điều

kiện biên Dirichlet thỏa mãn nghiệm giải tích u(x,y) = log(x2 + y2).

Nghiệm chính xác u của bài toán có kỳ dị tại gốc tọa độ được minh họa trong

Hình 3.12(a). Kết quả thử nghiệm số của bài toán được biểu diễn trong Hình 3.10 và

Hình 3.11 tương tự như kết quả của các bài toán 1, Bài toán 2 và Bài toán 3, đặc biệt

Hình 3.11 cho thấy mật độ ma trận hệ số của RBF-FD nhỏ hơn đáng kể mật độ ma

trận hệ số của RBF-FD 17 và của FEM khi số tâm trong miền lớn hơn 1000. Điều đó

chứng tỏ với bài toán hàm có kỳ dị cũng không gây trở ngại đáng kể cho phương pháp

RBF-FD.

(a) Sai số RBF-FD (938) (b) Sai số RBF-FD 17 (1153)
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(c) Các tâm RBF-FD (938)
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(d) Các tâm RBF-FD 17 (1153)

Hình 3.10: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 4: (a, b) Hàm sai số u− û ứng với nghiệm
của RBF-FD trên 938 tâm như trong Hình (c) và nghiệm của RBF-FD 17 trên 1153 tâm
như trong Hình (d).
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(b) Sai số trên lưới
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(e) Mật độ ma trận hệ số
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(f) Số điều kiện ma trận hệ số

Hình 3.11: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 4: (a) Các sai số Erc và Emc của nghiệm
trên các tâm rời rạc thích nghi và lưới đều của các lần làm mịn liên tiếp. (b) Các sai số
Erg và Emg của nghiệm nội suy trên lưới đều. (c) Độ lệch lớn nhất max({ε(ζ ,ξ )}). (d)
Ngưỡng của độ lệch τ . (e) Mật độ ma trận hệ số của hệ phương trình (2.2). (f) Số điều
kiện ma trận hệ số của hệ phương trình (2.2).
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Bài toán 5. [46, Section 2.8: Oscillatory] Xét bài toán Dirichlet với phương trình
Helmholtz −∆u− 1

(α+r)4 u = f , r =
√

x2 + y2, trên miền Ω = (0,1)2, trong đó vế phải

và điều kiện biên được chọn thỏa mãn nghiệm giải tích là u = sin( 1
α+r) với các trường

hợp

(a) α =
1

10π
. (b) α =

1
50π

.

(a) Nghiệm chính xác của Bài
toán 4

(b) α = 1
10π

(c) α = 1
50π

Hình 3.12: Nghiệm chính xác của Bài toán 4 (trái) và Bài toán 5 với α = 1
10π

(giữa), với
α = 1

50π
(phải).
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(a) Sai số trên tâm với α = 1
10π
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(b) Sai số trên lưới với α = 1
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(c) Sai số trên tâm với α = 1
50π
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(d) Sai số trên lưới với α = 1
50π

Hình 3.13: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 5: Các sai số với α = 1
10π

(bên trên) và
α = 1

50π
(bên dưới). Các sai số Erc và Emc của nghiệm trên các tâm rời rạc được tạo bởi

các lần làm mịn liên tiếp (bên trái) và các sai số Erg và Emg của nghiệm nội suy trên
lưới đều (bên phải).
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(d) Ngưỡng của độ lệch τ với α = 1
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(e) Mật độ ma trận hệ số với α = 1
10π
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(f) Số điều kiện ma trận hệ số với α =
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(g) Mật độ ma trận hệ số với α = 1
50π
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(h) Số điều kiện ma trận hệ số với α =
1

50π

Hình 3.14: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 5 với α = 1
10π

và α = 1
50π

: Độ lệch lớn
nhất max({ε(ζ ,ξ )}), mật độ ma trận hệ số (bên trái) và ngưỡng của độ lệch τ , số điều
kiện ma trận hệ số (bên phải) của phương pháp RBF-FD 17, RBF-FD.
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(a) Zoom sai số RBF-FD (11111) (b) Zoom sai số RBF-FD 17
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(c) Zoom các tâm RBF-FD (11111)

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

(d) Zoom các tâm RBF-FD 17 (12382)

Hình 3.15: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 5 với α = 1
10π

: (ab) Hàm sai số u− û ứng
với nghiệm RBF-FD trên 11111 như trong Hình (c) và ứng với nghiệm RBF-FD 17 trên
12382 tâm như trong Hình (d).

Nghiệm chính xác của Bài toán 5 với α = 1
10π

và α = 1
50π

được biểu diễn trong

Hình 3.12(b, c), đều có độ dao động mạnh với tần số tăng dần đến gần gốc tọa độ. Kết

quả thử nghiệm số được biểu diễn từ Hình 3.13 đến Hình 3.16 cho thấy, nghiệm xấp

xỉ của RBF-FD có độ chính xác cao hơn nghiệm xấp xỉ của RBF-FD 17 và của FEM.

Đặc biệt Hình 3.14(e, g) cho thấy, phương pháp RBF-FD sử dụng Thuật toán OT1 có

mật độ ma trận hệ số của xấp xỉ 6.6, nhỏ hơn mật độ ma trận hệ số của RBF-FD 17 và

của FEM, xấp xỉ 6.9, điều đó chứng tỏ Thuật toán OT1 chủ yếu dừng lại ở Pha 1. Hơn

nữa so sánh Hình 3.15(c) với Hình 3.15(d) và Hình 3.16(e) với Hình 3.16(f) ta thấy,

chiến lược xác định ngưỡng độ lệch τ ’hỗn hợp’ và giảm các giá trị γ,µ của Thuật

toán OT2, dẫn đến các tâm thích nghi của RBF-FD được sinh ra nhiều hơn ở các vùng

có độ cong cao như đỉnh và đáy của sóng, bỏ qua vùng bằng phẳng giữa chúng, số tâm

được sinh ra nhiều ở gần tâm của sóng với trường hợp sóng dao động rộng α = 1
10π

,

còn với α = 1
50π

cường độ sóng nhiều hơn và dao động nhỏ thì tâm thích nghi RBF-FD

được sinh ra nhiều ở phần tần số sóng tăng dần đến tâm của sóng hơn của RBF-FD

17, điều đó làm cho kết quả sai số trong Hình 3.16(a, c) của RBF-FD ít bị lệch hơn của

RBF-FD 17 trong Hình 3.16(b, d).
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(a) Sai số RBF-FD (5846) (b) Sai số RBF-FD 17 (5163)

(c) Zoom sai số RBF-FD (5846) (d) Zoom sai số RBF-FD 17 (5163)
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(e) Zoom các tâm RBF-FD (5846)
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(f) Zoom các tâm RBF-FD 17 (5163)

Hình 3.16: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 5 với α = 1
50π

: (a, b, c, d) Hàm sai số u− û
ứng với nghiệm RBF-FD trên 5846 như trong Hình (e) và ứng với nghiệm RBF-FD 17 trên
5163 tâm như trong Hình (f).

Bài toán 6. [46, Section 2.4: Peak] Xét bài toán Dirichlet với phương trình Poisson

∆u = f trong miền Ω = (0,1)2, trong đó vế phải f và điều kiện biên Dirichlet thỏa

mãn nghiệm giải tích u(x) = e−α∥x−x0∥2
. Các giá trị tham số α (độ dao động) và x0

(vị trí) như sau

(a) α = 1000, x0 = (0.5,0.5). (b) α = 100000, x0 = (0.51,0.117).

Nghiệm chính xác của Bài toán 6 được biểu diễn trong Hình 3.17. Khác với các

bài toán trước, kết quả thử nghiệm số cho thấy sai số trên tâm và trên lưới đều của

RBF-FD ổn định và nhỏ hơn sai số của RBF-FD 17 và của FEM khi số tâm trong miền
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(a) α = 1000, x0 = (0.5,0.5) (b) α = 100000, x0 = (0.51,0.117)

Hình 3.17: Nghiệm chính xác của Bài toán 6: (a) Với α = 1000, x0 = (0.5,0.5) (trái) và
(b) Với α = 100000, x0 = (0.51,0.117) (phải).
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(a) Sai số trên tâm
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(b) Sai số trên lưới
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(c) Sai số trên tâm
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(d) Sai số trên lưới

Hình 3.18: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 6: Sai số với α = 1000, x0 = (0.5,0.5)
(bên trên) và α = 100000, x0 = (0.51,0.117) (bên dưới). Các sai số Erc và Emc của các
nghiệm trên các tâm rời rạc được tạo bởi các lần làm mịn liên tiếp (bên trái). Các sai Erg
và Emg của các nghiệm nội suy trên lưới đều (bên phải).
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(a) Mật độ ma trận hệ số với α = 1000,
x0 = (0.5,0.5)
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(b) Số điều kiện ma trận hệ số với α =
1000, x0 = (0.5,0.5)
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(c) Mật độ ma trận hệ số với α =
100000, x0 = (0.51,0.117)
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(d) Số điều kiện ma trận hệ số với α =
100000, x0 = (0.51,0.117)
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(e) Độ lệch lớn nhất max({ε(ζ ,ξ )})
với α = 1000, x0 = (0.5,0.5)
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(f) Ngưỡng của độ lệch τ với α =
1000, x0 = (0.5,0.5)
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(g) Độ lệch lớn nhất max({ε(ζ ,ξ )})
với α = 100000, x0 = (0.51,0.117)
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(h) Ngưỡng của độ lệch τ với α =
100000, x0 = (0.51,0.117)

Hình 3.19: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 6: Mật độ, số điều kiện ma trận hệ số,
độ lệch lớn nhất max({ε(ζ ,ξ )}) và ngưỡng của độ lệch τ của Bài toán 6 ứng với các
phương pháp FEM, RBF-FD 17, RBF-FD với α = 1000, x0 = (0.5,0.5) (bên trên) và
α = 100000, x0 = (0.51,0.117) (bên dưới).



101

(a) Sai số RBF-FD (5309) (b) Sai số RBF-FD 17 (6758)

(c) Sai số RBF-FD (35880) (d) Sai số RBF-FD 17 (38684)
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(e) Zoom các tâm RBF-FD (5309)
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(f) Zoom các tâm RBF-FD 17 (6758)
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(g) Zoom các tâm RBF-FD (35880)
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(h) Zoom các tâm RBF-FD 17 (38684)

Hình 3.20: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 6 với α = 1000, x0 = (0.5,0.5): Hàm sai
số u− û ứng với nghiệm của RBF-FD (bên trái) ứng với 5309 tâm trong Hình (e), 35880
tâm trong Hình (g) và nghiệm của RBF-FD 17 (bên phải) ứng với 6758 tâm trong Hình
(f), 38684 tâm trong Hình (h).
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(a) Sai số RBF-FD (7212) (b) Sai số RBF-FD 17 (7294)

(c) Sai số RBF-FD (16467) (d) Sai số RBF-FD 17 (19906)
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(e) Zoom các tâm RBF-FD (7212)
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(f) Zoom các tâm RBF-FD 17 (7294)
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(g) Zoom các tâm RBF-FD (16467)
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(h) Zoom các tâm RBF-FD 17 (19906)

Hình 3.21: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 6 với α = 100000, x0 = (0.51,0.117):
Hàm sai số u− û ứng với nghiệm của RBF-FD (bên trái) ứng với 7212 tâm trong Hình
(e), 16467 tâm trong Hình (g) và nghiệm của RBF-FD 17 (bên phải) ứng với 7294 tâm
trong Hình (f), 19906 tâm trong Hình (h).
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(a) Các tâm RBF-FD (86633)
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(b) Zoom các tâm RBF-FD (86633)
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(c) Các tâm RBF-FD 17 (95367)
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(d) [Zoom các tâm RBF-FD 17 (95367)
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(e) Các tâm FEM (116783)
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(f) Zoom các tâm FEM (116783)

Hình 3.22: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 6 với α = 100000, x0 = (0.51,0.117):
(a,b) 86633 tâm thích nghi được tạo bởi phương pháp RBF-FD và zoom các tâm này; (c,
d) 95367 tâm thích nghi được tạo bởi phương pháp RBF-FD 17 và zoom các tâm này; (e,
f) 116783 tâm thích nghi được tạo bởi phương pháp FEM và zoom các tâm này.
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lớn hơn 900, nhưng lại nhỏ hơn sai số của FEM khi số tâm trong miền nhỏ hơn 900.

Đặc biệt Hình 3.19(a, c) cho thấy mật độ ma trận hệ số của RBF-FD cũng giảm nhanh

và nhỏ hơn đáng kể mật độ ma trận hệ số của RBF-FD 17 và mật độ ma trận cứng của

FEM khi số tâm trong miền lớn hơn 900. Sai số ứng với các tâm trong Hình 3.20 và

Hình 3.21 cho thấy, sai số của RBF-FD ít bị lệch hơn sai số của RBF-FD 17 vì sự phân

bố các tâm của thích nghi của RBF-FD đều hơn của RBF-FD 17.

Như vậy, các kết quả thử nghiệm số cho thấy:

• Đường cong sai số Erc của rms RBF-FD, thường mịn, ổn định và nằm phía

dưới các đường cong khác. Tương tự, đường cong sai số lớn nhất Emc của max

RBF-FD, cũng mịn, ổn định và nằm phía dưới các đường cong biểu diễn sai số

lớn nhất của FEM và RBF-FD 17.

• Các đường cong biểu diễn sai số Erg cho thấy, đường cong RBF-FD luôn bằng

hoặc nằm dưới các đường cong của FEM và RBF-FD 17, đặc biệt với các bài toán

có miền hình học phức tạp như Bài toán 2 với ω = 2π , Bài toán 3, hoặc các bài

toán có nghiệm là các hàm dao động mạnh như Bài toán 5 với α = 1
10π

và Bài

toán 6. Bên cạnh đó sai số lớn nhất tương ứng Emg của max RBF-FD, cũng luôn

bằng hoặc nằm dưới sai số lớn nhất của FEM và RBF-FD 17 là các đường cong

max FEM và max RBF-FD 17 kể cả với các bài toán có miền hình học phức tạp

như Bài toán 2 với ω = 2π , Bài toán 3 và Bài toán 6.

• Từ các đồ thị của τ ta thấy đường cong RBF-FD ổn định và nằm phía dưới đường

cong RBF-FD 17. Tuy nhiên, trong Hình 3.14(b, d) và Hình 3.19(h) biểu diễn

các giá trị của τ ứng với Bài toán 5 và Bài toán 6(b) với α = 100000, x0 =

(0,51,0.117), cho thấy điểm cuối cùng bên phải của đường cong RBF-FD 17

thấp hơn nhiều so với điểm cuối của đường cong RBF-FD, mặc dù giá trị của

γ đã được giảm đi để số tâm chèn vào nhiều hơn, cụ thể γ = 0,2 trong Bài

toán 5 và γ = 0,06 trong Bài toán 6(b) cho đường cong RBF-FD, thay vì sử dụng

γ = 0,5 như trong [48] cho đường cong RBF-FD 17 với tất cả các bài toán. Lý

do sử dụng γ = 0,5 cho đường cong RBF-FD 17 là để số tâm mới được tạo ra

lớn hơn hoặc bằng 15% tổng số tâm cũ trong miền, giảm ngưỡng τ để kiểm tra

lại xem tất cả các cạnh ζ ξ có thỏa mãn ε(ζ ,ξ ) ≥ τ hay không trước khi chèn

tâm ứng viên, điều này có nghĩa là mỗi bài toán có một giá trị thích hợp γ .
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• Đồ thị của max({ε(ζ ,ξ )}) cũng cho thấy, đường cong RBF-FD ổn định hơn và

nằm phía dưới đường cong RBF-FD 17, điều đó chứng tỏ sự hiệu quả của công

đoạn chọn ngưỡng của độ lệch τ và thuật toán chọn tâm OT1.

• Đường cong biểu diễn mật độ ma trận hệ số của hệ phương trình (2.2) của

RBF-FD 17 xấp xỉ đường cong FEM, trong khi đường cong RBF-FD bắt đầu với

điểm cuối bên phải cao hơn đáng kể so với các đường cong còn lại, nhưng hầu

như lại nằm phía dưới với khoảng cách đáng kể, điều đó chứng tỏ Thuật toán

OT1 và Thuật toán OT2 rất hiệu quả với bài toán có miền với phân bố tâm dày

hoặc các bài toán có miền hình học phức tạp, hoặc nghiệm có độ dao động mạnh

như các bài toán 4, 5 và 6, đó là 5 bài toán đầu tiên trong Bảng 3.3. Chúng có

các giá trị δaver, iaver và kaver là nhỏ nhất, nhưng số lần Thuật toán OT1 dừng lại

ở Bước I.b là lớn nhất, đặc biệt chúng cần γ nhỏ nhất.

• Số điều kiện của ma trận hệ số của hệ phương trình (2.2), được tính bởi chuẩn

1. Các đường cong RBF-FD 17 và RBF-FD trong các hình nằm gần nhau. Tuy

nhiên với các bài toán 3, 2(c) và 2(d) đường cong RBF-FD nằm phía dưới đường

cong RBF-FD 17, các bài toán này có miền hình học phức tạp và giá trị δaver

là lớn nhất. Do đó, số điều kiện ma trận hệ số của hệ phương trình (2.2) của

RBF-FD nhỏ hơn của RBF-FD 17.

• Hàm sai số u− û của nghiệm RBF-FD tốt hơn nghiệm RBF-FD 17 ứng với tập

các tâm của các bài toán 1, 4, 2, 3, 5 với α = 1
10π

, Bài toán 5 với α = 1
50π

. Bên

cạnh đó, các tâm trên miền được tạo bởi phương pháp sử dụng Thuật toán OT2

cũng đều hơn các tâm được tạo bởi Thuật toán ODP2 và Thuật toán DO2. Đặc

biệt với các bài toán khó, như Bài toán 6 và các hình 3.20 và 3.21, cho thấy

sự vượt trội của RBF-FD so với RBF-FD 17. Hơn nữa, quan sát sự phân bố tâm

trong Hình 3.20(e, f, g, h) cho thấy, mật độ tâm ở gần điểm kỳ dị x0 = (0,5,0,5)

của Bài toán 6(a) được tạo bởi phương pháp RBF-FD có phân bố tốt hơn so

với RBF-FD 17. Kết quả hoàn toàn tương tự khi quan sát sự phân bố tâm trong

Hình 3.21(e, f, g, h) của Bài toán 6(b). Do đó kết quả của phương pháp RBF-FD

tốt hơn phương pháp RBF-FD 17 với số tâm nhỏ hơn 1000 (xem Hình 3.18).
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Bảng 3.2: Kết quả thử nghiệm số của các bài toán: TP là cột tên các bài toán; Cột #Ξint
là số tâm trong miền của FEM được tạo bởi PDE Toolbox trong MATLAB; #Refi là số
lần làm mịn tương ứng của mỗi bài toán; Cột #Ξend là #Ξint của lần làm mịn cuối cùng;
∑#Ξint là tổng số tâm trong miền của số lần làm mịn tại cột #Refi.

TP #Ξinit
FEM RBF-FD 17 RBF-FD

#Refi #Ξend #Refi #Ξend ∑#Ξint #Refi #Ξend ∑#Ξint

1 82 28 19 394 14 21 929 45 125 14 15 384 37 154

2a 67 19 17 059 14 19 328 39 665 11 18 417 37 265

2b 83 24 26 721 12 25 825 52 394 12 26 511 57 835

2c 122 33 23 008 17 22 184 46 951 16 23 598 73 904

2d 142 36 20 430 21 21 016 98 208 15 25 138 76 868

3 133 39 36 938 26 39 176 187 189 18 40 676 117 473

4 137 19 24 153 13 26 442 54 666 11 20 107 42 577

5a 137 28 56 998 20 50 095 161 954 16 40 059 108 518

5b 137 32 60 531 21 44 258 170 073 18 40 355 119 533

6a 137 21 137 077 22 124 755 366 662 9 95 019 153 287

6b 137 28 116 783 22 95 367 274 260 12 86 633 154 307

Bảng 3.3: Các giá trị αAver, δaver, iaver, cmax, caver, kaver và p1 xác định tại lần làm mịn
cuối cùng của các phương pháp RBF-FD 17 và RBF-FD.

TP
RBF-FD 17 RBF-FD

δaver αAver iaver cmax caver δaver αAver iaver cmax caver kaver p1

1 0.76 0.76 8.56 2.45 1.30 0.64 0.83 6.70 2.55 1.24 5.89 75

2a 0.76 0.76 8.44 2.38 1.29 0.63 0.84 6.81 2.39 1.23 5.91 78

2b 0.76 0.76 8.40 2.52 1.29 0.65 0.83 6.82 3.14 1.24 5.90 75

2c 0.76 0.76 8.89 2.39 1.30 0.65 0.82 6.63 2.47 1.24 5.90 77

2d 0.75 0.75 9.08 2.52 1.30 0.66 0.81 6.88 2.64 1.24 5.94 74

3 0.76 0.75 8.72 2.46 1.30 0.65 0.82 7.04 2.71 1.24 5.94 77

4 0.76 0.76 8.32 2.43 1.29 0.62 0.86 6.70 2.32 1.24 5.81 78

5a 0.77 0.76 8.34 2.69 1.28 0.57 0.93 6.44 2.41 1.24 5.64 81

5b 0.77 0.77 8.25 2.47 1.28 0.56 0.95 6.52 2.55 1.24 5.59 81

6a 0.76 0.77 8.81 2.50 1.26 0.51 1.00 6.34 2.61 1.23 5.49 78

6b 0.77 0.77 8.17 2.46 1.27 0.40 1.14 5.73 2.98 1.20 5.16 90
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Các kết quả thử nghiệm số như: Số tâm trong miền của tập các tâm rời rạc khởi

tạo #Ξinit, số lần làm mịn #Refi, số tâm trong miền của tập các tâm rời rạc cuối cùng

#Ξend (hay #Ξint của lần làm mịn cuối cùng), tổng số tâm trong miền ∑#Ξint của các

lần làm mịn, của FEM, RBF-FD17 và RBF-FD được biểu diễn trong Bảng 3.2. So sánh

các giá trị trong Cột 8 với Cột 3 và Cột 5 ta thấy, phương pháp RBF-FD có số lần làm

mịn nhỏ nhất, thậm chí với Bài toán 6(b) còn nhỏ hơn 50%, nhưng lại cho kết quả sai

số và mật độ phân bố tâm tốt hơn (xem Hình 3.18 và 3.22).

Các giá trị αAver, δaver, iaver, cmax, caver, kaver, p1 của RBF-FD 17 và RBF-FD được

trình bày trong Bảng 3.3 cho thấy:

• Thứ tự các bài toán xếp theo giá trị δaver tăng dần của RBF-FD là 6b, 6a, 5b,

5a, 4, 2a, 1, 2b, 2c, 3, 2d. Các giá này nằm trong đoạn [0.40, 0.66] với độ dao

động lớn nhất là 0.26, nhỏ hơn so với giá trị δaver của RBF-FD 17, đó là các

giá trị trong đoạn [0.75, 0.77] với độ dao động là 0.02, điều này cũng chứng

tỏ sự khác biệt giữa góc lớn nhất và góc nhỏ nhất của Thuật toán OT1 đối với

từng loại bài toán. Hơn nữa giá trị αAver ∈ [0.75, 0.77] của RBF-FD 17 nhỏ hơn

αAver ∈ [0.81, 1.14] của RBF-FD và sự dao động của nó cũng nhỏ hơn, điều đó

chứng tỏ Thuật toán OT1 chọn được bộ tâm đều hơn so với bộ tâm chọn được

bằng Thuật toán ODP1.

• Các giá trị trong Cột iaver của RBF-FD nhận các giá trị trong [5.73, 7.04], với

khoảng cách lớn nhất là 1.31, nhỏ hơn nhiều so với iaver của RBF-FD 17, là đoạn

[8.17, 9.08] với khoảng cách lớn nhất là 0.91. Điều này có nghĩa là Thuật toán

OT1 không chọn các tâm xa, do đó kết thúc sớm và giảm chi phí tính toán.

• Cột 5 có giá trị trong [2.38, 2.69] với khoảng cách lớn nhất 0.31 là các giá trị

của cmax của RBF-FD 17 và Cột 10 nhận các giá trị trong [2.32, 3.14] với phạm

vi lớn hơn 0.82 là các giá trị của cmax của RBF-FD, các giá trị này luôn lớn hơn

các giá trị trong Cột 5, vì Thuật toán OT1 cho phép chọn nhiều tâm hơn Thuật

toán ODP1 trong [48]. Tuy nhiên caver của RBF-FD (Cột 11) luôn nhỏ hơn caver

của RBF-FD 17 (Cột 6) cho mỗi bài toán. Điều này có nghĩa là tổng khoảng

cách từ ξ ∈ Ξζ \{ζ} đến ζ thu được khi sử dụng Thuật toán OT1 luôn nhỏ hơn

khoảng cách khi sử dụng Thuật toán ODP1 trong [48].
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• Giá trị kaver của RBF-FD luôn nhỏ hơn 6, trong khi của RBF-FD 17 và trong [16]

bằng 6. Do đó, kích thước của ma trận nội suy
[
ΦΞζ

]−1 trong công thức (2.3)

giảm đáng kể khi sử dụng Thuật toán OT1, nên ma trận hệ số của hệ phương

trình (2.2) thưa hơn, dẫn đến chi phí tính toán cũng giảm.

• Giá trị của p1 là số % Thuật toán OT1 dừng lại ở Bước II, trong đó giá trị nhỏ

nhất là 74% của Bài toán 2 (ý d), đặc biệt với Bài toán 6 (ý b) nó đạt tới 90%,

điều này có nghĩa là thuật toán thường dừng lại ở Bước II và chọn tập các tâm

ban đầu gần nhất có thể. Với các bài toán có miền hình học lồi, hoặc nghiệm

có độ dao động mạnh, Thuật toán OT1 thường dừng khi chọn được bộ tâm ban

đầu, khả năng nhận được 4 tâm phân phối như phương pháp sai phân hữu hạn

rất cao, nó thể hiện bằng việc các giá trị của δaver, iaver, kaver nhỏ và giá trị của

p1 cao.

3.2 Thử nghiệm số trong không gian 3 chiều

Trong phần này, chúng tôi trình bày một số thử nghiệm số để so sánh hiệu quả

của phương pháp RBF-FD khi sử dụng các thuật toán chọn tâm được đề xuất trong

không gian 3 chiều, như Thuật toán 8-Octants, Thuật toán 16-Octants, (chúng tôi

chỉ sử dụng Thuật toán 16-Octants và ký hiệu là oct, vì các thử nghiệm số trong

[18] cho thấy, Thuật toán 16-Octants cho kết quả tốt và ổn định hơn), Thuật toán

cải tiến oct-dist, cùng với Thuật toán k-near, Thuật toán tet, Thuật toán pQR với

các phiên bản pQR4sel, pQR3, pQR4 và FEM với các phiên bản fem1 (phương pháp

phần tử hữu hạn bậc nhất), fem2 (phương pháp phần tử hữu hạn bậc hai). Nghiệm của

FEM được tìm bởi công cụ Toolbox Matlab PDE trong [50].

Trường hợp D là toán tử Laplace ∆, khi đó công thức (2.1) có dạng

∆u(ζ ) = ∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ u(ξ ) , ζ ∈ Ξint, (3.4)

với véc tơ trọng số wζ ,ξ được xác định bởi Bổ đề 2.2.3, tức là nghiệm của hệ phương

trình (2.15), trong đó wζ ,ξ thoả mãn phương trình thứ 2 của hệ là

∆pi (ζ ) = ∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ pi (ξ ) , ζ ∈ Ξint, i = 1, . . . ,k, (3.5)
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với {p1, . . . , pk}, k =
(ℓ+2

3

)
, là một cơ sở của không gian tuyến tính các đa thức nhiều

biến có bậc nhỏ hơn hoặc bằng ℓ (tức là, tổng bậc của mỗi số hạng nhỏ hơn hoặc bằng

ℓ−1). Thử nghiệm số trong [2] cho các kết quả tốt khi sử dụng nội suy RBF bởi hàm

ϕ(r) = rα với số hạng đa thức. Trong các thử nghiệm số, chúng tôi lựa chọn phương

pháp có bậc hội tụ khoảng O(h2), nên sử dụng hàm ϕ(r) = r5 với số hạng đa thức bậc

hai (ℓ= 3) là phù hợp.

Để đánh giá hiệu quả các phương pháp RBF-FD, tập các tâm Ξ ⊂ Ω của các bài

toán được tạo bởi một số cách khác nhau, như đỉnh của các tứ diện hoặc dưới dạng

lưới Descartes hoặc điểm Halton kết hợp với một số tùy chọn tạo điểm trên biên của

miền rời rạc.

Đặc biệt, trong các thử nghiệm số, các tâm của tập Ξ là đỉnh của các tứ diện tạo

bởi lệnh createMesh trong PDE Toolbox của MATLAB, được gọi là các tứ diện tối

ưu, với kích thước cạnh tối đa là Hmax = H0 × 2−i/3, i = 0.1, . . .. Vì sự khác biệt về

kích thước và độ phức tạp của các miền nên H0 được chọn riêng cho từng bài toán.

Hệ số 2−1/3 được chọn sao cho số tâm bên trong miền tăng gấp đôi ứng với giá trị

tiếp theo của Hmax. Các tham số khác của createMesh được đặt là Hmin = Hmax/3

và Hgrad = 1.5. Chọn GeometricOrder bằng 1 để tính nghiệm của tất cả các phiên

bản của phương pháp RBF-FD và fem1 dựa trên hàm tuyến tính bậc nhất, chọn bằng 2

khi sử dụng hàm dạng bậc hai để tìm nghiệm của fem2.

Ngoài ra, đối với mỗi bài toán, tập Ξint cũng được tạo dưới dạng lưới đều Descartes

bên trong Ω với khoảng cách h = 0.9Hmax và khoảng cách đến biên tối thiểu là 0.25h.

Một tùy chọn khác, các điểm của Ξint có cùng khoảng cách trung bình h được tạo

ra từ điểm Halton 3D bởi lệnh qrandstream trong MATLAB, đầu tiên là tạo thành

khối lập phương chứa Ω, sau đó xóa các điểm bên ngoài Ω và các điểm ở khoảng

cách dưới 0.25h so với biên. Trong trường hợp này, các điểm biên được tạo bằng phép

chiếu vuông góc lên biên các điểm trong miền có khoảng cách nhỏ hơn h, hoặc sử

dụng điểm biên là các đỉnh trên biên của các tứ diện tối ưu như ở trên.

Khi Ω là miền lồi (như Bài toán 7), chúng tôi sử dụng phép chiếu trên biên và

thử nghiệm fem1 trên cùng một tập Ξ. Lưới của fem1 là các tứ diện được tạo bởi các

điểm thuộc Ξ bằng lệnh delaunayTriangulation trong MATLAB, được gọi là các

tứ diện không tối ưu, điều này cho phép thử nghiệm để đánh giá hiệu quả của các

phương pháp khác nhau trên đỉnh của các tứ diện không tối ưu.
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Đối với các miền không lồi, lệnh delaunayTriangulation không tạo ra được

các tứ diện thuộc miền Ω. Để tạo ra các tứ diện không tối ưu cho các miền này (như

các bài toán 8-10), chúng tôi sử dụng Gmsh [30] và tắt tính năng làm mịn và tối ưu

lưới bằng cách đặt các tham số -smooth và Mesh.Optimize về 0. Tương tự như tạo

lưới trong MATLAB, chọn tham số độ dài tối đa là clmax= H0 ×2−i/3, i = 0,1, . . .,

với H0 được chọn khác nhau cho mỗi bài toán.

Để đánh giá độ chính xác của nghiệm xấp xỉ û = [ûξ ]ξ∈Ξ của hệ (2.2) được tìm

bởi phương pháp RBF-FD hoặc bằng FEM, chúng tôi sử dụng sai số trung bình bình

phương tương đối (RRMS) trên các nút bên trong miền như sau

Eref = RRMS(ûref, û,Ξint) :=

(
∑

ζ∈Ξint

(ûref
ζ
− ûζ )

2
)1/2

(
∑

ζ∈Ξint

(ûref
ζ
)2
)1/2 , (3.6)

trong đó ûref = [ûref
ξ
]ξ∈Ξ là nghiệm tham chiếu, hoặc là nghiệm chính xác u của bài

toán (1) trên Ξint nếu u đã biết, tức là ûref
ξ

:= u(ξ ), ξ ∈ Ξ, hoặc là nghiệm nội suy của

nghiệm số trên Ξint từ một số tâm rời rạc. Nghiệm nội suy được tìm bằng cách sử dụng

phép nội suy dữ liệu phân tán trong MATLAB bởi lệnh scatteredInterpolant với

các tham số ngầm định.

Giá trị Eref = NaN trong các bảng khi không tìm thấy trọng số trong Bổ đề 2.2.3

của một số ζ ∈ Ξint, điều này chỉ xảy ra khi không có trọng số nào thỏa mãn điều kiện

(3.5). Trong một số trường hợp Eref = Inf, có nghĩa là ma trận của hệ phương trình

(2.2) là suy biến.

3.2.1 Bài toán có miền hình học lồi

Bài toán 7. Xét phương trình Poisson ∆u = 3ex+y+z với miền Ω là khối cầu Ω =

{(x,y,z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 1} với điều kiện biên Dirichlet được chọn thỏa mãn

nghiệm chính xác u(x,y,z) = ex+y+z.

Trong thử nghiệm đầu tiên, tập Ξ là đỉnh của tứ diện tối ưu và tạo bởi generateMesh

với H0 = 0,25. Kết quả được trình bày trong Bảng 3.4. Cột fem1 biểu diễn sai số Eref

của phương pháp phần tử hữu hạn bậc nhất, các cột khác là kết quả của phương pháp

RBF-FD với các thuật toán chọn tâm khác nhau, như được mô tả trong Phần 2.4. Riêng

hai cột oct-dist13 và oct-dist17 là kết quả của Thuật toán oct-dist ứng với
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giá trị của tham số k = 13 và k = 17. Các tham số khác của Thuật toán oct-dist

giống nhau trong cả hai trường hợp là s = 1, n = 3, δ = 0.9. Hàng cuối cùng của

bảng là mật độ của ma trận hệ số ở lần cuối. Ngoài ra, Bảng 3.5 biểu diễn các sai số

và mật độ ma trận cứng của fem2 trên đỉnh của các tứ diện tối ưu với H0 = 0,5 và

GeometricOrder= 2.

Bảng 3.4: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 7: Sai số Eref trên đỉnh của các tứ diện tối
ưu với H0 = 0.25 và mật độ ma trận hệ số.

#Ξint
FEM Sử dụng đa thức r5 tính trọng số pQR

fem1 tet oct oct-dist13 oct-dist17 20near pQR4sel pQR3 pQR4

245 5.4e-03 2.6e-03 2.9e-03 2.6e-03 2.7e-03 2.8e-03 3.1e-03 3.2e-03 2.9e-03

567 3.3e-03 NaN 2.1e-03 1.6e-03 1.8e-03 1.7e-03 1.3e-03 1.9e-03 1.7e-03

1142 1.8e-03 8.7e-04 5.8e-04 9.5e-04 8.0e-04 1.0e-03 6.3e-04 9.4e-04 1.0e-03

2523 1.0e-03 5.3e-04 4.2e-04 6.6e-04 5.5e-04 5.7e-04 3.5e-04 7.8e-04 5.9e-04

5207 5.9e-04 3.1e-04 2.6e-04 4.0e-04 2.9e-04 3.1e-04 2.1e-04 3.2e-04 3.5e-04

10780 3.8e-04 1.8e-04 1.5e-04 1.8e-04 9.7e-05 1.4e-04 1.0e-04 2.1e-04 2.2e-04

21730 2.3e-04 NaN 8.8e-05 1.2e-04 6.8e-05 9.0e-05 5.9e-05 1.1e-04 1.4e-04

43956 1.4e-04 NaN 4.5e-05 7.2e-05 3.6e-05 4.1e-05 2.7e-05 8.1e-05 8.5e-05

88936 8.9e-05 NaN 3.0e-05 4.4e-05 2.2e-05 2.7e-05 1.3e-05 5.4e-05 5.3e-05

density: 14.6 14.6 16.5 12.7 16.5 19.4 19.4 9.8 19.4

Bảng 3.5: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 7: Sai số Eref của fem2 trên đỉnh của các
tứ diện tối ưu với H0 = 0.5 và mật độ ma trận hệ số.

#Ξint 272 824 1113 2357 5127 10138 21821 44238 90396 density

fem2 9.4e-04 3.8e-04 2.8e-04 1.2e-04 6.1e-05 2.8e-05 1.3e-05 5.8e-06 3.0e-06 27.3

Sai số của phương pháp RBF-FD sử dụng các thuật toán chọn khác nhau, kể cả tet,

nếu không bị lỗi đều nhỏ hơn (6 lần) so với sai số của fem1 trên các tâm giống nhau.

Sai số của fem2 trong Bảng 3.5 trên tập Ξint có số tâm tương đương tốt hơn kết quả

của tất cả các phương pháp trong Bảng 3.4. Điều này được giải thích thực tế là nếu

nghiệm u của bài toán là hàm khả vi vô hạn, thì các phương pháp bậc cao hơn như

fem2 sẽ có lợi hơn. Tuy nhiên, mật độ ma trận cứng của fem2 bằng 27.3 cao hơn rất

nhiều mật độ ma trận hệ số của các phương pháp trong Bảng 3.4.

Bảng 3.4 cũng cho thấy các phương pháp có sai số nhỏ hơn đều có mật độ ma trận

hệ số cao hơn. So sánh các phương pháp có cùng mật độ ma trận hệ số thì oct-dist17

tốt hơn so với oct và pQR4sel, tốt hơn 20near và pQR4. Hơn nữa Hình 3.23(a) biểu

diễn đồ thị sai số của các phương pháp ứng với nnz của ma trận hệ số, được tính bằng

#Ξint nhân với mật độ ma trận hệ số tương ứng của nó. Hình 3.23(a) không có kết quả
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của tet vì nó bị lỗi trên một số bộ Ξ và với phương pháp oct-dist chỉ có kết quả sai

số ứng với k = 17, vì kết quả này tốt hơn kết quả k = 13.

Với bộ tâm là đỉnh của các tứ diện tối ưu, nghiệm xấp xỉ của oct-dist với k = 17

và pQR4sel có độ chính xác tốt nhất và tốt hơn nghiệm của phương pháp fem1.

Trong thử nghiệm tiếp theo, tập Ξ được tạo là các nút lưới đều trong Ω, với các

điểm biên được tạo ra bằng phép chiếu vuông góc như đã trình bảy ở trên. Kết quả

thử nghiệm số được biểu diễn trong Bảng 3.6 và Hình 3.23(b). Đối với phương pháp

không lưới RBF-FD, chúng tôi dùng cấu trúc lưới của các nút và tính Laplace trong

(2.1) với trọng số là 7- tâm cổ điển bởi công thức (3.7) bất cứ khi nào có thể.

Ξ
7star
ζ

= {ζ ,ζ ± (h,0,0),ζ ± (0,h,0),ζ ± (0,0,h)},

wζ ,ζ =−6h−2, wζ ,ξ = h−2, ξ ∈ Ξζ \{ζ},

∆u(ζ )≈ 1
h2 [u(ζ +(h,0,0))+u(ζ − (h,0,0))+u(ζ +(0,h,0))+

+u(ζ − (0,h,0))+u(ζ +(0,0,h))+u(ζ − (0,0,h))−6u(ζ )] .

(3.7)

Các trọng số còn lại cũng có được bằng xấp xỉ hàm cơ sở bán kính bởi (3.4) trên bộ tâm

Ξ7star
ζ

. Do đó, các phương pháp chọn tâm và tính trọng số được mô tả trong Phần 2.4

và công thức (3.4) chỉ được áp dụng với ζ ∈ Ξint ở gần biên thỏa mãn Ξ7star
ζ

̸⊂ Ξint,

nên mật độ ma trận hệ số trên miền rời rạc chỉ lớn hơn 7 một chút.

Kết quả của fem1 đạt được trên các tứ diện của các nút trong Ξ bởi lệnh MATLAB

delaunayTriangulation, nó tạo ra các tứ diện thuộc Ω từ miền lồi. Các tham số

của phương pháp oct-dist là k = 18, còn các giá trị khác giống như ở trên.

Ngoại trừ phương pháp tet bị lỗi trên một số tập các tâm, sai số của các phương

pháp không lưới còn lại xấp xỉ nhau và nhỏ hơn sai số của fem1, đặc biệt là mật độ

ma trận hệ số của các phương pháp không lưới chỉ bằng một nửa mật độ ma trận cứng

của fem1.

Trong Bảng 3.6, phương pháp chọn tập các tâm là 30 điểm gần nhất (30near)

không làm tăng mật độ ma trận hệ số, tức là phương pháp này cũng chủ yếu sử dụng

tập các tâm là cấu trúc lưới 7-điểm. Sai số của phương pháp 30near tốt hơn sai số

của phương pháp 20near, do đó nên sử dụng tập có số tâm lớn hơn trong trường hợp

này, điều này có thể là do u đủ mịn và nó không thể thực hiện với các bài toán có miền

hình học phức tạp được giới thiệu ở phía sau, như Bài toán 8.



113

So sánh Hình 3.23(a) và Hình 3.23(b) cho thấy sai số ứng với nnz của các phương

pháp RBF-FD trên các nút lưới trong miền tốt hơn sai số trên đỉnh các tứ diện tối ưu,

nhưng sai số của fem1 lại ngược lại.

Bảng 3.6: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 7: Sai số Eref trên lưới đều và các điểm
biên được tạo bởi phép chiếu vuông góc. Sử dụng cấu trúc chọn tâm 7-điểm cho phương
pháp RBF-FD bất cứ khi nào có thể.

#Ξint
FEM Sử dụng đa thức r5 tính trọng số pQR

fem1 tet oct oct-dist 20near 30near pQR4sel pQR3 pQR4

304 9.7e-03 9.9e-04 1.9e-03 2.9e-03 1.4e-03 6.6e-04 2.0e-03 1.1e-03 1.0e-03

624 6.7e-03 6.4e-04 9.3e-04 1.5e-03 8.0e-04 4.1e-04 1.2e-03 5.7e-04 5.9e-04

1308 4.0e-03 3.5e-04 3.4e-03 9.0e-04 6.2e-04 3.9e-04 7.2e-04 5.5e-04 4.8e-04

2822 2.0e-03 2.1e-04 2.5e-04 4.9e-04 3.1e-04 2.0e-04 3.7e-04 2.7e-04 2.2e-04

5196 1.5e-03 1.4e-04 2.3e-04 3.1e-04 2.0e-04 1.3e-04 2.4e-04 1.9e-04 1.5e-04

10935 8.8e-04 NaN 7.9e-05 1.7e-04 1.1e-04 8.3e-05 1.3e-04 9.9e-05 8.4e-05

23436 5.1e-04 4.9e-05 4.9e-05 9.2e-05 6.7e-05 5.0e-05 7.5e-05 6.1e-05 5.0e-05

46251 3.3e-04 NaN 2.7e-05 5.3e-05 4.1e-05 3.2e-05 4.5e-05 3.6e-05 3.1e-05

89372 2.1e-04 NaN 1.8e-05 3.2e-05 2.5e-05 2.0e-05 2.7e-05 2.3e-05 2.0e-05

density 14.7 7.4 7.4 7.7 7.6 8.3 7.8 7.0 7.8

Thử nghiệm cuối cùng đối với Bài toán 7 là sử dụng các nút trong Halton và các

nút biên được tạo ra bằng phép chiếu vuông góc như Hình 3.23(d). Kết quả được biểu

diễn trong Bảng 3.7 và Hình 3.23(c), trong đó phương pháp fem1 sử dụng các tứ diện

thuộc Ξ được tạo bởi lệnh delaunayTriangulation trong MATLAB. Các tham số

sử dụng cho phương pháp oct-dist là δ = 0.9, s = 1, n = 3 và k = 17. Kết quả

của các phương pháp tet và pQR3 bị lỗi tại một số tập Ξ, nên không được vẽ trong

Hình 3.23(c). Sai số của pQR3 rất lớn trên hai tập Ξ cuối, điều đó cho thấy sự không

ổn định của ma trận hệ số, điều này sẽ được phân tích chi tiết trong Bài toán 8. Phương

pháp pQR4 có kết quả sai số cao hơn đáng kể so với các thuật toán lựa chọn tâm còn

lại, kể cả phương pháp sử dụng thuật toán chọn tâm đơn giản là lựa chọn 20 điểm

gần nhất 20near, nó là phương pháp tốt nhất trong trường hợp này. Các phương pháp

RBF-FD cho kết quả sai số tốt trên các nút Halton và tốt hơn trên đỉnh của các tứ diện

tối ưu, trong khi sai số của fem1 cao nhất khi Ξ là điểm Halton.

Hiệu quả của FEM phụ thuộc vào chất lượng lưới, đặc biệt là sự đều về hình dạng

của các phần tử, như ví dụ trong [29]. Do đó, ngoài các kết quả như trên, Bảng 3.8

còn giới thiệu thông tin về sự phân bố hệ số tỷ lệ khung hình của tứ diện được tạo ra

theo 3 cách trên. Hệ số tỷ lệ khung hình (nghịch đảo) của một tứ diện T có các đỉnh
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Bảng 3.7: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 7: Sai số Eref trên nút trong Halton và các
điểm biên được tạo bởi phép chiếu vuông góc.

#Ξint
FEM Sử dụng đa thức r5 tính trọng số pQR

fem1 tet oct oct-dist 20near pQR4sel pQR3 pQR4

303 1.7e-02 NaN 3.2e-03 1.8e-03 2.0e-03 1.8e-03 3.9e-03 1.0e-02

627 1.1e-02 NaN 1.0e-03 1.2e-03 8.3e-04 1.2e-03 1.6e-03 3.0e-03

1308 6.1e-03 NaN 7.8e-04 9.8e-04 3.3e-04 5.0e-04 9.4e-04 1.3e-03

2699 3.5e-03 NaN 3.6e-04 3.3e-04 2.1e-04 2.6e-04 3.8e-04 7.9e-04

5493 2.1e-03 NaN 2.9e-04 2.1e-04 1.4e-04 1.6e-04 2.1e-04 5.1e-04

11140 1.2e-03 NaN 1.9e-04 1.6e-04 5.6e-05 7.8e-05 1.5e-04 2.9e-04

22561 7.6e-04 NaN 7.6e-05 7.1e-05 2.9e-05 6.9e-05 1.2e-04 1.9e-04

45513 4.3e-04 NaN 3.8e-05 5.6e-05 3.5e-05 4.1e-05 3.0e+08 1.1e-04

91655 2.7e-04 NaN 3.0e-05 2.6e-05 1.7e-05 2.1e-05 2.1e+08 7.4e-05

density 16.0 16.0 16.5 16.7 19.4 19.4 9.8 19.4

104 105 106

nzz

10-5

10-4

10-3

10-2

rm
s

fem1

fem2

oct

oct-dist

20near

pQR4sel

pQR3

pQR4

(a) Sai số trên đỉnh của các tứ diện tối ưu
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(b) Sai số trên lưới đều và các điểm biên
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(c) Sai số trên điểm Halton và các điểm biên
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(d) Tâm rời rạc được tạo bởi điểm Halton

Hình 3.23: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 7: Các sai số Eref ứng với kết quả trong các
bảng: (a) Bảng 3.4 và Bảng 3.5, với oct-dist là oct-dist17, (b) Bảng 3.6, (c) Bảng 3.7
và (d) Tâm rời rạc của miền Ω được tạo bởi điểm Halton với 2699 tâm trong miền, 632
điểm biên.
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A,B,C,D được tính bởi công thức

γT = 2
√

6ρT/hT (3.8)

trong đó hT là độ dài lớn nhất của các cạnh của tứ diện T ,

hT = max(hAB, hAC, hAD, hBC, hBD, hCD),

và ρT là bán kính hình cầu nội tiếp tứ diện T [31, p. 1317]

ρT =
|α|∥∥N(ABC)

∥∥+∥∥N(ABD)

∥∥+∥∥N(ACD)

∥∥+∥∥N(BCD)

∥∥ ,
với α =

−→
AB.

(−→
AC×−→

AD
)

và N(ABC) =
−→
AB×−→

AC là véc tơ pháp tuyến của mặt phẳng

ABC. Hệ số 2
√

6 được chọn sao cho 0 ≤ γT ≤ 1, γT = 0 ứng với tứ diện suy biến và

γT = 1 với tứ diện đều. Tứ diện T có chất lượng tốt khi giá trị tỷ lệ khung hình γT

lớn. Bảng 3.8 là kết quả giá trị nhỏ nhất "minγ" và "avgγ" giá trị trung bình của γT

trên tất cả các tứ diện ứng với bộ tâm Ξ cuối cùng trong mỗi Bảng 3.4, 3.6 và 3.7,

đồng thời là số % của tứ diện có γT nhận giá trị trong các khoảng 0–0.25, 0.25–0.5,

0.5–0.75 và 0.75–1.0. Kết quả cho thấy chất lượng của tứ diện tối ưu sử dụng trong

thử nghiệm đầu tiên cao hơn đáng kể so với hai loại tứ diện còn lại, điều này dẫn đến

sai số của fem1 là nhỏ nhất trên đỉnh của các tứ diện tối ưu so với sai số của nó trên 2

loại tứ diện khác. Nhưng đối với các phiên bản của phương pháp RBF-FD thì tính đều

cao hơn về hình dạng của tứ diện tối ưu không mang lại lợi thế.

Bảng 3.8: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 7: Thống kê hệ số tỷ lệ khung hình γT với
3 cách tạo lưới tứ diện sử dụng trong các thử nghiệm số của fem1, cụ thể là tứ diện tối ưu
như trong Bảng 3.4, tứ diện tạo ra từ các nút lưới đều như trong Bảng 3.6 và tứ diện tạo
ra từ các nút Halton như trong Bảng 3.7.

Loại tứ diện minγ avgγ 0 < γ ⩽ 0.25 0.25 < γ ⩽ 0.5 0.5 < γ ⩽ 0.75 0.75 < γ ⩽ 1.0

Tứ diện tối ưu 0.50 0.87 0.0% 0.0% 6.3% 93.7%

Tứ diện từ lưới đều 4.6e-02 0.68 0.1% 2.2% 96.5% 1.2%

Tứ diện từ điểm Halton 1.8e-03 0.63 4.8% 21.0% 45.8% 28.4%

3.2.2 Bài toán thực tế có miền hình học phức tạp

Bài toán 8 (BracketTwoHoles). Xét phương trình Poisson ∆u = −10 với điều kiện

biên Dirichlet u|∂Ω
= 0 trên miền Ω được xuất ra từ file STL ‘BracketTwoHoles.stl’

trong PDE Toolbox của MATLAB [50], như Hình 3.24(a).
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(a) Miền Ω
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(b) Tâm rời rạc được tạo bởi Gmsh

Hình 3.24: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 8: (a) Miền BracketTwoHoles vẽ bởi
lệnh pdegplot trong PDE Toolbox của MATLAB [50] và (b)Tâm rời rạc của miền Ω

được tạo bởi Gmsh với 2529 tâm trong miền, 6303 tâm trên biên.

Vì chưa tìm được nghiệm chính xác của bài toán bằng phương pháp giải tích, nên

chúng tôi tính nghiệm của fem2 trên 1605099 điểm, bởi lệnh createMesh, với các

tham số Hmax = 1.7, Hmin = Hmax/3, Hgrad = 1.5 và GeometricOrder = 2 và sử

dụng nó làm nghiệm tham chiếu.

Tương tự Bài toán 7, thử nghiệm đầu tiên với tập Ξ là đỉnh của các tứ diện tối ưu,

được tạo bởi lệnh generateMesh, với H0 = 8.5. Các giá trị tham số cho Thuật toán

oct-dist là δ = 0.9, s = 1, n = 3 và k = 13 . Kết quả thử nghiệm số được trình bày

trong Bảng 3.9. Sai số của fem2 trên đỉnh của các tứ diện tối ưu với H0 = 17 được

biểu diễn trong Bảng 3.10. Hình 3.26(a) là các đường cong sai số ứng với nnz. Kết

quả thử nghiệm số cho thấy nghiệm của phương pháp RBF-FD sử dụng các thuật toán

oct-dist, pQR3 và pQR4 chính xác hơn nghiệm của fem1 và xấp xỉ nghiệm của fem2.

Trong thử nghiệm tiếp theo, tập Ξ là đỉnh của các tứ diện không tối ưu trong miền

Ω. Vì miền của bài toán không lồi, nên lệnh delaunayTriangulation không thể tạo

ra các tứ diện nằm trong miền Ω, nên chúng tôi đã sử dụng Gmsh [30] và tắt tính năng

làm mịn và tối ưu, như đã trình bày ở trên, với H0 = 8.5 như Hình 3.24(b). Chất lượng

của 2 loại tứ diện được so sánh trong Bảng 3.11. Các tham số sử dụng cho Thuật toán

oct-dist là δ = 0.9, s = 3, n = 6 và k = 17.

Kết quả thử nghiệm số được trình bày trong Bảng 3.12 và Hình 3.26(b). Do tet,

oct và 20near bị lỗi vì không chọn được tập các tâm tính trọng số thỏa mãn điều

kiện (3.5), trong khi pQR3 có sai số cao và thậm chí dẫn đến một ma trận hệ số (2.2)

suy biến với tập Ξ cuối cùng, nên Hình 3.26(b) chỉ biểu diễn đồ thị sai số của phương
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Bảng 3.9: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 8: Sai số Eref trên đỉnh của các tứ diện tối
ưu với H0 = 8.5.

#Ξint
FEM Sử dụng đa thức r5 tính trọng số pQR

fem1 tet oct oct-dist 20near pQR4sel pQR3 pQR4

871 5.5e-02 4.3e-02 6.1e-02 3.2e-02 7.6e-02 7.7e-02 3.8e-02 2.5e-02

2086 4.3e-02 NaN 5.6e-02 3.5e-02 6.3e-02 6.2e-02 3.2e-02 2.2e-02

4150 3.4e-02 2.9e-02 3.7e-02 2.4e-02 4.4e-02 4.5e-02 2.4e-02 1.6e-02

9628 1.9e-02 1.8e-02 2.4e-02 1.4e-02 3.3e-02 3.2e-02 1.2e-02 1.1e-02

19493 1.5e-02 1.3e-02 2.0e-02 1.2e-02 2.4e-02 2.2e-02 1.1e-02 9.5e-03

41215 8.6e-03 NaN 1.1e-02 6.2e-03 1.5e-02 1.5e-02 7.8e-03 5.2e-03

86699 6.8e-03 NaN 9.3e-03 6.0e-03 1.1e-02 1.1e-02 6.1e-03 4.4e-03

178432 4.5e-03 NaN 7.2e-03 4.7e-03 6.8e-03 7.5e-03 4.9e-03 3.1e-03

density 14.2 14.2 15.9 12.4 18.8 18.7 9.5 18.7

Bảng 3.10: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 8: Sai số Eref của fem2 trên đỉnh của các
tứ diện tối ưu với H0 = 17.

#Ξint 1197 2647 4121 9507 21034 39659 87900 173262 density

fem2 4.0e-02 2.3e-02 1.6e-02 9.7e-03 6.6e-03 5.0e-03 3.1e-03 2.3e-03 25.9

Bảng 3.11: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 8: Thống kê hệ số tỷ lệ khung hình γT với
2 cách tạo lưới tứ diện sử dụng trong các thử nghiệm số của fem1, đó là tứ diện tối ưu như
trong Bảng 3.9 và tứ diện không tối ưu như trong Bảng 3.12.

Loại tứ diện minγ avgγ 0 < γ ⩽ 0.25 0.25 < γ ⩽ 0.5 0.5 < γ ⩽ 0.75 0.75 < γ ⩽ 1.0

Tứ diện tối ưu 0.51 0.88 0.0% 0.0% 2.8% 97.2%

Tứ diện không tối ưu 3.1e-05 0.78 1.7% 5.8% 25.1% 67.4%

Bảng 3.12: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 8: Sai số Eref trên đỉnh của các tứ diện
không tối ưu.

#Ξint
FEM Sử dụng đa thức r5 tính trọng số pQR

fem1 tet oct oct-dist 20near 30near 40near pQR4sel pQR3 pQR4

726 1.3e-01 NaN NaN 7.1e-02 NaN NaN NaN 1.1e-01 2.1e-01 1.1e-01

1491 1.1e-01 NaN NaN 7.1e-02 NaN NaN 1.2e-01 8.3e-02 1.8e+00 4.5e-02

2529 6.8e-02 NaN NaN 4.9e-02 NaN NaN NaN 5.8e-02 1.2e-01 3.4e-02

4954 5.0e-02 NaN NaN 3.6e-02 NaN NaN NaN 4.1e-02 3.6e-02 1.6e-01

9940 3.4e-02 NaN NaN 2.6e-02 NaN NaN 5.4e-02 3.2e-02 7.3e-02 1.5e-02

19834 2.4e-02 NaN NaN 1.7e-02 NaN NaN NaN 2.2e-02 6.7e-02 1.3e-02

41941 1.6e-02 NaN NaN 1.3e-02 NaN NaN 3.0e-02 1.5e-02 9.9e-03 8.1e-03

86541 1.1e-02 NaN 1.0e-02 9.6e-03 NaN NaN 2.1e-02 1.1e-02 6.7e-03 5.9e-03

178450 7.4e-03 NaN NaN 6.7e-03 NaN NaN NaN 7.7e-03 Inf 3.9e-03

density 14.9 14.9 15.9 15.9 18.4 27.4 36.3 18.8 9.6 18.8
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pháp RBF-FD sử dụng các thuật toán oct-dist, pQR4sel và pQR4. Tuy nhiên, sai số

của phương pháp pQR3 ứng với miền rời rạc khi #Ξint = 86541 là một trong những

sai số tốt nhất, với mật độ ma trận hệ số thấp hơn so với tất cả các phương pháp khác

trong bảng và với tập Ξ của miền rời rạc khi #Ξint = 4954, sai số của pQR3 còn tốt

hơn sai số của pQR4. Trong Hình 3.26(b) cũng vẽ đồ thị sai số của pQR4 vì sai số của

nó trên các tập Ξ là tốt nhất so với các phương pháp khác.

Bảng 3.13: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 8: Hệ số ổn định σ trên đỉnh của các tứ
diện không tối ưu.

#Ξint oct-dist pQR4sel pQR3 pQR4

726 91.4 76.1 2.9e+16 1.6e+03

1491 58.6 82.9 1.6e+17 3.4e+03

2529 59.0 68.2 1.6e+17 5.9e+02

4954 58.7 64.9 2.1e+17 3.5e+03

9940 59.2 58.6 2.5e+16 7.0e+02

19834 59.8 59.6 6.6e+15 3.0e+02

41941 60.2 60.3 60.6 60.7

86541 60.6 60.5 60.8 60.7

178450 60.7 60.7 inf 61.1

Nguyên nhân làm cho các sai số của phương pháp pQR lớn trên một số tập các tâm

có liên quan đến tính toàn cục của ma trận hệ số của hệ phương trình tuyến tính (2.2).

Để đánh giá điều này, chúng tôi đã tính hệ số ổn định của ma trận hệ số của hệ phương

trình (2.2). Hệ số ổn định của ma trận A được tính bởi công thức

σ := condest(AT )/∥A∥∞, (3.9)

trong đó A là ma trận hệ số của hệ phương trình (2.2), xem Bảng 3.13. Công thức

(3.9) được đề xuất trong [54], sử dụng hiệu quả khi tính số điều kiện của ma trận bằng

chuẩn 1 bởi lệnh condest trong MATLAB, để đánh giá sự ổn định khi phân tích sai

số của FEM giải phương trình elliptic. Thật không may, chưa có kết quả lý thuyết nào

tính hệ số ổn định và phân tích sai số của các phương pháp không lưới [14]. Tuy nhiên,

các giá trị trong Bảng 3.13 cho thấy, các sai số lớn luôn đi kèm với các giá trị cao của

σ . Đối với hai phương pháp ổn định nhất là oct-dist và pQR4sel, có đồ thị trong

Hình 3.26(b), thì σ < 100, trong khi pQR4 tạo ra các ma trận có σ ≥ 300 khi i ≤ 5 và

σ > 3000 ứng với tập Ξ có sai số lớn nhất trong Hình 3.26(b) khi i = 3. pQR3 có sai
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số lớn khi i ≤ 5 và i = 8 tương ứng với σ rất lớn và kết quả tốt khi i ∈ {6,7} ứng với

σ ≈ 61, gần bằng mức tối thiểu σ = 58.6 trong Bảng 3.13. Các thử nghiệm số của

phương pháp RBF-FD trên đỉnh của các tứ diện tối ưu được biểu diễn trong Bảng 3.9

có giá trị 56.3 ≤ σ ≤ 68.9.

 

(a) Tam giác STL trên biên

 

data1

data2

i

(b) 30 điểm gần nhất có vị trí tồi

Hình 3.25: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 8: (a) Hình dạng tam giác STL trên biên
và (b) 30 điểm ξi, i = 1,2, . . . ,30, gần ζ nhất của các tứ diện không tối ưu. Các điểm này
đều nằm trong mặt phẳng ngang trừ ζ và 4 điểm trên cùng.

Bảng 3.14: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 8: Sai số Eref trên các điểm trong miền là
lưới đều và điểm biên là phép chiếu vuông góc. Sử dụng tính trọng số với tập 7- điểm bất
cứ khi nào có thể.

#Ξint

30near pQR4sel pQR3 pQR4

Eref σ Eref σ Eref σ Eref σ

1004 1.3e-01 67.4 1.2e-01 617.9 1.2e-01 884.1 3.1e-01 2.1e+04

2572 1.1e-01 68.0 6.0e-02 63.5 4.7e-02 62.1 2.0e+00 1.5e+04

4344 2.0e-01 2.1e+03 4.4e-01 9.0e+03 2.0e-01 4.1e+03 7.4e+00 2.6e+06

8883 4.6e-01 5.9e+03 5.1e-01 1.2e+04 5.9e-01 5.4e+03 9.4e+00 4.7e+05

21228 2.8e-02 62.9 1.6e-02 61.8 1.5e-02 362.4 4.8e-02 1.2e+03

45808 3.6e-02 64.0 1.7e-02 62.2 1.1e-02 61.7 2.6e-01 3.6e+03

92528 2.0e-02 62.9 1.7e-02 62.8 6.7e-03 61.9 3.4e-02 299.0

176179 6.8e-01 7.8e+03 7.8e-01 3.5e+04 7.3e-01 1.5e+04 8.1e+00 6.5e+06

density 10.5 7.1 6.9 7.1
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Do 20near bị lỗi tại tất cả các tập Ξ, nên chúng tôi đã tăng số điểm lân cận lên

30, 40 và đưa kết quả sai số tương ứng là 30near, 40near vào Bảng 3.12, hai phương

pháp này có mật độ ma trận hệ số tăng cao, tuy nhiên kết quả sai số vẫn rất tồi kể

cả của 40near. Nguyên nhân là do liên quan đến các dạng của file STL, nó thường

bao gồm nhiều tam giác mỏng và dài trên biên, các thuật toán tạo tứ diện đều bắt đầu

bằng cách tạo các cạnh biên, sau đó là các tam giác biên, sau đó thêm các đỉnh vào

bên trong miền. Do đó, các vùng lân cận của một số tâm bên trong bao gồm nhiều nút

trên biên đồng phẳng, không thuận lợi cho công thức vi phân số, xem Hình 3.25. Do

đó, sẽ là tốt khi thuật toán chọn tâm loại bỏ một số nút đồng phẳng này kể cả khi nó

là lân cận gần nhất với ζ .

Trong thử nghiệm tiếp theo, tập Ξint được tạo ra là các nút lưới đều và ∂Ξ là hình

chiếu vuông góc trên biên, sử dụng tính trọng số bằng tập 7- điểm bất cứ khi nào có

thể. Tuy nhiên, không có thuật toán chọn tâm nào cho kết quả tốt trong trường hợp

này. Các thuật toán 20near, oct và oct-dist không chọn được tập Ξζ thoả mãn

đa thức (3.5). Sai số của các phương pháp RBF-FD sử dụng các thuật toán 30near,

pQR4sel, pQR3 và pQR4 được biểu diễn trong Bảng 3.14 rất tồi và không ổn định. Kết

quả trong Bảng 3.14 cho thấy sai số của các phương pháp RBF-FD rất cao, ứng với

hằng số ổn định lớn hơn giá trị “bình thường” là 60.

Bảng 3.15: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 8: Sai số Eref trên các điểm trong miền là
nút lưới đều và điểm biên là đỉnh của các tứ diện tối ưu. Sử dụng trọng số 7-điểm bất cứ
khi nào có thể.

#Ξint
Sử dụng đa thức r5 tính trọng số pQR

oct oct-dist 20near 30near 40near pQR4sel pQR3 pQR4

1004 7.0e-02 5.4e-02 4.9e-02 6.7e-02 6.4e-02 3.8e-02 2.3e-02 7.0e-02

2572 5.5e-02 4.4e-02 4.2e-02 5.5e-02 4.9e-02 5.3e-02 3.9e-02 2.7e-01

4344 4.2e-02 3.7e-02 2.9e-02 3.8e-02 3.7e-02 2.8e-02 3.1e-02 3.7e-02

8883 2.9e-02 2.4e-02 1.7e-02 2.5e-02 3.0e-02 1.7e-02 2.3e-02 2.7e-02

21228 1.2e-02 1.2e-02 9.5e-03 1.2e-02 1.3e-02 8.7e-03 6.1e-03 2.0e-02

45808 1.7e-02 1.1e-02 1.1e-02 1.4e-02 1.2e-02 1.5e-02 1.1e-02 7.7e-02

92528 5.5e-03 3.9e-03 3.8e-03 4.8e-03 4.8e-03 5.2e-03 4.6e-03 1.8e-02

176179 8.1e-03 3.7e-03 4.0e-03 3.8e-03 1.2e-02 2.9e-03 4.8e-03 1.1e-02

density 7.9 8.2 8.6 9.9 11.4 8.6 7.0 8.6
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Bảng 3.16: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 8: Sai số Eref trên điểm trong miền là
điểm Halton và điểm biên là phép chiếu vuông góc.

#Ξint
Sử dụng đa thức r5 tính trọng số pQR

oct-dist 20near pQR4sel pQR3 pQR4

1165 6.9e-02 9.2e-02 1.0e-01 9.2e-01 3.3e+00

2474 2.7e-01 7.7e-02 6.4e-02 8.0e-02 3.7e-01

5187 2.7e-02 8.3e-02 5.2e-02 2.9e+00 8.1e-01

10754 1.9e-02 5.3e-02 5.0e-02 2.3e-02 2.5e-01

22093 1.3e-02 1.5e-02 1.5e-02 3.3e-02 3.6e-01

45172 7.6e-03 1.8e-02 8.1e-03 2.0e-02 2.8e-01

91893 6.0e-03 2.8e-02 6.5e-03 1.6e-02 3.7e-02

186274 4.0e-03 9.0e-03 4.2e-03 5.1e-02 5.5e-02

density 16.3 18.8 18.9 9.6 18.9

Kết quả của các phương pháp RBF-FD sẽ tốt hơn nếu tập Ξ được tạo ra như trong

trường hợp các nút lưới đều của Bài toán 7, nó là kết hợp các nút lưới đều bên trong

miền với điểm biên được lấy là đỉnh của các tứ diện tối ưu như trong thử nghiệm đầu

tiên của bài toán. Cụ thể, tham số được chọn H0 = 8.5 và với mỗi i= 0, . . . ,7, các điểm

trong miền là các nút lưới đều với khoảng cách h = 0.9Hmax, với Hmax= H02−i/3, còn

các điểm biên được tạo bởi lệnh generateMesh, với Hmax như trên và lấy đỉnh trên

biên của tứ diện tối ưu làm điểm biên của Ξ. Kết quả thử nghiệm số được biểu diễn

trong Bảng 3.15 và Hình 3.26(c). Các tham số của phương pháp RBF-FD sử dụng

Thuật toán oct-dist là δ = 0.9, s = 1, n = 3 và k = 18. Kết quả của phương pháp

RBF-FD với tất cả các thuật toán chọn tâm đều hiệu quả, mặc dù đồ thị sai số trong

Hình 3.26(c) không đơn điệu, đặc biệt với tập Ξ có 45808 điểm trong miền (i = 5)

không thuận lợi cho tất cả các phương pháp. Tuy nhiên, quan sát đồ thị sai số của

pQR3, ứng với i = 4 rất bất thường, trong thử nghiệm số thì sai số này là tốt nhất

so với các kết quả khác với cùng số nút bên trong của miền rời rạc (khoảng 20000).

Hệ số ổn định σ của tất cả các phương pháp trong Bảng 3.15 trừ pQR4, thỏa mãn

58.2 ≤ σ ≤ 67.4. Với pQR4, hệ số ổn định σ = 90.4 khi i = 2, σ = 413 khi i = 5, còn

lại σ < 70, do đó sai số khi i = 2 và i = 5 của pQR4 cao hơn đáng kể so với các kết

quả khác. Ngoài 20near, trong Bảng 3.15 còn có sai số của các thuật toán 30near,

40near. Tuy nhiên, ngược với Bài toán 7, sai số của các thuật toán 30near, 40near

không cải thiện so với sai số của Thuật toán 20near.
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Thử nghiệm cuối cùng của bài toán sử dụng các điểm trong miền của tập Ξ là

điểm Halton và các điểm biên là phép chiếu vuông góc. Kết quả tốt hơn so với trường

hợp tập Ξ có các điểm trong miền là nút lưới đều kết hợp với các điểm biên là phép

chiếu vuông góc. Sai số của các phương pháp được biểu diễn trong Bảng 3.16 và

Hình 3.26(d). Các tham số của Thuật toán oct-dist giống như trong trường hợp của

Bài toán 7 là δ = 0.9, s = 1, n = 3 và k = 17. Sai số của phương pháp RBF-FD khi sử

dụng các thuật toán oct-dist và pQR4sel là tốt hơn các kết quả khác và nhỏ hơn so

với các sai số đạt được trên đỉnh của các tứ diện tối ưu. Các thuật toán chọn tâm tet

và oct không chọn được tập các tâm thỏa mãn (3.5). Sai số của pQR3 và pQR4 rất cao,

do đó nó không được vẽ trong Hình 3.26(d). Sự bất thường của các đường cong biểu

diễn sai số trong Hình 3.26(d) tương ứng với giá trị của hệ số ổn định, cụ thể là: Kết

quả ứng với Thuật toán oct-dist là σ = 546.9 khi i = 1 và 61 ≤ σ ≤ 80.1 với các

trường hợp còn lại. Với Thuật toán pQR4sel thì σ = 138.5 khi i = 3 và 60.8 ≤ σ ≤ 63

cho các trường hợp khác, ngoại trừ nút thô nhất (i = 0) thì σ = 582.7 nhưng không

dẫn đến sai số cao. Đối với Thuật toán 20near, σ giảm từ 1854,9 xuống 63,0 trong

khoảng i = 0 đến i = 4, tăng lên 118,4 khi i = 6 và lại giảm xuống 62,9 khi i = 7.
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(d) Sai số trên điểm Halton và các điểm biên

Hình 3.26: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 8: Các sai số Eref ứng với kết quả trong
các bảng: (a) Các bảng 3.9 và 3.10, (b) Bảng 3.12, (c) Bảng 3.15, (d) Bảng 3.16.
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Bài toán 9 ([50, Section 3], Forearm Link). Xét phương trình Poisson ∆u = −10

với điều kiện biên Dirichlet đồng nhất u|∂Ω
= 0 trên miền Ω xác định bởi file STL

‘ForearmLink.stl’ trong PDE Toolbox của MATLAB [50] như Hình 3.27(a).
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(b) Tập giá trọng số Ξζ

Hình 3.27: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 9: (a) Miền Ω xuất ra từ file ’Forearm-
Link.stl’ trong PDE Toolbox của MATLAB [50] và (b) Tập giá trọng số Ξζ được chọn
bởi các thuật toán trong trường hợp miền Ω được tạo bởi điểm Halton.

Tương tự Bài toán 8, vì chưa tìm được nghiệm chính xác của bài toán bằng

phương pháp giải tích nên chúng tôi tìm và sử dụng nghiệm tham chiếu là nghiệm

của fem2 trên 641825 điểm được xác định bởi lệnh createMesh với các tham số

Hmax= 6,8/27/3 ≈ 1,35, Hmin= Hmax/3, Hgrad = 1.5 và GeometricOrder = 2 như

trong [18].

Cũng như các bài toán thử nghiệm trước, tập các tâm rời rạc Ξ của miền Ω được

tạo bởi các cách khác nhau như: đỉnh của các tứ diện tối ưu, đỉnh của các tứ diện

không tối ưu, các điểm trong miền là các nút lưới đều kết hợp với các điểm biên là

đỉnh của các tứ diện tối ưu và kết hợp các điểm trong miền là điểm Halton với điểm

biên là phép chiếu vuông góc. Hình 3.27(b) là kết quả chọn giá véc tơ trọng số Ξζ của

các thuật toán oct-dist, pQ4sel, pQR3, pQ4 trong trường hợp tập các tâm rời rạc

Ξ của miền Ω được tạo bởi các điểm Halton với điểm biên là phép chiếu vuông góc.

Kết quả thử nghiệm số được trình bày trong các bảng 3.17 - 3.22 và Hình 3.28.

Thuật toán oct-dist sử dụng δ = 0.7, với các tham số s,n,k như trong chú thích của

các bảng. Đồ thị sai số của pQR4sel trong Hình 3.28(b) đã bỏ qua sai số lớn khi i = 4

và Hình 3.28(c) cũng bỏ qua sai số bằng NaN của oct trong bảng tương ứng.



124

Bảng 3.17: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 9: Sai số Eref trên đỉnh của các tứ diện tối
ưu với H0 = 6.8. Các tham số của oct-dist là s = 1, n = 3, k = 13.

#Ξint
FEM Sử dụng đa thức r5 tính trọng số pQR

fem1 tet oct oct-dist 20near pQR4sel pQR3 pQR4

816 3.5e-02 NaN 3.4e-02 2.7e-02 8.8e-02 4.9e-02 2.1e-02 3.0e+00

1254 2.4e-02 NaN 2.8e-02 1.9e-02 7.6e-02 4.1e-02 1.7e-02 9.4e-02

2414 1.8e-02 NaN 2.0e-02 1.4e-02 3.6e-02 2.6e-02 1.2e-02 4.4e-02

4423 1.2e-02 NaN 1.5e-02 1.0e-02 2.5e-02 1.8e-02 9.4e-03 4.2e-02

8401 8.4e-03 NaN 1.0e-02 7.3e-03 1.8e-02 1.4e-02 6.8e-03 6.9e-03

16437 5.9e-03 NaN 7.8e-03 5.1e-03 1.2e-02 9.7e-03 4.5e-03 1.0e-02

33030 4.2e-03 NaN 6.0e-03 3.8e-03 9.6e-03 7.2e-03 3.3e-03 2.7e-03

65652 3.2e-03 NaN 4.4e-03 3.1e-03 6.3e-03 5.2e-03 2.6e-03 3.5e-03

133295 1.9e-03 NaN 2.8e-03 1.7e-03 4.6e-03 3.5e-03 1.6e-03 1.3e-03

density 14.2 14.2 16.0 12.4 18.8 18.8 9.5 18.8

Bảng 3.18: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 9: Sai số Eref của fem2 trên đỉnh của các
tứ diện tối ưu với H0 = 7.1.

#Ξint 10268 14078 24426 40806 71249 132581 density

fem2 9.1e-03 6.5e-03 5.3e-03 3.3e-03 2.1e-03 1.3e-03 25.5

Bảng 3.19: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 9: Sai số Eref trên đỉnh của các tứ diện
không tối ưu. Các tham số của oct-dist là s = 3, n = 6 và k = 17.

#Ξint
FEM Sử dụng đa thức r5 tính trọng số pQR

fem1 tet oct oct-dist 20near pQR4sel pQR3 pQR4

553 7.9e-02 NaN NaN 1.23e+00 NaN 1.23e-01 1.85e+00 3.04e+00

738 6.1e-02 NaN NaN 6.95e-01 NaN 9.04e-02 2.22e-01 1.79e+00

1092 5.8e-02 NaN NaN 5.31e-02 NaN 5.98e-02 1.30e-01 3.62e-01

1918 4.1e-02 NaN NaN 6.30e-02 NaN 3.47e-02 1.14e-01 1.04e+01

3967 2.8e-02 NaN NaN 1.92e-02 NaN 1.90e+05 1.06e+01 6.02e-01

7964 1.6e-02 NaN NaN 1.37e-02 NaN 2.10e-02 1.20e-01 5.89e-02

16219 1.4e-02 NaN NaN 7.68e-03 NaN 1.13e-02 Inf 8.26e-03

32460 6.6e-03 NaN NaN 5.61e-03 NaN 7.74e-03 2.27e-01 1.00e-01

65240 5.7e-03 NaN NaN 4.37e-03 NaN 5.85e-03 2.46e+06 2.25e-02

132782 5.1e-03 NaN NaN 2.58e-03 NaN 3.82e-03 3.63e-03 1.76e-03

density 14.9 14.9 15.9 15.93 18.3 18.8 9.6 18.8
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Bảng 3.20: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 9: Thống kê hệ số tỷ lệ khung hình γT
với 2 cách tạo tứ diện sử dụng trong các thử nghiệm số của fem1, đó là tứ diện tối ưu như
trong Bảng 3.17 và tứ diện không tối ưu như trong Bảng 3.19.

Loại tứ diện minγ avgγ 0 < γ ⩽ 0.25 0.25 < γ ⩽ 0.5 0.5 < γ ⩽ 0.75 0.75 < γ ⩽ 1.0

Tứ diện tối ưu 0.09 0.88 0.0% 0.1% 4.6% 95.3%

Tứ diện không tối ưu 1.0e-13 0.72 7.7% 8.7% 24.6% 58.9%

Bảng 3.21: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 9: Sai số Eref trên các điểm trong là nút
lưới đều và điểm biên là đỉnh của các tứ diện tối ưu. Sử dụng trọng số 7-điểm bất cứ khi
nào có thể. Các tham số của oct-dist là s = 1, n = 3 và k = 18.

#Ξint
Sử dụng đa thức r5 tính trọng số pQR

oct oct-dist 20near pQR4sel pQR3 pQR4

393 NaN 4.0e-02 1.4e-01 3.9e-02 2.7e-02 3.1e-01

805 3.7e-02 3.1e-02 1.1e-01 3.4e-01 1.5e-02 8.4e-02

1812 NaN 2.2e-02 1.2e-01 1.7e-02 1.1e-02 2.7e-02

3816 2.1e-02 1.1e-02 2.3e-02 1.1e-02 8.6e-03 6.7e-02

7507 8.8e-03 9.3e-03 2.4e-02 8.7e-03 5.5e-03 2.1e-02

16143 7.3e-03 5.5e-03 1.1e-02 5.6e-03 4.0e-03 1.8e-02

32862 5.0e-03 4.6e-03 6.6e-03 4.1e-03 2.5e-03 6.2e-03

66716 4.2e-03 2.7e-03 4.1e-03 2.7e-03 2.3e-03 9.1e-03

135410 NaN 2.7e-03 3.6e-03 1.9e-03 1.7e-03 7.7e+00

density 7.6 7.9 8.1 8.3 6.9 8.3

Bảng 3.22: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 9: Sai số Eref trên điểm trong miền là
điểm Halton và điểm biên là phép chiếu vuông góc. Các tham số của oct-dist là s = 1,
n = 3 và k = 17.

#Ξint
Sử dụng đa thức r5 tính trọng số pQR

oct-dist 20near pQR4sel pQR3 pQR4

392 2.6e-01 3.3e-01 1.3e+00 1.0e-01 3.3e-01

862 1.9e-01 2.8e-01 1.1e-01 5.3e-01 3.7e-01

1819 1.9e-02 5.4e-02 5.1e-02 2.0e-01 1.5e+00

3808 6.2e-02 6.1e-02 1.3e-01 6.2e-02 8.9e-01

7886 3.1e-02 2.4e-02 1.1e-02 2.6e-02 1.6e+00

16181 6.3e-03 7.9e-03 5.4e-03 2.2e-02 2.9e-01

33076 3.1e-03 4.1e-03 3.4e-03 3.9e-03 3.4e-02

67148 2.5e-03 7.9e-02 3.1e-03 3.7e-02 3.5e-01

135971 1.9e-02 3.3e-03 2.1e-03 2.1e+00 2.1e-02

density 16.4 18.9 19.0 9.6 19.0
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(c) Sai số trên lưới đều và các điểm biên của (a)
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(d) Sai số trên điểm Halton và các điểm biên

Hình 3.28: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 9: Các sai số Eref ứng với kết quả trong
các bảng: (a) Các bảng 3.17 và 3.18, (b) Bảng 3.19, (c) Bảng 3.21, (d) Bảng 3.22.

Kết quả thử nghiệm số tương tự như kết quả của Bài toán 8: Thuật toán tet bị lỗi

do không chọn được bộ tâm thỏa mãn (3.5). Thuật toán 20near cũng bị lỗi trên tập

các tâm Ξ là đỉnh của các tứ diện không tối ưu. Tương tự Thuật toán oct cũng lỗi

trên tập tâm này và tập tâm là kết hợp của các điểm trong miền là điểm Halton với

điểm biên là phép chiếu vuông góc và cũng xảy ra lỗi tại i = {0, 2, 8} của tập tâm Ξ

với điểm trong miền là các nút lưới đều kết hợp với các điểm biên là đỉnh của các tứ

diện tối ưu. Các đồ thị sai số trong Hình 3.28(b-d) không phải lúc nào cũng đơn điệu,

điều đó cho thấy sự dao động về tính ổn định của ma trận hệ số. Kết quả của Thuật

toán oct-dist là tốt nhất trong tất cả các trường hợp và Thuật toán pQR3 có sai số tốt

với 2 trường hợp tập tâm Ξ là đỉnh của các tứ diện tối ưu và tập tâm Ξ với các điểm

trong miền là các nút lưới đều kết hợp với các điểm biên là đỉnh của các tứ diện tối

ưu. Ngược lại với Bài toán 8, Thuật toán pQR4 không cho kết quả tốt trên tập các tâm

Ξ là đỉnh của các tứ diện không tối ưu.
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Bài toán 10 (BeamTrussJunction). Xét phương trình Poisson ∆u = −10 với điều

kiện biên Dirichlet đồng nhất bằng không trên miền Ω như Hình 3.29, được xác định

bởi mô hình trong file STL tại địa chỉ

https://cults3d.com/en/3d-model/various/beam-truss-cross-and-t-junction-134.
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(b) Tâm rời rạc được tạo bởi lưới đều

Hình 3.29: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 10: (a) Miền Ω xuất ra từ mô hình STL
“Beam Truss Cross and T Junction 134” được vẽ bởi lệnh pdegplot trong PDE Toolbox
của MATLAB và (b) Các tâm rời rạc được tạo bởi lưới đều với 815 điểm trong miền, 3550
điểm trên biên.

Nghiệm tham chiếu của Bài toán được tìm bằng fem2 trên 1337199 điểm lưới

được tạo bởi lệnh createMesh với các tham số Hmax = 0.3, Hmin = Hmax/3, Hgrad

= 1.5 và GeometricOrder = 2.

Bài toán được thử nghiệm tương tự như Bài toán 9. Kết quả thử nghiệm số được

trình bày trong từ Bảng 3.23 đến Bảng 3.28 và Hình 3.30. Các tham số được sử dụng

cho Thuật toán oct-dist là δ = 0.7 và s,n,k được ghi trong phần ghi chú của các

bảng tương ứng. Kết quả sai số của các phương pháp tương tự như Bài toán 8 và Bài

toán 9, đặc biệt mặc dù mật độ ma trận hệ số của fem2 cao nhưng sai số của nó cao

hơn đáng kể so với sai số của fem1 và của phương pháp RBF-FD sử dụng các thuật

toán chọn tâm khác nhau. Chúng tôi đã hy vọng sai số của fem2 tốt hơn trên tập các

tâm có phân bố dày hơn, nhưng trong thử nghiệm số thì không có lợi.

 https://cults3d.com/en/3d-model/various/beam-truss-cross-and-t-junction-134.
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Bảng 3.23: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 10: Sai số Eref trên đỉnh của các tứ diện
tối ưu với H0 = 3. Các tham số của oct-dist là s = 1, n = 3, k = 13.

#Ξint
FEM Sử dụng đa thức r5 tính trọng số pQR

fem1 tet oct oct-dist 20near pQR4sel pQR3 pQR4

538 6.8e-02 NaN NaN 1.2e-01 1.5e-01 5.3e-02 5.3e-02 2.1e-01

664 6.7e-02 NaN 4.2e-02 4.2e-02 1.1e-01 4.9e-02 3.7e-02 9.7e-02

760 5.6e-02 NaN 3.8e-02 3.4e-02 1.1e-01 4.9e-02 3.2e-02 6.6e-02

1177 4.7e-02 2.9e-02 3.9e-02 3.0e-02 9.3e-02 4.4e-02 2.9e-02 4.0e-02

2122 3.2e-02 2.1e-02 3.6e-02 2.4e-02 7.9e-02 3.5e-02 2.5e-02 2.3e-02

3421 2.3e-02 1.7e-02 3.2e-02 1.7e-02 7.3e-02 2.9e-02 1.9e-02 1.5e-02

7101 1.7e-02 NaN 2.6e-02 1.4e-02 5.0e-02 2.5e-02 1.4e-02 1.2e-02

14798 1.2e-02 1.1e-02 1.7e-02 1.1e-02 3.6e-02 1.8e-02 1.1e-02 8.6e-03

32246 8.8e-03 NaN 1.5e-02 7.9e-03 2.5e-02 1.5e-02 8.2e-03 6.4e-03

67566 6.8e-03 NaN 1.1e-02 6.4e-03 1.9e-02 1.0e-02 6.7e-03 5.8e-03

138312 4.9e-03 NaN 8.2e-03 4.7e-03 1.1e-02 8.4e-03 4.7e-03 3.8e-03

density 13.9 13.9 15.6 12.2 18.4 18.4 9.3 18.4

Bảng 3.24: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 10: Sai số Eref của fem2 trên đỉnh của các
tứ diện tối ưu với H0 = 3.

#Ξint 8809 10518 11200 15396 24735 35879 69018 135949 density

fem2 6.4e-02 4.7e-02 5.4e-02 3.8e-02 2.8e-02 2.4e-02 1.2e-02 7.2e-03 24.9

Bảng 3.25: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 10: Sai số Eref trên đỉnh của các tứ diện
không tối ưu với H0 = 1.5/21/3. Các tham số của oct-dist là s = 3, n = 6 và k = 17.

#Ξint
FEM Sử dụng đa thức r5 tính trọng số pQR

fem1 tet oct oct-dist 20near pQR4sel pQR3 pQR4

876 5.0e-02 NaN NaN 4.5e-02 1.0e+00 5.4e-02 1.5e-01 9.9e-02

1852 3.7e-02 NaN NaN 4.4e-02 2.4e-01 5.2e-02 2.6e+01 2.6e-02

3483 3.1e-02 NaN NaN 3.4e-02 2.6e-01 4.0e-02 4.4e-01 1.9e-02

7137 2.8e-02 NaN 3.3e-02 2.6e-02 9.8e-02 3.2e-02 3.5e-02 2.3e-02

15226 1.6e-02 NaN 2.3e-02 1.9e-02 6.7e-02 2.4e-02 1.5e-02 1.1e-02

31609 1.3e-02 2.9e-02 1.7e-02 1.5e-02 4.7e-02 1.9e-02 9.7e-03 9.5e-03

66627 1.0e-02 NaN NaN 1.1e-02 3.1e-02 1.4e-02 7.4e-03 6.8e-03

137521 7.5e-03 NaN 9.2e-03 8.3e-03 2.1e-02 1.0e-02 6.0e-03 5.4e-03

density 14.6 14.6 15.5 15.5 17.7 18.3 9.4 18.3
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Bảng 3.26: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 10: Thống kê hệ số tỷ lệ khung hình γT
với 2 cách tạo tứ diện sử dụng trong các thử nghiệm số của fem1, đó là tứ diện tối ưu như
trong Bảng 3.23 và tứ diện không tối ưu như trong Bảng 3.25.

Loại tứ diện minγ avgγ 0 < γ ⩽ 0.25 0.25 < γ ⩽ 0.5 0.5 < γ ⩽ 0.75 0.75 < γ ⩽ 1.0

Tứ diện tối ưu 0.43 0.88 0.0% 0.0% 6.0% 94.0%

Tứ diện không tối ưu 1.2e-05 0.75 3.6% 7.3% 28.1% 61.0%

Bảng 3.27: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 10: Sai số Eref trên các điểm trong là
nút lưới đều đỉnh và điểm biên là đỉnh của các tứ diện tối ưu. Sử dụng trọng số 7-điểm
bất cứ khi nào có thể. Các tham số của oct-dist là s = 1, n = 3 và k = 18. Bắt đầu với
h = 0.9×Hmax, với Hmax= H0/2 (từ i = 3), vì h lớn hơn dẫn đến đặt Ξ có rất ít điểm.

#Ξint
Sử dụng đa thức r5 tính trọng số pQR

oct oct-dist 20near pQR4sel pQR3 pQR4

815 5.6e-02 5.1e-02 1.9e-01 5.0e-02 4.6e-02 8.4e-01

1947 4.2e-02 4.0e-02 7.0e-02 3.3e-02 2.9e-02 3.2e-01

3858 2.6e-02 2.2e-02 5.0e-02 2.4e-02 1.8e-02 6.8e-02

8239 2.6e-02 1.7e-02 3.0e-02 1.8e-02 1.5e-02 2.0e-01

16386 1.9e-02 1.4e-02 2.1e-02 1.4e-02 1.1e-02 1.3e-01

35635 1.3e-02 1.0e-02 1.4e-02 9.4e-03 7.3e-03 4.1e-02

71294 9.2e-03 7.2e-03 9.9e-03 6.1e-03 6.0e-03 6.9e-01

147878 6.1e-03 5.1e-03 5.8e-03 5.2e-03 5.4e-03 2.3e-02

density 7.7 8.2 8.4 8.7 6.8 8.7

Bảng 3.28: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 10: Sai số Eref trên điểm trong miền là
điểm Halton và điểm biên là phép chiếu vuông góc. Các tham số của oct-dist là s = 1,
n = 3 và k = 17. Bỏ qua các tập Ξ với 0 ≤ i ≤ 2.

#Ξint
Sử dụng đa thức r5 tính trọng số pQR

oct-dist 20near pQR4sel pQR3 pQR4

850 2.0e-01 2.1e+00 7.9e-01 9.1e-01 5.3e+00

1828 1.4e-01 2.9e-01 5.8e-01 8.6e-01 3.5e+00

3926 1.0e-01 1.5e-01 3.8e+00 1.1e-01 4.4e-01

8238 5.9e-01 5.6e-02 9.1e-01 1.5e-01 2.2e+00

17053 1.6e-02 3.8e-02 1.6e-02 5.3e-02 2.8e-01

35193 1.1e-02 2.2e-02 2.0e-02 5.4e-02 2.0e-01

72136 1.4e-02 1.8e-02 2.4e-02 5.4e-02 1.0e-01

146898 5.6e-03 5.6e-02 2.9e-02 7.0e-02 5.0e-01

density 16.1 18.4 18.6 9.4 18.6
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(b) Sai số trên đỉnh của các tứ diện không tối ưu

104 105 106

nzz

10-2

10-1

100

rm
s

oct

oct-dist

20near

pQR4sel

pQR3

(c) Sai số trên lưới đều và các điểm biên của (a)

104 105 106

nzz

10-2

10-1

100

rm
s

oct-dist

20near

pQR4sel

pQR3

(d) Sai số trên điểm Halton và các điểm biên

Hình 3.30: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 10: Các sai số Eref ứng với kết quả trong
các bảng: (a) Các bảng 3.23 và 3.24, (b) Bảng 3.25, (c) Bảng 3.27, (d) Bảng 3.28.

Từ các kết quả thử nghiệm số trong không gian 3 chiều cho thấy:

- Phương pháp không lưới RBF-FD sử dụng các thuật toán chọn tâm khác nhau để

tính trọng số có sai số tốt so với FEM trên các bài toán có miền hình học phức tạp.

- Cấu trúc tứ diện đều để tạo các điểm trong Ξ không quan trọng đối với các

phương pháp RBF-FD, điều này đã được đưa ra trong thử nghiệm số của Bài toán 7.

Trong các bài toán thử nghiệm khác, hiệu quả của phương pháp RBF-FD trên đỉnh của

các tứ diện không tối ưu kém hơn đáng kể, nguyên nhân có thể do các yếu tố khác,

như các thuật toán tạo tứ diện áp dụng cho các miền xuất từ file STL, (xem phần thử

nghiệm của Bài toán 8). Việc rời rạc điểm biên trên các miền không lồi được xác định

bởi các mô hình trong file STL là rất quan trọng để phương pháp RBF-FD đạt hiệu quả.

Phương pháp tạo điểm biên tốt nhất trong các thử nghiệm là sử dụng điểm biên là đỉnh

của các tứ diện tối ưu. Đối với các điểm bên trong miền, phương pháp rẻ nhưng cho

hiệu quả tốt để tạo các điểm trong của miền rời rạc là tạo các nút lưới đều Descartes,
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bộ tâm này cũng có lợi thế là làm cho mật độ ma trận hệ số rất thấp và cung cấp khả

năng sử dụng tính trọng số 7- điểm như phương pháp sai phân hữu hạn, cho hầu hết

các tâm bên trong miền. Tuy nhiên, với bất kỳ cách tạo điểm nào, nếu chọn được bộ

tâm để tính trọng số tốt thì nghiệm của phương pháp RBF-FD sẽ tốt.

- Hệ số số ổn định σ được giới thiệu trong Bài toán 8 như một cách để đánh giá

hiệu quả của phương pháp RBF-FD khi chọn được tập giá véc tơ trọng số thỏa mãn

(3.5). Trong một số trường hợp của tập Ξ, hệ số ổn định của 2 thuật toán hiệu quả nhất

là Thuật toán oct-dist và Thuật toán pQR4sel cũng không tránh khỏi tăng đột biến

và khó dự đoán, nhưng ít nhất chúng có thể được phát hiện nếu σ được tính.

- Thuật toán chọn tâm k-near không phải là một trong những thuật toán hiệu quả,

như 20near có sai số cao nhất trên bộ tâm là đỉnh của các tứ diện tối ưu trong tất cả

các bài toán có miền xuất ra từ file STL và thường bị lỗi trên các nút lưới đều. Việc

tăng thêm số điểm gần nhất (tăng k) cũng không cải thiện được kết quả như trong Bài

toán 8. Thuật toán oct-dist có kết quả tốt nhất trong số các phương pháp chọn tâm

được xem xét. Một thuật toán cũng hoạt động ổn định trên tập Ξ được tạo bởi các cách

khác nhau là Thuật toán pQR4sel, tuy nhiên sai số của nó thường cao hơn sai số của

Thuật toán oct-dist.

3.3 Kết luận

Trong chương này chúng tôi đã giới thiệu các kết quả đạt được là:

• Trình bày chi tiết các thử nghiệm số trong không gian 2 chiều cho phương pháp

RBF-FD, sử dụng kết hợp thuật toán chọn giá véc tơ trọng số OT1 và thuật toán

sinh tâm thích nghi OT2 mới được đề xuất trên các bài toán có miền hình học

phức tạp, nghiệm có kỳ dị, hoặc nghiệm có độ dao động mạnh, đối sánh kết quả

của phương pháp RBF-FD trên tâm thích nghi không lưới mới với kết quả của

FEM trên lưới thích nghi và kết quả của phương pháp RBF-FD sử dụng kết hợp

thuật toán chọn tâm ODP1 và thuật toán sinh tâm thích nghi ODP2 trên tâm thích

nghi. Kết quả thử nghiệm số cho thấy nghiệm của phương pháp RBF-FD sử dụng

kết hợp 2 thuật toán mới được đề xuất OT1 và OT2, ổn định và có độ chính xác

cao hơn so với nghiệm của FEM và nghiệm của phương pháp RBF-FD sử dụng kết

hợp 2 thuật toán ODP1 và ODP2, đồng thời chi phí tính toán của các thuật toán

mới cũng giảm đáng kể.
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• Giới thiệu tỉ mỉ các thử nghiệm số trong không gian 3 chiều cho phương pháp

RBF-FD sử dụng các thuật toán chọn tâm được đề xuất 8-Octants, 16-Octants,

oct-dist, đồng thời áp dụng các thuật toán tet, k-near, pQR4sel, pQR3,

pQR4 cho phương pháp RBF-FD trên các bài toán có miền hình lồi hoặc miền

hình học phức tạp trong thực tế với các cách rời rạc miền khác nhau, đối sánh

các kết quả của phương pháp RBF-FD với kết quả của FEM. Kết quả thử nghiệm

số cho thấy, nghiệm của phương pháp RBF-FD sử dụng các thuật toán chọn tâm

khác nhau có độ chính xác tốt và có thể so sánh với nghiệm của FEM.
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KẾT LUẬN

Luận án nghiên cứu phương pháp không lưới RBF-FD giải phương trình đạo hàm

riêng elliptic, các kết quả Luận án đạt được:

• Đề xuất thuật toán chọn tâm mới hỗ trợ tính véc tơ trọng số cho phương pháp

RBF-FD giải phương trình đạo hàm riêng elliptic trong không gian 2 chiều.

• Đề xuất thuật toán sinh tâm thích nghi cho phương pháp RBF-FD giải phương

trình đạo hàm riêng elliptic trong không gian 2 chiều trên các bài toán có miền

hình học phức tạp, nghiệm có kỳ dị hoặc dao động lớn.

• Đề xuất 3 thuật toán chọn tâm mới cho phương pháp RBF-FD trong không gian

3 chiều trên các bài toán có miền lồi hoặc miền hình học phức tạp.

• Nghiên cứu chi tiết các thử nghiệm số cho phương pháp RBF-FD sử dụng các

thuật toán được đề xuất giải phương trình đạo hàm riêng elliptic trong không

gian 2 chiều trên các bài toán có miền hình học phức tạp, nghiệm có kỳ dị hoặc

dao động lớn. Đồng thời xây dựng các thử nghiệm số cho phương pháp RBF-FD

trong không gian 3 chiều trên các bài toán miền lồi hoặc miền hình học phức

tạp trong thực tế, với các cách tạo điểm của miền rời rạc khác nhau.

Các kết quả thử nghiệm số cho thấy, kết quả của phương pháp RBF-FD sử dụng các

thuật toán mới được đề xuất có độ chính xác cao hơn kết quả của FEM và kết quả của

phương pháp RBF-FD sử dụng các thuật toán đã được đề xuất, đồng thời chi phí tính

toán của các thuật toán mới cũng giảm.

Luận án cũng mở ra một số hướng để có thể tiếp tục nghiên cứu:

• Nghiên cứu phương pháp RBF-FD giải phương trình đạo hàm riêng elliptic với

điều kiện biên Neumann hoặc điều kiện biên hỗn hợp.

• Phát triển thuật toán sinh tâm cho phương pháp RBF-FD trong không gian 3

chiều.

• Vấn đề tăng tốc độ tính toán của phương pháp cũng cần được nghiên cứu.

• Nghiên cứu phương pháp RBF-FD giải các bài toán có chứa tham số bé.

• Chứng minh tính xấp xỉ, ổn định và hội tụ của nghiệm xấp xỉ.
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