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Một số ký hiệu và viết tắt

H không gian Hilbert.

R tập hợp các số thực.

⟨·, ·⟩ tích vô hướng trên H.

∥ · ∥ chuẩn trên H.

∪,
⋃

phép hợp của các tập hợp.

∩,
⋂

phép giao của các tập hợp.

I toán tử đồng nhất.

T ∗ toán tử liên hợp của toán tử tuyến tính T .

∅ tập hợp rỗng.

{xn} dãy các phần tử xn.

xn ⇀ x dãy {xn} hội tụ yếu đến x.

xn → x dãy {xn} hội tụ mạnh đến x.

∀ với mọi.

x ∈ C x thuộc tập C.

x /∈ C x không thuộc tập C.

∃ tồn tại.

ℓ2 không gian các dãy số thực có bình phương khả tổng.

L2[0, 1] không gian các hàm bình phương khả tích trên đoạn [0, 1].

NC(x0) nón pháp tuyến của tập C tại điểm x0.
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lim inf
n→∞

xn giới hạn dưới của dãy {xn}.

lim sup
n→∞

xn giới hạn trên của dãy {xn}.

PC(x) phép chiếu mêtric của x lên tập C.

supM cận trên đúng của tập M .

infM cận dưới đúng của tập M .

Zer(A) tập không điểm của toán tử A.

Fix(A) tập điểm bất động của toán tử A.

argmin
x∈C

F (x) tập các điểm cực tiểu của hàm F trên C.

iC(x) hàm chỉ của tập C.

dom f miền hữu hiệu của hàm f .

epi f trên đồ thị (epigraph) của hàm f .

∂f(x) dưới vi phân của hàm f tại x.

∇f(x) gradient của hàm f tại x.

JA
r toán tử giải (resolvent) của toán tử A.

SFP bài toán chấp nhận tách.

MSSFP bài toán chấp nhận tách đa tập.

SFP-MOS bài toán chấp nhận tách với đa tập đầu ra.

SCFPP-MOS bài toán điểm bất động chung tách với đa tập đầu ra.

SCNPP-MOS bài toán không điểm chung tách với đa tập đầu ra.

VIP bài toán bất đẳng thức biến phân.

SCSP-MOE bài toán nghiệm chung tách cho lớp phương trình toán tử đơn

điệu với đa tập đầu ra.

SMPP-MOS bài toán điểm cực tiểu chung tách với đa tập đầu ra.
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1

Mở đầu

1. Lịch sử vấn đề và lý do chọn đề tài

Phương trình toán tử (Operator Equation Problem), viết tắt là (OEQ) là một trong

những mô hình cơ bản và quan trọng của Toán học hiện đại. Nhiều bài toán trong giải

tích và ứng dụng có thể quy về việc giải phương trình toán tử tổng quát dưới dạng

A(x) = f, x ∈ U, f ∈ V, (OEQ)

trong đó A là một toán tử từ không gian U vào không gian V .

Lý thuyết cơ bản về phương trình toán tử tuyến tính hay phi tuyến thường được

xây dựng trong không gian Hilbert hoặc Banach, bắt nguồn từ lý thuyết cổ điển về

phương trình vi phân và tích phân, đồng thời tạo nên nền tảng cho nhiều hướng nghiên

cứu hiện đại trong toán học ứng dụng. Trong Toán học thuần túy, bài toán (OEQ)

liên quan mật thiết đến nhiều lĩnh vực lý thuyết khác nhau như: bất đẳng thức biến

phân; tối ưu hóa; lập trình toán học và lý thuyết điểm bất động (xem [8,12,31,47,58]).

Trong Vật lý và Cơ học, các phương trình Navier–Stokes mô tả chuyển động của chất

lỏng, phương trình Schrödinger trong cơ học lượng tử, hay các bài toán tiếp xúc và

ma sát trong cơ học chất rắn đều có thể được diễn đạt dưới dạng phương trình toán

tử (xem [41, 48, 67]). Trong những năm gần đây, nhiều nghiên cứu về khoa học dữ liệu

và tính toán hiện đại, xử lý tín hiệu và tái tạo ảnh cũng được quy về các phương trình

toán tử nghịch đảo (xem [23,28]).

Trong Toán học cũng như trong thực tiễn, người ta thường gặp phải các bài toán

mà trong đó lời giải cần thoả mãn đồng thời nhiều điều kiện ràng buộc đặt tại những

không gian khác nhau. Một trong những mô hình toán học tiêu biểu cho loại bài toán
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này là bài toán chấp nhận tách (Split Feasibility Problem) trong các không gian Hilbert

hữu hạn chiều, viết tắt là (SFP), được giới thiệu lần đầu tiên bởi Y. Censor và T.

Elfving (xem [17]) cho mô hình bài toán ngược. Bài toán (SFP) được phát biểu như

sau: Cho C và Q lần lượt là các tập con lồi, đóng và khác rỗng trong các không gian

Hilbert thực H1 và H2, T : H1 → H2 là một toán tử tuyến tính bị chặn.

Tìm phần tử p ∈ C sao cho T (p) ∈ Q. (SFP)

Kể từ khi ra đời, bài toán chấp nhận tách (SFP) đã trở thành chủ đề nghiên cứu

quan trọng và được ứng dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực thực tế như xử lý tín hiệu

và khôi phục ảnh (xem [15]), liệu pháp xạ trị điều chỉnh cường độ, giúp tối ưu hóa

phương pháp điều trị (xem [18, 19]), giải quyết các bài toán cân bằng trong kinh tế và

lý thuyết trò chơi (xem [40]) và một số ứng dụng khác.

Một mở rộng của bài toán chấp nhận tách (SFP) là bài toán chấp nhận tách đa tập

hợp (Multiple-Sets Split Feasibility Problem), viết tắt là (MSSFP). Bài toán này được

Y. Censor và các cộng sự đề xuất và nghiên cứu vào năm 2005 (xem [18]), được trình

bày như sau: Cho Ci, i = 1, 2, . . . , N là N tập con lồi đóng khác rỗng của không gian

Hilbert thực H1 và Qj, j = 1, 2, . . . ,M là M tập con lồi đóng khác rỗng của không

gian Hilbert thực H2, T : H1 → H2 là một toán tử tuyến tính bị chặn.

Tìm p ∈
N⋂
i=1

Ci sao cho T (p) ∈
M⋂
j=1

Qj . (MSSFP)

Giả sử C là một tập con lồi và đóng của không gian Hilbert H1. Ta biết rằng tập

điểm cực tiểu của hàm chỉ

iC(x) =

0, nếu x ∈ C,

∞, nếu x /∈ C

là argminH1 iC(x) = C. Do đó, ta nhận được C = Zer(∂iC), với ∂iC là dưới vi phân

của iC (trong [58], R. T. Rockafellar đã chỉ ra rằng ∂iC là một toán tử đơn điệu
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cực đại). Ngoài ra, C cũng là tập không điểm của toán tử đơn điệu A xác định bởi

A = I − PC . Do đó, ta có thể xem bài toán chấp nhận tách (SFP) hay (MSSFP) là

trường hợp riêng của bài toán không điểm chung tách.

Bài toán không điểm chung tách (Split Common Null Point Problem), viết tắt là

(SCNPP) (xem [16,27,65,66]) được cho như sau: Cho Ai : H1 → 2H1, i = 1, 2, . . . , N

và Bj : H2 → 2H2, j = 1, 2, . . . ,M tương ứng là các toán tử đơn điệu cực đại trong các

không gian Hilbert thực H1 và H2, T : H1 → H2 là một toán tử tuyến tính bị chặn.

Tìm phần tử p ∈
N⋂
i=1

Zer(Ai) ∩ T−1

(
M⋂
j=1

Zer(Bj)

)
. (SCNPP)

Nếu Ai là toán tử đơn điệu cực đại, thì toán tử giải JAi
r = (I + rAi)

−1 là một ánh

xạ không giãn và Zer(Ai) = Fix(JAi
r ) với mọi r > 0. Như vậy, bài toán không điểm

chung tách (SCNPP) có thể đưa về bài toán điểm bất động chung tách tương ứng.

Bài toán điểm bất động chung tách (Split Common Fixed Point Problem), viết

tắt là (SCFPP) (xem [20, 61, 72, 78]) được phát biểu như sau: Cho Ti : H1 → H1,

i = 1, 2, . . . , N và Sj : H2 → H2, j = 1, 2, . . . ,M là các ánh xạ không giãn trên các

không gian Hilbert thực H1 và H2. T : H1 → H2 là một toán tử tuyến tính bị chặn.

Tìm phần tử p ∈
N⋂
i=1

Fix(Ti) ∩ T−1

(
M⋂
j=1

Fix(Sj)

)
. (SCFPP)

Bài toán chấp nhận tách cùng các bài toán liên quan ngày càng được mở rộng

và tổng quát hơn. Năm 2020, S. Reich và cộng sự đã nghiên cứu và giới thiệu một

mô hình tổng quát của bài toán chấp nhận tách, được gọi là bài toán chấp nhận tách

với đa tập đầu ra (Split Feasibility Problem with Multiple Output Sets), viết tắt là

(SFP-MOS) (xem [52,53]). Bài toán được phát biểu như sau:

Cho H, Hi, i = 1, 2, . . . , N , là các không gian Hilbert thực, Ti : H → Hi,

i = 1, 2, . . . , N , là các toán tử tuyến tính bị chặn. Cho C và Qi là các tập con lồi,

đóng, khác rỗng của H và Hi, i = 1, 2, . . . , N , tương ứng. Bài toán yêu cầu:

Tìm phần tử p ∈ H sao cho p ∈ C và Ti(p) ∈ Qi, (SFP-MOS)
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với mọi i = 1, 2, . . . , N . Trong trường hợp N = 1 thì bài toán (SFP-MOS) trở thành

bài toán (SFP). Một số lớp bài toán liên quan như bài toán không điểm chung tách

với đa tập đầu ra (xem [54]) hay bài toán điểm bất động tách với đa tập đầu ra cũng

đã được nghiên cứu (xem [55,56]).

Bài toán không điểm chung tách với đa tập đầu ra (Split Common Null Point

Problem with Multiple Output Sets), viết tắt là (SCNPP-MOS), được phát biểu như

sau: Cho A : H → 2H và Ai : Hi → 2Hi, i = 1, 2, . . . , N , là các toán tử đơn điệu cực

đại. Cho Ti : H → Hi, i = 1, 2, . . . , N , là các toán tử tuyến tính bị chặn.

Tìm một phần tử p ∈ Zer(A) ∩

(
N⋂
i=1

T−1
i (Zer(Ai))

)
. (SCNPP-MOS)

Bài toán điểm bất động chung tách với đa tập đầu ra (Split Common Fixed Point

Problem with Multiple Output Sets), viết tắt là (SCFPP-MOS), được cho như sau:

Cho S : H → H và Si : Hi → Hi, i = 1, 2, . . . , N , là các ánh xạ không giãn. Cho

Ti : H → Hi, i = 1, 2, . . . , N , là các toán tử tuyến tính bị chặn.

Tìm một phần tử p ∈ Fix(S) ∩

(
N⋂
i=1

T−1
i (Fix(Si))

)
. (SCFPP-MOS)

Mặc dù chỉ mới được đề xuất trong thời gian gần đây, lớp bài toán chấp nhận tách

với đa tập đầu ra đã thu hút sự quan tâm đáng kể của cộng đồng nghiên cứu. Minh

chứng cho điều này là nhiều công trình khoa học đã được công bố theo hướng tiếp cận

này. Điển hình như công trình [52], tính đến tháng 06/2026, đã nhận được 139 trích

dẫn. Các công trình này tập trung theo hai hướng chính: một là, mở rộng và khái quát

hóa mô hình bài toán sang các lớp ánh xạ hoặc không gian tổng quát hơn; hai là, đề

xuất, phân tích cũng như cải tiến các thuật toán lặp nhằm nâng cao tốc độ hội tụ và

tính ổn định của phương pháp. Ví dụ như, năm 2022 trong công trình [77], F. Wang

đã chỉ ra rằng, trong thực tế, các tập hợp lồi đơn giản như nửa mặt phẳng hay hình

cầu đóng thường được sử dụng trong các thuật toán giải bài toán chấp nhận tách do

việc chiếu trực giao lên các tập này tương đối dễ dàng. Tuy nhiên, trong nhiều ứng
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dụng, các tập hợp xuất hiện có thể là những tập phức tạp hơn, chẳng hạn như tập

điểm bất động của các ánh xạ phi tuyến, khiến việc chiếu trực tiếp trở nên khó khăn.

Do đó, để mở rộng khả năng áp dụng mô hình, F. Wang đã nghiên cứu một mô hình

bài toán chấp nhận tách với đa tập đầu ra dưới dạng sau.

Tìm x† ∈ Fix(A0) ∩

(
N⋂
i=1

T−1
i (Fix(Ai))

)
,

trong đó Ai : Hi → Hi, i = 0, 1, 2, . . . , N là ánh xạ phi tuyến, Ti : H → Hi là ánh xạ

tuyến tính bị chặn, i = 1, 2, . . . , N . Năm 2024, S. Gebregiorgis và các cộng sự (xem [30])

cũng đã kết hợp bài toán chấp nhận tách với đa tập đầu ra với bài toán điểm bất động

cho lớp ánh xạ nửa co thành một mô hình tổng quát hơn, với mục tiêu là xác định

một phần tử x∗ ∈ H1 thỏa mãn

x∗ ∈ C ∩

(
p⋂

j=1

T−1
j

(
rj⋂
k=1

Qjk

))
∩ Fix(S),

trong đó C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của H1, Tj : H1 → H2, j = 1, 2, . . . , p là

các toán tử tuyến tính bị chặn, Qjk ⊂ H2, k = 1, 2, . . . , rj là các tập lồi, đóng, khác

rỗng và S : C → C là ánh xạ nửa co.

Ngoài ra, nhiều công trình nghiên cứu gần đây đã tiếp tục phát triển và mở rộng

các kết quả liên quan đến bài toán (SFP-MOS). Có thể kể đến các đóng góp của

Y. Zhang và Y. Guan (xem [81]), H. Cui và các cộng sự (xem [25, 26]), T. Taddele

và cộng sự (xem [63]), S. Rashid và cộng sự (xem [57]), N. T. T. Thủy và các cộng

sự (xem [43,74,75]), T. V. Thắng và các cộng sự (xem [68,69]), cùng nhiều nghiên cứu

khác. Qua đó cho thấy hướng nghiên cứu về các bài toán tách với đa tập đầu ra vẫn

đang tiếp tục phát triển và mở ra nhiều triển vọng ứng dụng trong khoa học cũng như

thực tiễn.

Xuất phát từ các mô hình bài toán (OEQ), (SFP) và (SFP-MOS), năm 2023 trong

công trình (CT1), chúng tôi giới thiệu và nghiên cứu một mô hình bài toán mới, gọi là

“Bài toán nghiệm chung tách cho lớp phương trình toán tử đơn điệu với đa
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tập đầu ra” (SCSP-MOE: Split Common Solution Problem for Monotone Operator

Equations) trong không gian Hilbert, cùng với một số bài toán liên quan. Mô hình bài

toán (SCSP-MOE) trong không gian Hilbert được phát biểu như sau: Cho H và Hi,

i = 1, 2, . . . , N , là các không gian Hilbert thực. Cho A : H → H và Ai : Hi → Hi,

i = 1, 2, . . . , N , là các toán tử đơn điệu. Cho Ti : H → Hi, i = 1, 2, . . . , N , là các

toán tử tuyến tính bị chặn. Cho f và fi là các phần tử cho trước thuộc H và Hi,

i = 1, 2, . . . , N , tương ứng. Đặt

ΩA = {x ∈ H | A(x) = f},

ΩAi = {x ∈ H | Ai(Ti(x)) = fi}, với mọi i = 1, 2, . . . , N.

Bài toán yêu cầu:

Tìm một phần tử p ∈ Ω = ΩA ∩

(
N⋂
i=1

ΩAi

)
̸= ∅. (SCSP-MOE)

Nếu S : H → H là một ánh xạ không giãn, thì I − S là
1

2
- đơn điệu mạnh ngược.

Do đó, ta có một số trường hợp đặc biệt của bài toán (SCSP-MOE) như sau:

i) Cho B : H → H và Bi : Hi → Hi là các ánh xạ không giãn, f = 0 và

fi = 0, (i = 1, 2, . . . , N). Đặt A = I −B và Ai = Ii−Bi, trong đó I và Ii lần lượt

là toán tử đồng nhất của H và Hi, i = 1, 2, . . . , N , khi đó bài toán (SCSP-MOE)

trở thành bài toán điểm bất động chung tách với đa tập đầu ra :

Tìm p ∈ H sao cho B(p) = p và Bi(Ti(p)) = Ti(p).

Đặc biệt, nếu B = PC và Bi = PQi, i = 1, 2, . . . , N thì bài toán (SCSP-MOE)

trở thành bài toán chấp nhận tách với đa tập đầu ra.

ii) Cho F : H → H và Fi : Hi → Hi, i = 1, 2, . . . , N là các toán tử đơn điệu cực đại,

f = 0 và fi = 0, i = 1, 2, . . . , N . Đặt A = I − JF
r và Ai = Ii − JFi

ri , trong đó

JF
r = (I + rF )−1 và JFi

ri = (Ii + riFi)
−1 là các toán tử giải của F và Fi tương

ứng, khi đó bài toán (SCSP-MOE) trở thành bài toán không điểm chung tách với
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đa tập đầu ra:

Tìm p ∈ H sao cho F (p) = 0 và Fi(Ti(p)) = 0.

Như vậy, mô hình bài toán (SCSP-MOE) bao hàm nhiều lớp bài toán tách khác nhau,

trong đó có bài toán chấp nhận tách và một số mô hình bài toán tách liên quan. Do

các bài toán này có nhiều ứng dụng trong thực tiễn nên mô hình (SCSP-MOE) có khả

năng kế thừa và mở rộng các hướng ứng dụng đó, đặc biệt đối với các bài toán đòi hỏi

đồng thời thỏa mãn nhiều điều kiện hoặc khai thác thông tin từ nhiều nguồn. Vì vậy,

việc nghiên cứu về mô hình bài toán này cùng với đó là các phương pháp tìm nghiệm

của bài toán là một chủ đề có ý nghĩa khoa học. Trên cơ sở đó, chúng tôi lựa chọn bài

toán này làm đối tượng nghiên cứu chính của luận án.

Bên cạnh hướng mở rộng và tổng quát hóa các mô hình của bài toán chấp nhận

tách, việc phát triển các phương pháp giải cho lớp bài toán này đã thu hút sự quan

tâm đáng kể trong những năm gần đây. Sau đây, chúng tôi trình bày khái quát một số

phương pháp và thuật toán tiêu biểu. Các phương pháp này làm cơ sở cho việc xây

dựng và phân tích các phương pháp được đề xuất trong luận án.

Năm 1932, J. Hadamard (xem [34]) đã chỉ ra rằng phần lớn các bài toán tách, đặc

biệt là những bài toán có liên quan đến toán tử ngược, thường là bài toán đặt không

chỉnh (ill-posed problems). Nghiệm của chúng có thể không tồn tại, không duy nhất

hoặc không ổn định trước những nhiễu nhỏ trong dữ liệu đầu vào. Điều này gây khó

khăn đáng kể trong thực hành tính toán và trong các ứng dụng như xử lý tín hiệu, khôi

phục ảnh, hay bài toán ngược trong vật lý toán. Để khắc phục vấn đề này, năm 1943,

A. N. Tikhonov (xem [71]) đã đề xuất phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov (Tikhonov

regularization) – một công cụ cổ điển nhưng vẫn có giá trị nền tảng cho đến ngày nay.

Ý tưởng chính của phương pháp này là thay vì giải trực tiếp bài toán đặt không chỉnh

Ax = b,
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ta xét một bài toán đặt chỉnh dạng

min
x∈H

∥Ax− b∥2 + λ∥x∥2, (0.1)

trong đó A là toán tử tuyến tính, λ > 0 là tham số hiệu chỉnh (regularization parameter).

Điều kiện tối ưu bậc nhất của (0.1) tương đương với phương trình

A∗(Ax− b) + λx = 0.

Khi λ → 0, nghiệm hiệu chỉnh xλ tiến dần tới nghiệm thực của bài toán gốc. Từ đó,

phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov đã trở thành một công cụ quan trọng trong giải

tích phi tuyến và được kết hợp với nhiều phương pháp lặp hiện đại để giải các bài

toán tối ưu, bất đẳng thức biến phân, bài toán tách và nhiều bài toán khác. Những

kết quả này có thể xem trong một số công trình của Y. I. Alber và I. V. Ryazantseva

(xem [8]), M. T. Nair (xem [47]), P. K. Anh và các cộng sự (xem [4,5, 36]), cùng nhiều

tác giả khác. Điều này cho thấy phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov vẫn tiếp tục được

phát triển và mở rộng.

Một trong những phương pháp phổ biến để giải lớp bài toán chấp nhận tách đó là

phương pháp CQ, được giới thiệu lần đầu bởi C. Byrne (xem [15]). Thuật toán CQ

cùng một số mở rộng của nó nhìn chung chỉ thu được sự hội tụ yếu trong không gian

Hilbert thực vô hạn chiều với cỡ bước được chọn phụ thuộc vào chuẩn của toán tử

chuyển (trong thực tế việc tính toán chuẩn của một toán tử thường không đơn giản).

Để khắc phục được hạn chế liên quan đến việc tính chuẩn của toán tử chuyển của

thuật toán CQ, thuật toán tự thích nghi đã được đề xuất, một số nghiên cứu về thuật

toán này có thể xem trong các tài liệu [42, 51, 62, 70, 80] và các tài liệu liên quan khác.

Ưu điểm của các thuật toán này là cỡ bước được xây dựng tự thích nghi, không phụ

thuộc vào chuẩn của toán tử chuyển.

Thuật toán điểm gần kề (Proximal Point Algorithm) cũng là một trong những thuật

toán quan trọng để giải lớp bài toán chấp nhận tách. Thuật toán này được nghiên

cứu lần đầu bởi B. Martinet (xem [44]) cho bài toán cực tiểu của phiếm hàm lồi trong

không gian Hilbert H. Tác giả đã xây dựng dãy lặp {xn} hội tụ yếu đến nghiệm tối
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ưu của phiếm hàm lồi f , với xấp xỉ đầu x1 ∈ H và công thức lặp là

xn+1 = argmin
y∈H

{
f(y) +

1

2
∥y − xn∥2

}
, n ≥ 1. (0.2)

Dãy {xn} được xây dựng trong (0.2) có thể được viết lại dưới dạng

∂f(xn+1) + xn+1 ∋ xn, n ≥ 1.

Năm 1976, R. T. Rockafellar (xem [59]) đã áp dụng phương pháp điểm gần kề của

B. Martinet để tìm không điểm của toán tử đơn điệu cực đại A : H → 2H trong không

gian Hilbert H. Ông đã đề xuất một dãy lặp {xn} với điểm xuất phát x0 ∈ H, được

xác định theo quy tắc

rnA(xn+1) + xn+1 ∋ xn, n ≥ 0, rn > r0 > 0. (0.3)

Công thức lặp (0.3) tương đương với

xn+1 = JA
rn(xn),

trong đó JA
rn = (I + rnA)

−1 là toán tử giải của A với rn > r0 > 0.

Tuy nhiên, phương pháp điểm gần kề chỉ đạt được sự hội tụ yếu trong không gian

Hilbert vô hạn chiều. Một số ví dụ để chỉ ra rằng dãy lặp tạo bởi (0.3) chỉ hội tụ yếu

có thể xem trong [33] của O. Guler và [11] của H. H. Bauschke và các cộng sự. Để

đạt được sự hội tụ mạnh, phương pháp điểm gần kề được các tác giả kết hợp với một

số phương pháp như phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov, phương pháp lặp Halpern,

phương pháp xấp xỉ mềm, phương pháp chiếu co hẹp, phương pháp chiếu lai ghép và

một số phương pháp khác (xem [14,24,33,46]).

Một hướng mở rộng khác của phương pháp điểm gần kề đó là đưa thêm thành

phần quán tính vào công thức lặp của thuật toán với mong muốn để tăng tốc độ hội tụ.

Các thuật toán quán tính (inertial algorithms) có nguồn gốc từ cơ học cổ điển. Công

trình đầu tiên đặt nền móng cho thuật toán quán tính là bài báo của B. T. Polyak vào

năm 1964 (xem [49]). Trong công trình này, tác giả đã đề xuất các phương pháp lặp
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k-bước để giải phương trình toán tử trong không gian Banach, cũng như các phương

pháp giải cho bài toán tối ưu khả vi thông qua việc giải phương trình ∇f(x) = 0. Năm

1987, ý tưởng quán tính được B. T. Polyak chuẩn hóa và phát triển đầy đủ hơn trong

phương pháp Heavy Ball (xem [50]), với công thức lặp

xn+1 = xn − α∇f(xn) + β(xn − xn−1),

trong đó α > 0 và β ∈ [0, 1). Nhờ vào thành phần “quán tính” thông qua sai phân

xn − xn−1, phương pháp này đã được chỉ ra là có khả năng cải thiện đáng kể tốc độ

hội tụ so với các phương pháp một bước cổ điển trong các bài toán tối ưu lồi trơn.

Năm 2001, F. Alvarez và H. Attouch đã đưa thêm thành phần quán tính vào phương

pháp điểm gần kề, qua đó đề xuất phương pháp điểm gần kề quán tính để tìm không

điểm của toán tử đơn điệu cực đại trong không gian Hilbert (xem [6,7]). Lấy ý tưởng

từ việc đưa bài toán tiến hóa bậc hai

0 ∈ d2x

dt2
+ β

dx

dt
+ A(x), β > 0,

về dạng tương đương

0 ∈ xn+1 − 2xn + xn−1

h2
+ β

xn+1 − xn
h

+ A(xn+1).

Từ đó họ đã đưa ra thuật toán điểm gần kề quán tính như sau

xn+1 = JA
λn
(xn + θn(xn − xn−1)),

trong đó A : H → 2H là toán tử đơn điệu cực đại thỏa mãn Zer(A) ̸= ∅. Khi đó nếu

dãy tham số được chọn thỏa mãn một số điều kiện nhất định thì dãy lặp sinh bởi

thuật toán trên sẽ hội tụ yếu tới không điểm của toán tử A. Khi θn = 0 thì thuật toán

này trở thành thuật toán điểm gần kề cổ điển. Điểm đặc trưng của những thuật toán

có thành phần quán tính là mỗi bước lặp mới không chỉ phụ thuộc vào bước trước đó

mà còn kết hợp thông tin từ hai bước lặp trước. Trong một số trường hợp cụ thể, điều

này đã được chỉ ra là giúp cải thiện đáng kể hiệu suất của các thuật toán không có



11

thành phần quán tính. Bằng cách kết hợp với một số kỹ thuật khác, nhiều tác giả đã

chỉ ra được kết quả hội tụ mạnh cho thuật toán điểm gần kề quán tính, chẳng hạn

như W. Cholamjiak và H. Dutta (xem [22], năm 2022), B. Tan và S. Y. Cho (xem [64],

năm 2022), D. V. Thong và cộng sự (xem [73], năm 2020). Gần đây, hướng nghiên cứu

này tiếp tục được mở rộng theo hướng xây dựng các công thức lặp có nhiều thành

phần quán tính nhằm tăng tốc độ hội tụ, có thể xem trong các công trình của O. S.

Iyiola và Y. Shehu (xem [37], năm 2022), và C. Zhang và các cộng sự (xem [82], năm

2020). Hiện nay, các thuật toán quán tính và phương pháp điểm gần kề đã trở thành

những công cụ hữu hiệu trong tối ưu, lý thuyết điểm bất động và các bài toán tách.

Từ những phân tích và kết quả đã trình bày ở trên, chúng tôi lựa chọn nghiên cứu

đề tài “Một số phương pháp lặp giải bài toán nghiệm chung tách cho lớp

phương trình toán tử đơn điệu với đa tập đầu ra” cho luận án của mình, nhằm

góp phần phát triển lý thuyết và các thuật toán hiệu quả cho lớp bài toán này.

2. Mục tiêu nghiên cứu

Mục tiêu của luận án là nghiên cứu, xây dựng các phương pháp lặp, thuật toán để

tìm nghiệm cho bài toán (SCSP-MOE) và một số bài toán liên quan. Các thuật toán

được phát triển theo hướng tự thích nghi. Cụ thể như sau:

• Nghiên cứu phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov (lặp ẩn) cho bài toán (SCSP-MOE).

Từ phương pháp hiệu chỉnh thu được, đề xuất phương pháp lặp hiện cho bài

toán này.

• Nghiên cứu và đề xuất phương pháp điểm gần kề quán tính (hiệu chỉnh) cho bài

toán (SCSP-MOE). Đồng thời đề xuất các mô hình kết hợp phương pháp này

với một số kỹ thuật khác như phương pháp xấp xỉ mềm, phương pháp chiếu lai

ghép, phương pháp chiếu co hẹp nhằm xây dựng các thuật toán hiệu quả hơn để

giải bài toán (SCSP-MOE).

• Áp dụng các thuật toán đề xuất cho một số bài toán liên quan và xây dựng các

ví dụ số minh họa cho các kết quả lý thuyết thu được bằng MATLAB.
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3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu của luận án là bài toán (SCSP-MOE) trong không gian

Hilbert thực và một số bài toán liên quan như: bài toán không điểm chung tách với đa

tập đầu ra; bài toán điểm bất động chung tách với đa tập đầu ra; bài toán chấp nhận

tách với đa tập đầu ra và bài toán điểm cực tiểu chung tách với đa tập đầu ra.

Phạm vi nghiên cứu: Luận án tập trung nghiên cứu và đề xuất một số thuật toán

mới trên cơ sở phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov, phương pháp điểm gần kề quán

tính, cũng như sự kết hợp giữa phương pháp điểm gần kề quán tính với một số phương

pháp khác như phương pháp chiếu lai ghép, phương pháp chiếu co hẹp và phương

pháp xấp xỉ mềm để giải lớp bài toán nêu trên.

4. Cách tiếp cận, phương pháp nghiên cứu

Để nghiên cứu các nội dung nêu trên, luận án vận dụng các kiến thức và kỹ thuật

của giải tích hàm, giải tích lồi, tối ưu hóa và lý thuyết điểm bất động. Cách tiếp cận

được thực hiện thông qua việc sử dụng các phương pháp cổ điển, chẳng hạn như

phương pháp chiếu và các phương pháp lặp, kết hợp với những kỹ thuật khác nhau

như tìm kiếm độ dài bước thích nghi, kỹ thuật lai ghép, kỹ thuật thu hẹp và kỹ thuật

xoay vòng.

5. Kết quả nghiên cứu và cấu trúc của luận án

Trong luận án này, chúng tôi đạt được một số kết quả mới như sau:

• Đề xuất và nghiên cứu bài toán (SCSP-MOE), là một mô hình bài toán mới có

tính tổng quát, bao hàm và mở rộng của lớp bài toán chấp nhận tách.

• Đề xuất hai phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov bao gồm phương pháp lặp ẩn và

phương pháp lặp hiện để giải bài toán (SCSP-MOE), đồng thời khảo sát tính ổn

định của hai phương pháp này khi dữ liệu đầu vào bị nhiễu.

• Đề xuất bốn thuật toán lặp mới dựa trên phương pháp điểm gần kề quán tính

để xấp xỉ nghiệm cho bài toán (SCSP-MOE). Bao gồm: một thuật toán hội tụ
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yếu và ba thuật toán hội tụ mạnh. Thuật toán hội tụ mạnh đầu tiên đạt được

bằng cách kết hợp thuật toán hội tụ yếu với phương pháp xấp xỉ mềm. Hai thuật

toán hội tụ mạnh tiếp theo là hai thuật toán chiếu xoay vòng, được xây dựng

bằng cách kết hợp phương pháp điểm gần kề với đa thành phần quán tính và kỹ

thuật chiếu lai ghép hoặc chiếu co hẹp.

• Áp dụng các thuật toán đề xuất giải một số bài toán liên quan và thực hiện các

tính toán số minh họa trong các không gian hữu hạn chiều, vô hạn chiều và bài

toán khôi phục tín hiệu.

Nội dung của luận án được chia thành 04 chương, cùng với phần mở đầu, kết luận,

danh mục các ký hiệu, danh mục các công trình khoa học của tác giả và tài liệu

tham khảo.

Chương 1: Kiến thức chuẩn bị.

Chương 2: Phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov giải bài toán (SCSP-MOE).

Chương 3: Thuật toán điểm gần kề quán tính giải bài toán (SCSP-MOE).

Chương 4: Hai thuật toán chiếu với đa thành phần quán tính giải bài toán

(SCSP-MOE).

Nội dung luận án được xây dựng dựa trên các kết quả nghiên cứu đã công bố trong

ba bài báo (CT1), (CT2) và (CT3) trên các tạp chí SCIE Q1/Q2 trong Danh mục các

công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án. Các kết quả của luận án đã

được trình bày tại:

• Seminar tại Bộ môn Toán ứng dụng và Tin học, Khoa Toán – Tin, Trường Đại

học Khoa học – Đại học Thái Nguyên, các năm 2022 – 2025.

• Hội nghị Toán học toàn quốc lần thứ X, Trường Đại học Sư phạm, Đại học Đà

Nẵng, tháng 8 năm 2023.

• Hội thảo Tối ưu và Tính toán khoa học lần thứ 22, Ba Vì, tháng 4 năm 2024.

• Hội nghị Nghiên cứu sinh, Trường Đại học Khoa học – Đại học Thái Nguyên,

tháng 11 năm 2024.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này, chúng tôi nhắc lại một số kiến thức cơ bản của giải tích hàm

được sử dụng trong các chương sau bao gồm: sự hội tụ mạnh, sự hội tụ yếu, tập lồi,

hàm lồi, dưới vi phân của hàm lồi, một số toán tử trong không gian Hilbert, một số

lớp ánh xạ liên tục, phép chiếu mêtric, toán tử loại đơn điệu, bất đẳng thức biến phân

và một số bổ đề bổ trợ.

Trong toàn bộ nội dung của chương, ta luôn giả thiết H là không gian Hilbert thực

với tích vô hướng được ký hiệu là ⟨., .⟩ và chuẩn được ký hiệu là ∥.∥.

1.1 Một số nội dung cơ bản trong không gian Hilbert

1.1.1 Sự hội tụ mạnh và sự hội tụ yếu

Định nghĩa 1.1.1 (xem [12], trang 33).

i) Dãy {xn} trong H được gọi là hội tụ yếu đến phần tử x ∈ H, ký hiệu xn ⇀ x, nếu

lim
n→∞

⟨xn, y⟩ = ⟨x, y⟩, với mọi y ∈ H.

ii) Dãy {xn} trong H được gọi là hội tụ mạnh đến phần tử x ∈ H, ký hiệu

xn → x, nếu

lim
n→∞

∥xn − x∥ = 0.

Chú ý 1.1.2. Hội tụ mạnh kéo theo hội tụ yếu nhưng điều ngược lại chưa chắc đúng.
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Ví dụ, xét không gian các dãy số thực có bình phương khả tổng

ℓ2 =

{
x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ) | x1, x2, . . . , xn, · · · ∈ R,

∞∑
n=1

x2n < ∞
}

và dãy {en} ⊂ ℓ2 được cho bởi

en = (0, 0, 0, . . . , 1, 0, . . . ),

trong đó tọa độ thứ n bằng 1 và các tọa độ còn lại thì bằng 0. Khi đó, en ⇀ 0 khi

n → ∞. Tuy nhiên dãy {en} không hội tụ mạnh về 0 khi n → ∞, vì ∥en∥ = 1 với mọi

n ≥ 1.

Một số tính chất của dãy bị chặn được sử dụng trong các chứng minh của luận án

được trình bày trong các mệnh đề dưới đây.

Mệnh đề 1.1.3 (xem [12], trang 36). Nếu dãy {xn} là dãy bị chặn trong H thì dãy

{xn} có dãy con hội tụ yếu.

Mệnh đề 1.1.4 (xem [12], trang 35, 36). Cho {xn} là một dãy trong H. Khi đó, nếu

xn ⇀ x ∈ H thì dãy {xn} bị chặn và

∥x∥ ≤ lim inf
n→∞

∥xn∥.

Mệnh đề 1.1.5 (Tính chất Kadec - Klee, xem [12], trang 37). Cho {xn} là một dãy

trong H và x ∈ H. Khi đó xn → x nếu và chỉ nếu xn ⇀ x và ∥xn∥ → ∥x∥.

1.1.2 Toán tử tuyến tính bị chặn và toán tử liên hợp

Định nghĩa 1.1.6 (xem [3], trang 200). Toán tử tuyến tính T từ không gian Hilbert

H1 vào không gian Hilbert H2 được gọi là bị chặn nếu tồn tại một hằng số M > 0 sao

cho với mọi x ∈ H1, ta có

∥T (x)∥ ≤ M∥x∥.

Mệnh đề 1.1.7 (xem [3], trang 200). Toán tử tuyến tính T : H1 → H2 là liên tục

nếu và chỉ nếu nó bị chặn.
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Định nghĩa 1.1.8 (xem [3], trang 201). Cho T : H1 → H2 là toán tử tuyến tính bị

chặn. Khi đó, chuẩn của toán tử T ký hiệu là ∥T∥, được xác định như sau

∥T∥ = sup
∥x∥≠0

∥T (x)∥
∥x∥

= sup
∥x∥=1

∥T (x)∥.

Định nghĩa 1.1.9 (xem [3], trang 331). Cho T : H1 → H2 là toán tử tuyến tính bị

chặn. Khi đó toán tử liên hợp T ∗ : H2 → H1 của toán tử T được xác định bởi

⟨T (x), y⟩ = ⟨x, T ∗(y)⟩,

với mọi x ∈ H1 và mọi y ∈ H2.

Nhận xét 1.1.10. Toán tử liên hợp T ∗ của toán tử tuyến tính bị chặn T luôn tồn tại

và xác định duy nhất. Hơn nữa, T ∗ cũng là toán tử tuyến tính bị chặn và ∥T ∗∥ = ∥T∥.

1.1.3 Hàm lồi và dưới vi phân của hàm lồi

Định nghĩa 1.1.11 (xem [1], trang 18). Tập con khác rỗng C của H được gọi là

tập lồi nếu với mọi x, y ∈ C, λ ∈ [0, 1] thì λx+ (1− λ)y ∈ C (tức là, mọi đoạn thẳng

nối hai điểm bất kỳ trong C đều thuộc C).

Ví dụ 1.1.12. Trong không gian Rn, các nửa không gian đóng

C = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | ⟨a, x⟩ ≤ α} ,

với a ∈ Rn và α ∈ R là các tập lồi.

Định nghĩa 1.1.13 (xem [2], trang 13). Cho C là một tập con lồi, khác rỗng trong H

và x0 ∈ C. Nón pháp tuyến của C tại x0, được ký hiệu là NC(x0), được xác định bởi

NC(x0) = {v ∈ H | ⟨v, x− x0⟩ ≤ 0, ∀x ∈ C}.

Định nghĩa 1.1.14 (xem [12], trang 10, 113, 114). Hàm f : H → (−∞,∞] được

gọi là:
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i) lồi trên H nếu với mọi số thực λ ∈ [0, 1], ∀x, y ∈ H ta có

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

ii) lồi chặt trên H nếu với mọi số thực λ ∈ (0, 1), ∀x, y ∈ H, x ̸= y ta có

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y).

iii) chính thường nếu miền hữu hiệu của nó

domf = {x ∈ H | f(x) < ∞} ≠ ∅.

Ví dụ 1.1.15. Một số ví dụ về hàm lồi và hàm lồi chặt.

i) Cho C là tập con lồi của H. Hàm chỉ của C xác định bởi

iC(x) =

0 nếu x ∈ C

∞ nếu x /∈ C

là một hàm lồi.

ii) Hàm chuẩn ∥ · ∥ là hàm lồi nhưng không lồi chặt. Thật vậy, giả sử x ∈ H \ {0}

và α ∈ (0, 1). Khi đó

∥αx+ (1− α)0∥ = ∥αx∥ = α∥x∥ = α∥x∥+ (1− α)∥0∥.

Do đó, hàm ∥ · ∥ không phải là hàm lồi chặt.

iii) Hàm chuẩn bình phương ∥ · ∥2 là hàm lồi chặt.
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Định nghĩa 1.1.16 (xem [1], trang 24). Cho hàm f : H → R và x ∈ H.

i) Hàm f được gọi là khả vi Gâteaux tại điểm x nếu tồn tại một phần tử u ∈ H

sao cho với mọi y ∈ H thì

lim
t→0

f(x+ ty)− f(x)− t⟨y, u⟩
t

= 0.

Phần tử u (nếu tồn tại) là duy nhất và được gọi là đạo hàm Gâteaux của f tại x,

ký hiệu là f ′
G(x) hoặc ∇f(x).

ii) Hàm f được gọi là khả vi Fréchet tại điểm x nếu tồn tại một phần tử u ∈ H sao

cho với mọi y ∈ H thì

lim
∥y∥→0

f(x+ y)− f(x)− ⟨y, u⟩
∥y∥

= 0.

Phần tử u (nếu tồn tại) là duy nhất và được gọi là đạo hàm Fréchet của f tại x,

ký hiệu là f ′(x) hoặc Df(x).

Nhận xét 1.1.17. Theo định nghĩa, nếu hàm f khả vi Fréchet tại x thì nó khả vi

Gâteaux tại điểm này. Điều ngược lại đúng khi f là hàm lồi trong không gian Hilbert

hữu hạn chiều.

Định nghĩa 1.1.18 (xem [12], trang 223). Cho hàm f : H → (−∞,∞] là một hàm

lồi, chính thường. Dưới vi phân của f là một toán tử đa trị ∂f : H → 2H, được xác

định bởi

∂f(x) = {v ∈ H | f(y)− f(x) ≥ ⟨v, y − x⟩, ∀y ∈ H}. (1.1)

Hàm f được gọi là khả dưới vi phân tại x ∈ H nếu ∂f(x) ̸= ∅; mỗi phần tử của ∂f(x)

được gọi là dưới gradient của f tại x.

Ví dụ 1.1.19. Hàm chỉ của tập lồi C có dưới vi phân tại mỗi điểm x ∈ C là

∂iC(x) = {v ∈ H | ⟨v, y − x⟩ ≤ 0,∀y ∈ C} = NC(x).
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Một số tính chất của hàm lồi, khả vi Gâteaux và dưới vi phân của hàm lồi được

trình bày trong các mệnh đề sau đây.

Mệnh đề 1.1.20 (xem [2], trang 120). Cho f là hàm lồi trên H. Khi đó:

i) Nếu f khả vi Gâteaux tại x0 ∈ dom f với đạo hàm Gâteaux tại x0 là ∇f(x0) và

khả dưới vi phân tại x0, thì ∂f(x0) = {∇f(x0)}.

ii) Nếu f là hàm chính thường, liên tục tại x0 và ∂f(x0) gồm một phần tử duy nhất

thì f khả vi Gâteaux tại x0 và đạo hàm Gâteaux của f chính là phần tử duy

nhất đó.

1.2 Một số lớp ánh xạ đặc biệt

Trong mục này, chúng tôi trình bày các khái niệm và tính chất cơ bản của một số

lớp ánh xạ đặc biệt, được sử dụng cho việc thiết lập giả thiết của bài toán nghiên cứu

cũng như chứng minh các định lý của luận án.

1.2.1 Ánh xạ liên tục Lipschitz

Định nghĩa 1.2.1 (xem [1], trang 58). Cho C là tập con khác rỗng của H. Ánh xạ

T : C → H được gọi là:

i) ánh xạ L-liên tục Lipschitz nếu tồn tại hằng số L > 0 sao cho với mọi x, y ∈ C,

ta có

∥T (x)− T (y)∥ ≤ L∥x− y∥;

ii) ánh xạ co nếu T là L-liên tục Lipschitz với hằng số L < 1;

iii) ánh xạ không giãn nếu T là L-liên tục Lipschitz với hằng số L = 1, tức là với

mọi x, y ∈ C, ta có

∥T (x)− T (y)∥ ≤ ∥x− y∥.

Nhận xét 1.2.2. Mọi ánh xạ L-liên tục Lipschitz là ánh xạ liên tục đều. Tuy nhiên

một ánh xạ liên tục có thể không liên tục Lipschitz.
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Định nghĩa 1.2.3 (xem [12], trang 59). Cho C là tập con khác rỗng của không gian

Hilbert H, I là ánh xạ đồng nhất trên H. Ánh xạ T : C → H được gọi là không giãn

vững nếu

∥(I − T )(x)− (I − T )(y)∥2 ≥ ∥x− y∥2 − ∥T (x)− T (y)∥2, ∀x, y ∈ C. (1.2)

Nhận xét 1.2.4. i) Biểu thức (1.2) có thể được viết lại dưới dạng tương đương

∥T (x)− T (y)∥2 ≤ ⟨x− y, T (x)− T (y)⟩, ∀x, y ∈ C.

ii) Ánh xạ không giãn vững là ánh xạ không giãn.

Khái niệm điểm bất động đóng vai trò trung tâm trong nhiều thuật toán lặp của

lớp bài toán chấp nhận tách. Sau đây, chúng tôi trình bày định nghĩa và một số tính

chất cơ bản của điểm bất động của ánh xạ không giãn.

Định nghĩa 1.2.5 (xem [1], trang 63). Cho C là tập con khác rỗng của H. Phần tử

x ∈ C được gọi là điểm bất động của ánh xạ không giãn T : C → C nếu T (x) = x.

Tập tất cả các điểm bất động của T ký hiệu là Fix(T ), tức là

Fix(T ) = {x ∈ C | T (x) = x}.

Mệnh đề 1.2.6 (xem [1], trang 65). Cho C là tập con đóng, khác rỗng của không gian

Hilbert H và T : C → C là ánh xạ co thì T có duy nhất một điểm bất động trong C.

Mệnh đề 1.2.7 (xem [12], trang 78). Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng và bị

chặn của H. Khi đó mỗi ánh xạ không giãn T : C → C có ít nhất một điểm bất động

trên C.

Mệnh đề 1.2.8 (xem [12], trang 76). Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của H và

T : C → H là một ánh xạ không giãn. Khi đó Fix(T ) là tập lồi, đóng.
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1.2.2 Ánh xạ h-liên tục

Định nghĩa 1.2.9 (xem [1], trang 59). Cho C là tập con khác rỗng của H. Ánh xạ

T : C → H được gọi là h-liên tục tại x ∈ C nếu dãy {xn} ⊂ C hội tụ mạnh tới x dọc

theo một đường thẳng kéo theo dãy {T (xn)} hội tụ yếu tới T (x), tức là

T (xn) = T (x+ tny) ⇀ T (x) khi tn → 0 với mọi y ∈ C.

Ánh xạ T được gọi là h-liên tục trên C nếu nó h-liên tục tại mọi x ∈ C.

Nhận xét 1.2.10. Mọi ánh xạ liên tục là ánh xạ h-liên tục. Tuy nhiên một ánh

xạ h-liên tục chưa chắc là ánh xạ liên tục. Chẳng hạn, xét ánh xạ T : R2 → R xác

định bởi

T (u, v) =


uv2

2u2 + v4
nếu (u, v) ̸= (0, 0)

0 nếu (u, v) = (0, 0)

là ánh xạ h-liên tục tại (0, 0) nhưng không liên tục tại điểm này. Thật vậy, với mọi

y = (a, b) ∈ R2 ta có

T (xn) = T (tny) =


tnab

2

2a2 + t2nb
4

nếu (a, b) ̸= (0, 0),

0 nếu (a, b) = (0, 0).

Do đó, T (xn) → 0 khi tn → 0. Do đó T là h-liên tục tại (0, 0). Tuy nhiên, nếu chọn dãy

{xn} =

{(
1

n2
,
2

n

)}
̸= (0, 0)

với mọi n ∈ N thì ta có

xn → 0,

tuy nhiên

T (xn) =
(1/n2)(2/n)2

2(1/n2)2 + (2/n)4
=

2

9
̸= 0.

Suy ra, T không liên tục tại (0, 0).
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1.2.3 Phép chiếu mêtric

Mệnh đề 1.2.11 (xem [1], trang 70). Cho C là một tập con lồi, đóng khác rỗng

của H. Khi đó, với mỗi x ∈ H, tồn tại duy nhất phần tử y ∈ C sao cho

∥x− y∥ = inf
z∈C

∥x− z∥. (1.3)

Định nghĩa 1.2.12 (xem [1], trang 71). Cho C là một tập con lồi, đóng, khác rỗng

trong H, ánh xạ PC : H → C sao cho với mỗi x ∈ H ta luôn có

∥x− PC(x)∥ = inf
z∈C

∥x− z∥

được gọi là phép chiếu mêtric từ H lên C. Phần tử PC(x) được gọi là hình chiếu của

x trên C.

Ví dụ 1.2.13. Trong không gian Hilbert H, ta có một số ví dụ sau về phép chiếu

mêtric từ H lên một tập con lồi, đóng, khác rỗng của nó.

(i) Phép chiếu mêtric lên một siêu phẳng : Giả sử C là một siêu phẳng, được xác

định bởi

C = {x ∈ H | ⟨x, y⟩ = a},

trong đó y ∈ H, y ̸= 0 và a ∈ R. Khi đó, phép chiếu mêtric của một điểm x ∈ H

lên C được cho bởi công thức

PC(x) = x− ⟨x, y⟩ − a

∥y∥2
y.

(ii) Phép chiếu mêtric lên nửa không gian đóng : Giả sử Q là nửa không gian đóng,

được xác định bởi

Q = {x ∈ H | ⟨x, z⟩ ≤ a},

trong đó z ∈ H, z ̸= 0 và a ∈ R. Khi đó, với mọi x ∈ H, phép chiếu mêtric của x

lên Q có dạng

PQ(x) = x−max

{
⟨x, z⟩ − a

∥z∥2
, 0

}
z.
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Các mệnh đề sau trình bày những đặc trưng cơ bản và tính chất hình học của phép

chiếu mêtric.

Mệnh đề 1.2.14 (xem [1], trang 72). Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của không

gian Hilbert H. Điều kiện cần và đủ để ánh xạ PC : H → C là phép chiếu mêtric từ H

lên C là

⟨x− PC(x), y − PC(x)⟩ ≤ 0, với mọi x ∈ H và y ∈ C.

Mệnh đề 1.2.15 (xem [1], trang 73, 74). Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của

không gian Hilbert H và PC là một phép chiếu mêtric từ H lên C. Khi đó các tính

chất sau được thỏa mãn:

i) ∥PC(x) − PC(y)∥ ≤ ∥x − y∥, ∀x, y ∈ H (tức phép chiếu mêtric là ánh xạ

không giãn);

ii) ∥PC(x)− y∥2 ≤ ∥x− y∥2 − ∥PC(x)− x∥2.

Nhận xét 1.2.16. Phép chiếu mêtric PC và ánh xạ I − PC là các ánh xạ không giãn.

1.3 Toán tử đơn điệu

Tính đơn điệu và tính bức của toán tử đóng vai trò quan trọng trong việc giải lớp

bài toán chấp nhận tách. Các mệnh đề và định nghĩa dưới đây trình bày về một số

điều kiện đặc trưng cho tính đơn điệu, đơn điệu mạnh, đơn điệu mạnh ngược và đơn

điệu cực đại cùng với toán tử giải tương ứng của toán tử đơn điệu.

Định nghĩa 1.3.1 (xem [12], trang 2). Cho A : H → 2H là toán tử đa trị có miền

xác định và miền giá trị lần lượt là:

D(A) = {x ∈ H | A(x) ̸= ∅},

R(A) = {A(x) | x ∈ D(A)}.

Khi đó ta có các khái niệm sau.
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i) Đồ thị của A là tập

G(A) = {(x, u) | (x, u) ∈ H ×H, u ∈ A(x)}.

ii) Toán tử nghịch đảo A−1 : 2H → H xác định bởi

A−1(u) = {x ∈ H | u ∈ A(x)},

hay (u, x) ∈ G(A−1) nếu và chỉ nếu (x, u) ∈ G(A).

iii) Tập không điểm của A là

Zer(A) = A−1(0) = {x ∈ D(A) | 0 ∈ A(x)} .

Định nghĩa 1.3.2 (xem [12], trang 293, 297, 323). Cho H là không gian Hilbert thực,

toán tử A : H → 2H được gọi là

i) đơn điệu trên H nếu

⟨x− y, u− v⟩ ≥ 0, với mọi x, y ∈ H; u ∈ A(x); v ∈ A(y).

ii) đơn điệu chặt trên H nếu

⟨x− y, u− v⟩ > 0, với mọi x, y ∈ H; x ̸= y; u ∈ A(x); v ∈ A(y).

iii) γ-đơn điệu mạnh trên H nếu tồn tại hằng số γ > 0 sao cho

⟨x− y, u− v⟩ ≥ γ∥x− y∥2, với mọi x, y ∈ H; u ∈ A(x); v ∈ A(y).

iv) đơn điệu cực đại trên H nếu A là toán tử đơn điệu và G(A) không là tập con

thực sự của đồ thị của toán tử đơn điệu nào khác.

Nhận xét 1.3.3. A là toán tử γ-đơn điệu mạnh trên H thì A đơn điệu chặt trên H.



25

Ví dụ 1.3.4. Một số ví dụ về toán tử loại đơn điệu.

i) Hàm f : H → (−∞,∞] là hàm lồi, chính thường thì ∂f là đơn điệu. Thật vậy,

với mọi x, y ∈ H, u ∈ ∂f(x), v ∈ ∂f(y), từ (1.1) ta có

⟨y − x, u⟩ ≤ f(y)− f(x);

⟨x− y, v⟩ ≤ f(x)− f(y).

Cộng vế với vế ta được

⟨x− y, u− v⟩ ≥ 0.

ii) Cho C là tập con khác rỗng của không gian Hilbert H, T : C → H là ánh xạ

không giãn, α ∈ [−1, 1], I là ánh xạ đồng nhất, đặt A = I + αT , khi đó A là đơn

điệu. Thật vậy, với mọi x, y ∈ C ta có

⟨x− y, A(x)− A(y)⟩ = ∥x− y∥2 + α⟨x− y, T (x)− T (y)⟩

≥ ∥x− y∥ (∥x− y∥ − |α|∥T (x)− T (y)∥)

≥ 0.

Định nghĩa 1.3.5 (xem [1], trang 55). Cho C là tập con khác rỗng của không gian

Hilbert H. Ánh xạ T : C → H được gọi là bức trên C nếu tồn tại x0 ∈ C sao cho

lim
∥x∥→∞

⟨x− x0, T (x)− T (x0)⟩
∥x− x0∥

= ∞.

Nhận xét 1.3.6. Ánh xạ T là γ-đơn điệu mạnh trên C thì nó là bức trên C. Tuy

nhiên, ngược lại nói chung không đúng.

Mệnh đề 1.3.7 (xem [12], trang 297). Toán tử A : H → 2H là toán tử đơn điệu cực

đại nếu và chỉ nếu với mọi (x, u) ∈ H ×H, từ điều kiện

⟨x− y, u− v⟩ ≥ 0, với mọi y ∈ D(A), v ∈ A(y),

suy ra u ∈ A(x).
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Mệnh đề 1.3.8 (xem [12], trang 298). Nếu T : H → H là toán tử đơn điệu và liên

tục thì T là đơn điệu cực đại.

Mệnh đề 1.3.9 (định lý Minty; xem [12], trang 311). Cho A : H → 2H là toán tử

đơn điệu. Khi đó, A là toán tử đơn điệu cực đại nếu và chỉ nếu R(I + A) = H.

Định nghĩa 1.3.10 (xem [12], trang 333). Cho A : H → 2H là một toán tử đơn điệu

và λ là một hằng số dương. Toán tử giải của A ký hiệu là JA
λ được xác định bởi

JA
λ = (I + λA)−1.

Nhận xét 1.3.11. i) Khi λ = 1, ta thường viết JA = JA
1 .

ii) Theo Mệnh đề 1.3.9, nếu A là toán tử đơn điệu cực đại, thì JA
λ = (I + λA)−1 là

đơn trị và xác định trên toàn bộ H.

Mệnh đề 1.3.12 (xem [12], trang 335). Cho T : H → H là một ánh xạ. Khi đó T là

không giãn vững nếu và chỉ nếu T là toán tử giải của một toán tử đơn điệu cực đại

A : H → 2H.

Mệnh đề 1.3.13 (xem [12], trang 345). Cho A : H → 2H là một toán tử đơn điệu, và

λ là một số thực dương. Khi đó Fix(JA
λ ) = Zer(A).

Mệnh đề 1.3.14 (xem [12], trang 345). Cho A : H → 2H là một toán tử đơn điệu

cực đại. Khi đó Zer(A) là tập lồi và đóng.

Nhận xét 1.3.15. i) Nếu A = I − T , với T là ánh xạ không giãn thì tập không

điểm của A chính là tập điểm bất động của T .

ii) Nếu A = ∂f với f là hàm lồi, chính thường, nửa liên tục dưới thì tập không điểm

của A chính là tập điểm cực tiểu của f .

Một lớp ánh xạ quan trọng khác trong giải tích và tối ưu là ánh xạ đơn điệu mạnh

ngược, được định nghĩa như sau.
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Định nghĩa 1.3.16 (xem [12], trang 60). Cho C là tập con khác rỗng của H và β là

một hằng số dương. Ánh xạ T : C → H được gọi là β-đơn điệu mạnh ngược nếu βT là

ánh xạ không giãn vững, tức là

⟨x− y, T (x)− T (y)⟩ ≥ β∥T (x)− T (y)∥2, với mọi x, y ∈ C.

Nhận xét 1.3.17. i) Nếu T là ánh xạ β-đơn điệu mạnh ngược thì T là
1

β
-liên tục

Lipschitz. Thật vậy, với mọi x, y ∈ H, ta có

β∥T (x)− T (y)∥2 ≤ ⟨x− y, T (x)− T (y)⟩

≤ ∥x− y∥∥T (x)− T (y)∥.

Do đó,

∥T (x)− T (y)∥ ≤ 1

β
∥x− y∥.

ii) Giả sử S : H → H là ánh xạ không giãn. Khi đó, ánh xạ I − S là
1

2
-đơn điệu

mạnh ngược. Thật vậy, với mọi x, y ∈ H, vì S là ánh xạ không giãn nên

∥S(x)− S(y)∥ ≤ ∥x− y∥.

Từ đó, ta có

⟨x− y, (I − S)(x)− (I − S)(y)⟩ = ∥x− y∥2 − ⟨x− y, S(x)− S(y)⟩

=
1

2
∥x− y∥2 − 1

2
∥S(x)− S(y)∥2

+
1

2
∥(I − S)(x)− (I − S)(y)∥2

≥ 1

2
∥(I − S)(x)− (I − S)(y)∥2.

1.4 Bất đẳng thức biến phân trong không gian Hilbert

Bài toán bất đẳng thức biến phân là một mô hình toán học quan trọng với nhiều

ứng dụng trong tối ưu hóa và các lĩnh vực liên quan.
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Định nghĩa 1.4.1 (xem [1], trang 127). Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng trong

không gian Hilbert thực H và F : C → H là một ánh xạ xác định trên C. Bài toán

bất đẳng thức biến phân (Variational Inequality Problem), viết tắt là (VIP), có dạng:

Tìm x∗ ∈ C sao cho ⟨F (x∗), x− x∗⟩ ≥ 0 với mọi x ∈ C. (VIP)

Tập nghiệm của bài toán bất đẳng thức biến phân (VIP) được ký hiệu là Sol(VIP(F,C)).

Ánh xạ F và tập C tương ứng được gọi là ánh xạ giá (ánh xạ mục tiêu) và miền ràng

buộc (miền chấp nhận được) của bài toán.

Các mệnh đề sau đây trình bày về điều kiện tồn tại nghiệm của bài toán bất đẳng

thức biến phân (VIP).

Mệnh đề 1.4.2 (xem [1], trang 131). Cho C là tập con lồi, đóng và khác rỗng

của không gian Hilbert H, F : C → H là một ánh xạ đơn điệu và liên tục. Khi đó

x ∈ Sol(VIP(F,C)) khi và chỉ khi

x ∈ C : ⟨F (y), y − x⟩ ≥ 0, ∀y ∈ C.

Mệnh đề 1.4.3 (xem [39], trang 13). Cho C là tập con lồi, đóng, bị chặn và khác

rỗng của không gian Hilbert H, F : C → H là một ánh xạ đơn điệu và liên tục. Khi

đó, bài toán (VIP) có nghiệm.

Mệnh đề 1.4.4 (xem [39], trang 14). Cho C là tập con lồi, đóng và khác rỗng của

không gian Hilbert H, F : C → H là một ánh xạ đơn điệu, bức và liên tục. Khi đó, bài

toán (VIP) có nghiệm.

Mối liên hệ giữa bài toán bất đẳng thức biến phân với bài toán điểm bất động được

nêu trong mệnh đề sau đây.

Mệnh đề 1.4.5 (xem [1], trang 129). Giả sử C là một tập con lồi, đóng, khác rỗng

của không gian Hilbert thực H. Khi đó x∗ là nghiệm của Bài toán (VIP) nếu và chỉ

nếu với mỗi λ > 0, x∗ là điểm bất động của toán tử PC(I − λF ) : C → C, tức là

x∗ = PC(x
∗ − λF (x∗)).
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Ví dụ 1.4.6. Xét hàm mục tiêu

f(x) =
1

2
∥x− a∥2, với a =

2
1

 ,

và tập ràng buộc

C =
{
x ∈ R2 | x1 + x2 ≤ 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
.

Bài toán bất đẳng thức biến phân tương ứng là:

Tìm x∗ ∈ C sao cho ⟨x∗ − a, x− x∗⟩ ≥ 0 với mọi x ∈ C.

Vì f(x) là hàm lồi khả vi với gradient ∇f(x) = x− a nên bài toán trên chính là bài

toán tối ưu lồi:

min
x∈C

f(x) = min
x∈C

1

2
∥x− a∥2.

Do đó, nghiệm x∗ chính là phép chiếu mêtric của a lên tập C, tức là:

x∗ = PC(a).

Khi chiếu a lên C, ta thu được nghiệm x∗ = (1, 0).

1.5 Một số bổ đề bổ trợ

Trước hết, chúng tôi nhắc lại một số đẳng thức và bất đẳng thức cơ bản trong

không gian Hilbert, được sử dụng trong chứng minh các kết quả của luận án.

Mệnh đề 1.5.1 (xem [12], trang 29). Trong không gian Hilbert H, cho x, y ∈ H. Khi

đó, ta có các khẳng định sau:

i) |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥.∥y∥ (Bất đẳng thức Cauchy - Schwarz);

ii) ⟨x, y⟩ = 1

2

(
∥x∥2 + ∥y∥2 − ∥x− y∥2

)
;
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iii) ⟨x, y⟩ = 1

2

(
∥x+ y∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2

)
.

Các bổ đề sau đây được dùng trong chứng minh các kết quả chính của luận án.

Bổ đề 1.5.2 (xem [8], trang 55). Nếu A : H → H là một toán tử đơn điệu, h-liên tục

và bức thì R(A) = H.

Bổ đề 1.5.3 (xem [8], trang 64). Nếu F : H → H là toán tử đơn điệu cực đại và

T : H → H là toán tử liên tục Lipschitz trên H, thì khi đó F + T là toán tử đơn điệu

cực đại. Nếu F + T là bức thì R(F + T ) = H.

Bổ đề 1.5.4. Nếu A : H → H là toán tử γ-đơn điệu mạnh ngược trên H, thì tập hợp

S = {x ∈ H | A(x) = f}

với mọi f ∈ R(A) là tập lồi và đóng trong H.

Chứng minh. Vì A : H → H là toán tử γ-đơn điệu mạnh ngược nên theo Nhận

xét 1.3.17 ta có A là
1

γ
-liên tục Lipschitz. Xét một dãy {xn} ⊂ S, tức là

A(xn) = f, với mọi n ∈ N,

và giả sử xn → x. Khi đó, ta có A(xn) → A(x) nhờ tính liên tục của A. Suy ra

A(x) = f . Do đó x ∈ S. Như vậy, S là tập đóng trong H.

Tiếp theo, ta chứng minh tính lồi của S. Thật vậy, với mọi x ∈ S, y ∈ S, tức là

A(x) = f, A(y) = f và λ ∈ [0, 1], đặt z = λx+ (1− λ)y, ta có

∥A(z)− f∥ = ∥A(z)− A(x)∥ = ∥A(z)− A(y)∥.

Từ tính đơn điệu mạnh ngược của A suy ra

λ∥A(z)− f∥2 ≤ 1

γ
⟨A(z)− A(x), λ(z − x)⟩,

(1− λ)∥A(z)− f∥2 ≤ 1

γ
⟨A(z)− A(y), (1− λ)(z − y)⟩.
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Cộng hai bất đẳng thức trên, ta được

∥A(z)− f∥2 ≤ 1

γ
⟨A(z)− f, z − (λx+ (1− λ)y)⟩ = 0,

suy ra A(z) = f . Do đó z ∈ S. Như vậy S là tập lồi trong H.

Vậy, S là tập lồi và đóng trong H.

Bổ đề 1.5.5. Cho H và Hi, i = 1, 2, . . . , N, là các không gian Hilbert thực. A : H → H

và Ai : Hi → Hi, i = 1, 2, . . . , N, là các toán tử đơn điệu mạnh ngược với hệ số γ và

γi, tương ứng. Ti : H → Hi, i = 1, 2, . . . , N, là các toán tử tuyến tính bị chặn. Đặt

F : H → H được xác định bởi

F (x) = A(x) +
N∑
i=1

T ∗
i (Ai(Ti(x))),

với mọi x ∈ H và T ∗
i : Hi → H là toán tử liên hợp của toán tử Ti, i = 1, 2, . . . , N .

Khi đó ta có các khẳng định sau:

i) F là một toán tử đơn điệu và liên tục Lipschitz;

ii) Toán tử I + F là một song ánh.

Chứng minh. Ta cần chứng minh rằng với bất kỳ u ∈ H, phương trình (F + I)(x) = u

có nghiệm duy nhất.

Trước tiên ta chứng minh rằng F là toán tử đơn điệu và liên tục Lipschitz. Thật

vậy, với bất kỳ x, y ∈ H, ta có

⟨x− y, F (x)− F (y)⟩

= ⟨x− y, A(x)− A(y)⟩+
N∑
i=1

⟨x− y, T ∗
i (Ai(Ti(x)))− T ∗

i (Ai(Ti(y)))⟩

= ⟨x− y, A(x)− A(y)⟩+
N∑
i=1

⟨Ti(x)− Ti(y), Ai(Ti(x))− Ai(Ti(y))⟩

≥ γ∥A(x)− A(y)∥2 +
N∑
i=1

γi∥Ai(Ti(x))− Ai(Ti(y))∥2 ≥ 0.
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Do đó, F là toán tử đơn điệu từ H vào H. Theo Nhận xét 1.3.17, các toán tử A và Ai

(i = 1, 2, . . . , N) lần lượt là
1

γ
- và

1

γi
-liên tục Lipschitz. Do đó, ta có

∥
N∑
i=1

(T ∗
i (Ai(Ti(x)))− T ∗

i (Ai(Ti(y))))∥ ≤
N∑
i=1

∥T ∗
i (Ai(Ti(x)))− T ∗

i (Ai(Ti(y)))∥

≤
N∑
i=1

∥T ∗
i ∥∥Ai(Ti(x))− Ai(Ti(y))∥

≤
N∑
i=1

∥Ti∥2

γi
∥x− y∥. (1.4)

Từ (1.4) ta được

∥F (x)− F (y)∥ ≤ ∥A(x)− A(y)∥+
N∑
i=1

∥T ∗
i (Ai(Ti(x)))− T ∗

i (Ai(Ti(y)))∥

≤

(
1

γ
+

N∑
i=1

∥Ti∥2

γi

)
∥x− y∥.

Do đó, F là L-liên tục Lipschitz với L =
1

γ
+

N∑
i=1

∥Ti∥2

γi
.

Tiếp theo, ta sẽ chỉ ra F + I là bức. Thật vậy, với mọi x ∈ H ta có

⟨(F + I)(x), x⟩ = ⟨A(x), x⟩+
N∑
i=1

⟨T ∗
i (Ai(Ti(x))), x⟩+ ∥x∥2

= ⟨A(x), x⟩+
N∑
i=1

⟨Ai(Ti(x)), Ti(x)⟩+ ∥x∥2

= ⟨A(x)− A(0), x⟩+ ⟨A(0), x⟩

+
N∑
i=1

⟨Ai(Ti(x))− Ai(0), Ti(x)⟩+
N∑
i=1

⟨Ai(0), Ti(x)⟩+ ∥x∥2

≥ ⟨A(0), x⟩+
N∑
i=1

⟨Ai(0), Ti(x)⟩+ ∥x∥2

≥ ∥x∥2 − ∥A(0)∥∥x∥ −
N∑
i=1

∥Ai(0)∥∥Ti∥∥x∥.
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Do đó, ta có

⟨(F + I)(x), x⟩
∥x∥

≥ ∥x∥ − ∥A(0)∥ −
N∑
i=1

∥Ai(0)∥∥Ti∥.

Điều này kéo theo

lim
∥x∥→∞

⟨(F + I)(x), x⟩
∥x∥

= ∞,

tức là F + I là bức. Do đó, theo Bổ đề 1.5.3 thì R(F + I) = H, vì vậy phương trình

(F + I)(x) = u luôn có nghiệm.

Cuối cùng, chúng tôi chứng minh phương trình (F + I)(x) = u có nghiệm duy nhất.

Thật vậy, giả sử y cũng là nghiệm của phương trình (F + I)(x) = u. Khi đó, ta có

F (x)− F (y) + x− y = 0.

Do tính đơn điệu của F , nên

0 = ⟨F (x)− F (y) + x− y, x− y⟩

= ⟨F (x)− F (y), x− y⟩+ ∥x− y∥2

≥ ∥x− y∥2.

Do đó, x = y.

Bổ đề 1.5.6 (xem [60], trang 745). Cho {an} là một dãy số thực dương, {bn} là một

dãy số thực, và {σn} là một dãy số thuộc (0, 1) thỏa mãn
∞∑
n=0

σn = ∞. Giả sử

an+1 ≤ (1− σn)an + σnbn ∀n ≥ 1.

Nếu lim sup
k→∞

bnk
≤ 0 với mọi dãy con {ank

} của {an} thỏa mãn

lim inf
k→∞

(ank+1 − ank
) ≥ 0, thì lim

n→∞
an = 0.

Bổ đề 1.5.7 (xem [13] - Định lý Baillon-Haddad). Cho f : H → R là hàm lồi khả vi

Fréchet và β là một số thực dương. Khi đó ∇f là β-liên tục Lipschitz nếu và chỉ nếu

∇f là 1/β-đơn điệu mạnh ngược.
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KẾT LUẬN CHƯƠNG 1

Trong chương này, chúng tôi đã trình bày một số kiến thức nền tảng liên quan đến

không gian Hilbert, bao gồm các khái niệm về hội tụ mạnh, hội tụ yếu, toán tử tuyến

tính bị chặn, toán tử liên hợp, cùng với các yếu tố giải tích của hàm lồi và dưới vi

phân của hàm lồi. Các lớp ánh xạ đặc biệt như ánh xạ liên tục Lipschitz, ánh xạ h-liên

tục và phép chiếu mêtric cũng được giới thiệu, phục vụ cho việc phân tích các thuật

toán lặp trong các chương sau.

Bên cạnh đó, chương này đã trình bày những khái niệm trọng tâm của lý thuyết

toán tử đơn điệu và mô hình tổng quát của bài toán bất đẳng thức biến phân trong

không gian Hilbert. Cuối cùng, một số bổ đề kỹ thuật cần thiết đã được đưa ra để hỗ

trợ cho việc thiết lập và chứng minh các kết quả chính trong các chương sau.

Các chương tiếp theo chúng tôi sẽ xây dựng các thuật toán, phương pháp lặp để

giải bài toán (SCSP-MOE) và một số bài toán liên quan.
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Chương 2

Phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov giải

bài toán (SCSP-MOE)

Trong chương này, dựa trên phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov, chúng tôi đề xuất

hai thuật toán xấp xỉ nghiệm cho bài toán (SCSP-MOE). Hai thuật toán này tương

ứng với phương pháp lặp ẩn và phương pháp lặp hiện, đồng thời đều bảo đảm hội tụ

mạnh tới nghiệm của bài toán. Ngoài ra, chúng tôi khảo sát tính ổn định của nghiệm

xấp xỉ khi dữ liệu đầu vào bị nhiễu. Phần cuối chương trình bày một số ứng dụng và

đưa ra các ví dụ số để minh họa tính hiệu quả của các phương pháp được đề xuất.

Các kết quả của chương này được trình bày dựa trên nội dung của bài báo (CT2).

2.1 Phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov ẩn

Xét bài toán (SCSP-MOE) với các giả thiết sau:

(H1) H và Hi, (i = 1, 2, . . . , N) là các không gian Hilbert thực;

f ∈ H và fi ∈ Hi, (i = 1, 2, . . . , N) là các phần tử cho trước.

(H2) A : H → H là một toán tử γ-đơn điệu mạnh ngược trên H;

Ai : Hi → Hi, (i = 1, 2, . . . , N) là các toán tử γi-đơn điệu mạnh ngược trên Hi.

(H3) Ti : H → Hi, (i = 1, 2, . . . , N) là các toán tử tuyến tính bị chặn, với toán tử liên

hợp tương ứng là T ∗
i : Hi → H.
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(H4) Ω = ΩA ∩
(

N⋂
i=1

ΩAi

)
̸= ∅, trong đó

ΩA = {x ∈ H | A(x) = f},

ΩAi = {x ∈ H | Ai(Ti(x)) = fi}, với mọi i = 1, 2, . . . , N.

Bài toán yêu cầu tìm một phần tử x ∈ Ω.

Trên cơ sở phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov cổ điển đã được trình bày trong phần

mở đầu, chúng tôi đề xuất thuật toán với dãy lặp được xây dựng theo phương pháp

lặp ẩn, trong đó sử dụng toán tử hiệu chỉnh S(x) để giải bài toán (SCSP-MOE) dưới

các giả thiết (H1) – (H4) và các điều kiện sau:

(P1) S : H → H là toán tử β-đơn điệu mạnh và h-liên tục trên H;

(P2) {αn} là dãy số thực dương thỏa mãn lim
n→∞

αn = 0.

Thuật toán 2.1.1 Phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov ẩn

Dãy {xn} được xác định bởi phương trình

A(xn) +
N∑
i=1

T ∗
i

(
Ai(Ti(xn))

)
+ αnS(xn) = f +

N∑
i=1

T ∗
i (fi). (2.1)

Mệnh đề sau đây chỉ ra sự tồn tại của dãy lặp {xn} được xây dựng trong Thuật

toán 2.1.1.

Mệnh đề 2.1.2. Với mỗi n ∈ N, phương trình (2.1) có nghiệm duy nhất xn.

Chứng minh. Với mỗi x ∈ H, đặt Uαn : H → H bởi

Uαn(x) = A(x) +
N∑
i=1

T ∗
i (Ai(Ti(x))) + αnS(x).

Từ giả thiết (H2), (H3) và Bổ đề 1.5.5 ta có V = A+
∑N

i=1 T
∗
i AiTi là một toán tử

đơn điệu và liên tục Lipschitz.
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Tiếp theo, ta sẽ chỉ ra Uαn là một toán tử αnβ-đơn điệu mạnh và bức. Thật vậy,

với mọi x, y ∈ H, ta có

⟨Uαn(x)− Uαn(y), x− y⟩ = ⟨V (x)− V (y) + αn(S(x)− S(y)), x− y⟩

= ⟨V (x)− V (y), x− y⟩+ αn⟨S(x)− S(y), x− y⟩

≥ αnβ∥x− y∥2.

Hơn nữa, chọn y = 0 ta được

⟨Uαn(x), x⟩ ≥ αnβ∥x∥2 + ⟨Uαn(0), x⟩ ≥ αnβ∥x∥2 − ∥Uαn(0)∥ ∥x∥.

Do đó, ta suy ra

lim
∥x∥→∞

⟨Uαn(x), x⟩
∥x∥

≥ lim
∥x∥→∞

(
αnβ∥x∥ − ∥Uαn(0)∥

)
= ∞.

Vì V là toán tử liên tục Lipschitz và S là h-liên tục nên Uαn là một toán tử h-liên

tục. Theo Bổ đề 1.5.2, với mỗi n ∈ N, tồn tại xn ∈ H thỏa mãn phương trình (2.1).

Giả sử rằng x̄n cũng là một nghiệm của phương trình (2.1). Khi đó, từ tính đơn

điệu mạnh của Uαn, ta suy ra

0 = ⟨Uαn(x̄n)− Uαn(xn), x̄n − xn⟩ ≥ αnβ∥x̄n − xn∥2.

Điều này kéo theo x̄n = xn. Tức là, phương trình (2.1) có nghiệm duy nhất.

Mệnh đề được chứng minh.

Sự hội tụ của dãy lặp được xây dựng trong Thuật toán 2.1.1 được chỉ ra trong định

lý sau.

Định lý 2.1.3. Dãy {xn} được tạo bởi Thuật toán 2.1.1 hội tụ mạnh đến x∗ ∈ Ω. Hơn

nữa, x∗ là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân

⟨S(x∗), q − x∗⟩ ≥ 0, ∀q ∈ Ω. (2.2)

Chứng minh. Định lý 2.1.3 được chứng minh qua các bước sau đây.
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Bước 1. Chứng minh dãy {xn} tạo bởi Thuật toán 2.1.1 là bị chặn.

Thật vậy, với mọi p ∈ Ω, ta có〈
A(xn) +

N∑
i=1

T ∗
i (Ai(Ti(xn))) + αnS(xn)− f −

N∑
i=1

T ∗
i (fi), xn − p

〉
= 0.

Điều này kéo theo

⟨A(xn)− f, xn − p⟩+
N∑
i=1

⟨Ai(Ti(xn))− fi, Ti(xn)− Ti(p)⟩+ ⟨αnS(xn), xn − p⟩ = 0.

Phương trình trên tương đương với

⟨A(xn)− A(p), xn − p⟩+
N∑
i=1

⟨Ai(Ti(xn))− Ai(Ti(p)), Ti(xn)− Ti(p)⟩

+ αn⟨S(xn)− S(p), xn − p⟩ = −αn⟨S(p), xn − p⟩. (2.3)

Từ (H2) và (P1), ta có

βαn∥xn − p∥2 ≤ −αn⟨S(p), xn − p⟩.

Vì β > 0 và αn > 0, ta suy ra ∥xn − p∥ ≤ 1

β
∥S(p)∥. Điều này chứng tỏ rằng dãy {xn}

bị chặn.

Bước 2. Chứng minh dãy {xn} có dãy con hội tụ yếu tới một phần tử của Ω.

Thật vậy, với mọi p ∈ Ω, từ (2.3) ta có

γ∥A(xn)− A(p)∥2 +
N∑
i=1

γi∥Ai(Ti(xn))− Ai(Ti(p))∥2 + αnβ∥xn − p∥2

≤ ⟨A(xn)− A(p), xn − p⟩+
N∑
i=1

⟨Ai(Ti(xn))− Ai(Ti(p)), Ti(xn)− Ti(p)⟩

+ αn⟨S(xn)− S(p), xn − p⟩

= αn⟨S(p), p− xn⟩. (2.4)



39

Vì dãy {xn} bị chặn và αn → 0, ta suy ra rằng

γ∥A(xn)− A(p)∥2 +
N∑
i=1

γi∥Ai(Ti(xn))− Ai(Ti(p))∥2 → 0.

Do đó, ta có

∥A(xn)− A(p)∥ = ∥A(xn)− f∥ → 0, (2.5)

∥Ai(Ti(xn))− Ai(Ti(p))∥ = ∥Ai(Ti(xn))− fi∥ → 0, i = 1, 2, . . . , N. (2.6)

Mặt khác, vì dãy {xn} bị chặn nên tồn tại dãy con {xnk
} hội tụ yếu. Giả sử xnk

⇀ x.

Ta sẽ chỉ ra x ∈ Ω. Thật vậy, ta có

0 ≤ γ∥A(xnk
)− A(x)∥2 ≤ ⟨A(xnk

)− A(x), xnk
− x⟩

= ⟨A(xnk
)− f, xnk

− x⟩+ ⟨f − A(x), xnk
− x⟩

≤ ∥A(xnk
)− f∥ ∥xnk

− x∥+ ⟨f − A(x), xnk
− x⟩

≤ K∥A(xnk
)− f∥+ ⟨f − A(x), xnk

− x⟩. (2.7)

với K = supk ∥xnk
− x∥. Trong (2.7), cho k → ∞, từ giả thiết xnk

⇀ x ta thu được

∥A(xnk
)− A(x)∥ → 0.

Kết hợp với (2.5), ta suy ra rằng A(x) = f . Điều này có nghĩa là x ∈ ΩA. Bằng

cách lập luận tương tự như trên và sử dụng (2.6), ta cũng thu được x ∈ ΩAi với mọi

i = 1, 2, . . . , N . Do đó, x ∈ Ω.

Bước 3. Chứng minh dãy {xn} hội tụ mạnh tới x∗, với x∗ là nghiệm duy nhất của

bất đẳng thức biến phân (2.2).

Giả sử {xnl
} là dãy con của {xn}, hội tụ yếu tới một phần tử x∗ nào đó. Theo chứng

minh trong Bước 2 thì x∗ ∈ Ω. Sử dụng (2.4) và lưu ý rằng αn > 0 với mọi n ∈ N,

ta có

⟨S(q), q − xnl
⟩ ≥ 0, ∀q ∈ Ω. (2.8)
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Từ bất đẳng thức (2.8), cho l → ∞, ta thu được

⟨S(q), q − x∗⟩ ≥ 0, ∀q ∈ Ω. (2.9)

Theo Bổ đề 1.5.4 thì Ω là tập lồi nên zt = tq + (1− t)x∗ ∈ Ω với mọi t ∈ (0, 1). Do đó,

từ (2.9) ta có

⟨S(tq + (1− t)x∗), tq + (1− t)x∗ − x∗⟩ ≥ 0,

với mọi t ∈ (0, 1). Bất đẳng thức trên tương đương với

⟨S(x∗ + t(q − x∗), q − x∗⟩ ≥ 0, ∀t ∈ (0, 1).

Do S là h-liên tục nên khi cho t → 0+, ta thu được

⟨S(x∗), q − x∗⟩ ≥ 0, ∀q ∈ Ω,

tức là x∗ là nghiệm của bất đẳng thức biến phân (2.2).

Tiếp theo, ta chứng minh tính duy nhất của x∗. Thật vậy, giả sử y∗ cũng là một

nghiệm của bất đẳng thức biến phân (2.2). Khi đó, ta có

⟨S(x∗), q − x∗⟩ ≥ 0, ∀q ∈ Ω, (2.10)

⟨S(y∗), q − y∗⟩ ≥ 0, ∀q ∈ Ω. (2.11)

Trong (2.10) và (2.11), thay q lần lượt bởi y∗ và x∗, ta suy ra

⟨S(x∗)− S(y∗), x∗ − y∗⟩ ≤ 0.

Vì S là toán tử β-đơn điệu mạnh nên ta có

β∥x∗ − y∗∥2 ≤ 0.

Do đó x∗ = y∗. Vì vậy, bất đẳng thức biến phân (2.2) có nghiệm duy nhất. Tính duy

nhất của x∗ kéo theo xn ⇀ x∗ khi n → ∞.
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Mặt khác, trong (2.4), thay p bởi x∗, ta được

0 ≤ ∥xn − x∗∥2 ≤ ⟨S(x∗), x∗ − xn⟩
β

.

Từ đó, cho n → ∞ và sử dụng xn ⇀ x∗, ta suy ra xn → x∗.

Định lý được chứng minh.

2.2 Phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov hiện

Trong phần này chúng tôi xây dựng một phương pháp lặp hiện dựa trên phương

pháp hiệu chỉnh Tikhonov để giải bài toán (SCSP-MOE) với các giả thiết từ (H1) đến

(H4) và các điều kiện sau:

(P1*) S : H → H là toán tử β-đơn điệu mạnh và L-liên tục Lipschitz trên H.

(P2*) {αn} và {θn} là các dãy số thực dương, thỏa mãn:

(i) limn→∞ αn = 0,

(ii)
∑∞

n=1 θnαn = ∞,

(iii) limn→∞
θn
αn

= 0,

(iv) limn→∞
|αn+1 − αn|

θnα2
n

= 0.

Thuật toán 2.2.1 Phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov hiện

1: Chọn điểm đầu y1 ∈ H tùy ý.

2: for n = 1, 2, . . . do

3: Tính

Fαn(yn) = A(yn) +
N∑
i=1

T ∗
i

(
Ai(Ti(yn))

)
+ αnS(yn)− f −

N∑
i=1

T ∗
i (fi).

4: Cập nhật

yn+1 = yn − θnFαn(yn). (2.12)

5: end for
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Trước khi phát biểu định lý hội tụ chính, chúng tôi đưa ra một chú ý về toán tử

Fαn được xây dựng trong công thức lặp (2.12), nhằm phục vụ cho việc phân tích sự

hội tụ của dãy lặp được tạo bởi Thuật toán 2.2.1.

Chú ý 2.2.2. Với mỗi x ∈ H, toán tử Fαn : H → H được định nghĩa bởi

Fαn(x) = A(x) +
N∑
i=1

T ∗
i (Ai(Ti(x))) + αnS(x)− f −

N∑
i=1

T ∗
i (fi),

là toán tử αnβ-đơn điệu mạnh và LF -liên tục Lipschitz, với

LF =
1

γ
+

N∑
i=1

∥Ti∥2
1

γi
+ αnL.

Thật vậy, sử dụng các kết quả trong Mệnh đề 2.1.2, ta có

⟨Fαn(x)− Fαn(y), x− y⟩ ≥ αnβ∥x− y∥2

và

∥Fαn(x)− Fαn(y)∥ ≤ 1

γ
∥x− y∥+

N∑
i=1

∥Ti∥2
1

γi
∥x− y∥+ αnL∥x− y∥

=

(
1

γ
+

N∑
i=1

∥Ti∥2
1

γi
+ αnL

)
∥x− y∥

= LF∥x− y∥.

Tiếp theo, chúng tôi chứng minh mệnh đề sau.

Mệnh đề 2.2.3. Toán tử Gn = I − θnFαn là một ánh xạ co với hệ số co

τn =
√
1− 2θnαnβ + θ2nL

2
F ,

khi n đủ lớn.
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Chứng minh. Từ điều kiện (P2∗)(iii), ta có

θn
αn

<
2β

L2
F

,

khi n đủ lớn. Từ đó, ta suy ra θn ∈ (0, 2αnβ/L
2
F ).

Với mọi x, y ∈ H, ta có

∥Gn(x)−Gn(y)∥2 = ∥(I − θnFαn)(x)− (I − θnFαn)(y)∥2

= ∥x− y∥2 − 2θn⟨Fαn(x)− Fαn(y), x− y⟩

+ θ2n∥Fαn(x)− Fαn(y)∥2. (2.13)

Từ Chú ý 2.2.2 và (2.13), ta có

∥Gn(x)−Gn(y)∥2 ≤
(
1− 2θnαnβ + θ2nL

2
F

)
∥x− y∥2.

Do đó,

∥Gn(x)−Gn(y)∥ ≤
√
1− 2θnαnβ + θ2nL

2
F ∥x− y∥ = τn∥x− y∥.

Mệnh đề được chứng minh.

Sự hội tụ mạnh của dãy {yn} được xây dựng theo công thức lặp hiện (2.12) đến

nghiệm của bài toán (SCSP-MOE) được trình bày trong định lý sau.

Định lý 2.2.4. Dãy {yn} được xây dựng trong Thuật toán 2.2.1 hội tụ mạnh tới

x∗ ∈ Ω. Hơn nữa, x∗ là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân (2.2).

Chứng minh. Định lý được chứng minh qua các bước sau đây.

Bước 1. Chứng minh dãy {yn} bị chặn.

Thật vậy, lấy bất kỳ p ∈ Ω, khi đó Fαn(p) = αnS(p). Ta có

∥yn+1 − p∥ = ∥(yn − θnFαn(yn))− p∥

= ∥(I − θnFαn)(yn)− (I − θnFαn)(p)− θnFαn(p)∥

≤ ∥(I − θnFαn)(yn)− (I − θnFαn)(p)∥+ θn∥Fαn(p)∥.
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Từ Mệnh đề 2.2.3, ta có

∥yn+1 − p∥ ≤ τn∥yn − p∥+ θnαn∥S(p)∥

= τn∥yn − p∥+ (1− τn)
θnαn

1− τn
∥S(p)∥. (2.14)

Mặt khác, ta có thể thấy rằng

θnαn

1− τn
=

θnαn(1 + τn)

1− τ 2n
=

θnαn(1 + τn)

2θnαnβ − θ2nL
2
F

=
αn(1 + τn)

2αnβ − θnL2
F

=
1 + τn

2β − θn
αn

L2
F

. (2.15)

Từ (2.15), định nghĩa τn và điều kiện (P2∗)(iii) cho ta giới hạn

lim
n→∞

θnαn

1− τn
=

1

β
> 0.

Từ đó, ta suy ra tồn tại K1 = supn
θnαn

1− τn
> 0. Từ (2.14), ta có

∥yn+1 − p∥ ≤ τn∥yn − p∥+ (1− τn)K1∥S(p)∥

≤ max{∥yn − p∥, K1∥S(p)∥}
...

≤ max{∥y1 − p∥, K1∥S(p)∥}.

Điều này có nghĩa là dãy {yn} bị chặn.

Bước 2. Chứng minh dãy {yn} hội tụ mạnh tới x∗ ∈ Ω. Hơn nữa, x∗ là nghiệm duy

nhất của bất đẳng thức biến phân (2.2).

Giả sử xn được xác định bởi (2.1). Rõ ràng Fαn(xn) = 0. Vì S cũng là một toán tử

h-liên tục nên từ Định lý 2.1.3, ta có xn → x∗ ∈ Ω và x∗ là nghiệm duy nhất của bất

đẳng thức biến phân (2.2). Do đó, ta chỉ cần chứng minh rằng ∥yn − xn∥ → 0.

Áp dụng bất đẳng thức

∥a∥2 ≤ ∥b∥2 + 2⟨a, a− b⟩, ∀a, b ∈ H,
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ta có

∥yn+1 − xn+1∥2 ≤ ∥yn+1 − xn∥2 + 2⟨yn+1 − xn+1, xn − xn+1⟩

≤ ∥yn − xn∥2 + 2⟨yn+1 − xn, yn+1 − yn⟩

+ 2⟨yn+1 − xn+1, xn − xn+1⟩

≤ ∥yn − xn∥2 + 2∥yn+1 − xn+1∥∥xn − xn+1∥

+ 2⟨yn+1 − xn, yn+1 − yn⟩. (2.16)

Ngoài ra, ta có đánh giá sau

∥yn+1 − xn+1∥ ≤ ∥yn+1∥+ ∥xn+1∥ ≤ K2, với K2 = sup
n
{∥yn+1∥+ ∥xn+1∥}. (2.17)

Hơn nữa, vì Fαn(xn) = 0 và Fαn là αnβ-đơn điệu mạnh nên ta có

⟨yn+1 − xn, yn+1 − yn⟩ = ⟨yn − θnFαn(yn)− xn, yn − θnFαn(yn)− yn⟩

= −θn⟨yn − xn − θnFαn(yn), Fαn(yn)⟩

= −θn⟨yn − xn, Fαn(yn)⟩+ θ2n∥Fαn(yn)∥2

= −θn⟨yn − xn, Fαn(yn)− Fαn(xn)⟩+ θ2n∥Fαn(yn)∥2

≤ −θnαnβ∥yn − xn∥2 + θ2n∥Fαn(yn)∥2. (2.18)

Mặt khác, vì {yn} bị chặn và Fαn là một toán tử liên tục Lipschitz (Chú ý 2.2.2), nên

dãy {Fαn(yn)} cũng bị chặn. Do đó, sử dụng (2.18), ta có

⟨yn+1−xn, yn+1−yn⟩ ≤ −θnαnβ∥yn−xn∥2+θ2nK
2
3 , với K3 = sup

n
∥Fαn(yn)∥. (2.19)

Ngoài ra, ta cũng có

0 = ⟨Fαn(xn)− Fαn+1(xn+1), xn − xn+1⟩

= ⟨Fαn(xn)− Fαn(xn+1), xn − xn+1⟩+ ⟨Fαn(xn+1)− Fαn+1(xn+1), xn − xn+1⟩

= ⟨Fαn(xn)− Fαn(xn+1), xn − xn+1⟩+ (αn − αn+1)⟨S(xn+1), xn − xn+1⟩

≥ αnβ∥xn − xn+1∥2 + (αn − αn+1)⟨S(xn+1), xn − xn+1⟩.
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Từ đó, ta suy ra

αnβ∥xn − xn+1∥2 ≤ (αn+1 − αn)⟨S(xn+1), xn − xn+1⟩

≤ |αn+1 − αn| ∥S(xn+1)∥∥xn − xn+1∥. (2.20)

Hơn nữa, vì {yn} bị chặn và S là một toán tử liên tục Lipschitz, nên dãy {S(xn+1)}

cũng bị chặn. Do đó, từ (2.20) ta có

∥xn − xn+1∥ ≤ |αn+1 − αn|
αnβ

K4, (2.21)

trong đó K4 = supn ∥S(xn+1)∥.

Từ (2.16), (2.17), (2.19) và (2.21), ta suy ra

∥yn+1 − xn+1∥2 ≤ (1− 2θnαnβ)∥yn − xn∥2 + 2K2K4
|αn+1 − αn|

αnβ
+ 2θ2nK

2
3

= (1− 2θnαnβ)∥yn − xn∥2 + 2θnαnβ

(
K2K4

|αn+1 − αn|
θnα2

nβ
2

+
θnK

2
3

αnβ

)
= (1− ζn)∥yn − xn∥2 + ζncn,

trong đó

ζn = 2θnαnβ, cn = K2K4
|αn+1 − αn|
θnα2

nβ
2

+
θnK

2
3

αnβ
.

Áp dụng Bổ đề 1.5.6 với an = ∥yn − xn∥2, có thể thấy tất cả các điều kiện trong bổ đề

này đều được thỏa mãn. Như vậy ∥yn − xn∥ → 0 khi n → ∞.

Định lý được chứng minh.

Nhận xét 2.2.5. Thuật toán 2.1.1 và Thuật toán 2.2.1 đều được xây dựng dựa trên

phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov. Điểm khác biệt giữa hai thuật toán này là ở cách

giải bài toán hiệu chỉnh. Thuật toán 2.1.1 sử dụng phương pháp ẩn, trong đó tại mỗi

bước lặp cần xác định nghiệm của phương trình hiệu chỉnh (2.1) tương ứng với αn,

trong khi Thuật toán 2.2.1 sử dụng phương pháp hiện, trong đó nghiệm xấp xỉ được

cập nhật trực tiếp thông qua toán tử Fαn, bằng công thức lặp (2.12). Do đó, Thuật

toán 2.1.1 có cấu trúc đơn giản trong phân tích lý thuyết, còn Thuật toán2.2.1 có ưu
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điểm là công thức cập nhật được thực hiện trực tiếp và không yêu cầu giải phương

trình hiệu chỉnh tại mỗi bước lặp.

2.3 Tính ổn định của phương pháp hiệu chỉnh

Trong phần này, chúng tôi nghiên cứu về tính ổn định của phương pháp hiệu chỉnh

Tikhonov ẩn và hiệu chỉnh Tikhonov hiện khi dữ liệu đầu vào bị nhiễu bởi các điều

kiện nhiễu như sau:

(L1) Các điểm f ∈ H và fi ∈ Hi (i = 1, 2, . . . , N) chỉ được cho gần đúng. Cụ thể,

thay f và fi bởi các dãy {f δn} ⊂ H và {f δin
i } ⊂ Hi, thỏa mãn

∥f − f δn∥ ≤ δn, ∥fi − f δin
i ∥ ≤ δin,

trong đó {δn} và {δin} là các dãy số thực dương.

(L2) Các toán tử A và Ai (i = 1, 2, . . . , N) lần lượt được thay thế bởi các toán tử

Ahn : H → H và Ahi
n

i : Hi → Hi, sao cho Ahn là γ-đơn điệu mạnh ngược trên H

và Ahi
n

i cũng là các toán tử γi-đơn điệu mạnh ngược trên Hi tương ứng. Hơn nữa,

độ xấp xỉ giữa các toán tử A và Ahn, Ai và Ahi
n

i được xác định bởi các bất đẳng

thức sau:

∥Ahn(x)− A(x)∥ ≤ φ(∥x∥)hn, ∀x ∈ H,

∥Ahi
n

i (x)− Ai(x)∥ ≤ φi(∥x∥)hi
n, ∀x ∈ Hi,

trong đó φ(t) và φi(t) là các hàm số bị chặn với mọi t ≥ 0, và {hn}, {hi
n} là các

dãy số thực dương.

Trước hết, chúng tôi xem xét tính ổn định của phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov ẩn

bằng cách xét dãy {zn} được xác định bởi phương trình:

Ahn(zn) +
N∑
i=1

T ∗
i (A

hi
n

i (Ti(zn))) + αnS(zn) = f δn +
N∑
i=1

T ∗
i (f

δin
i ). (2.22)



48

Theo Mệnh đề 2.1.2, với các giả thiết trên, với mỗi n ∈ N, phương trình (2.22) có

nghiệm duy nhất zn.

Định lý 2.3.1. Giả sử các điều kiện (P1), (P2), (L1), (L2) được thỏa mãn. Ngoài ra,

nếu điều kiện sau được thỏa mãn

lim
n→∞

δn + hn +
∑N

i=1(δ
i
n + hi

n)

αn
= 0, (2.23)

thì dãy {zn} được tạo bởi phương trình (2.22) hội tụ mạnh đến x∗ ∈ Ω, trong đó x∗ là

nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân (2.2).

Chứng minh. Gọi xn là nghiệm duy nhất của phương trình (2.1). Ta biết rằng xn → x∗

khi n → ∞, trong đó x∗ là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân (2.2). Dễ

dàng thấy rằng

0 = ⟨A(xn)− Ahn(zn), xn − zn⟩+ αn⟨S(xn)− S(zn), xn − zn⟩

+

〈
N∑
i=1

T ∗
i (Ai(Ti(xn)))−

N∑
i=1

T ∗
i (A

hi
n

i (Ti(zn))), xn − zn

〉

− ⟨f − f δn, xn − zn⟩ −
N∑
i=1

⟨T ∗
i (fi − f δin

i ), xn − zn⟩. (2.24)

Mặt khác, ta có

⟨A(xn)− Ahn(zn), xn − zn⟩ = ⟨A(xn)− Ahn(xn), xn − zn⟩

+ ⟨Ahn(xn)− Ahn(zn), xn − zn⟩

≥ ⟨A(xn)− Ahn(xn), xn − zn⟩ (2.25)

và 〈 N∑
i=1

T ∗
i (Ai(Ti(xn)))−

N∑
i=1

T ∗
i (A

hi
n

i (Ti(zn))), xn − zn

〉

=
N∑
i=1

⟨Ai(Ti(xn))− Ahi
n

i (Ti(zn)), Ti(xn)− Ti(zn)⟩
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=
N∑
i=1

⟨Ai(Ti(xn))− Ahi
n

i (Ti(xn)), Ti(xn)− Ti(zn)⟩

+
N∑
i=1

⟨Ahi
n

i (Ti(xn))− Ahi
n

i (Ti(zn)), Ti(xn)− Ti(zn)⟩

≥
N∑
i=1

⟨Ai(Ti(xn))− Ahi
n

i (Ti(xn)), Ti(xn)− Ti(zn)⟩. (2.26)

Từ (2.24), (2.25) và (2.26) ta suy ra

0 ≥ ⟨A(xn)− Ahn(xn), xn − zn⟩ − ⟨f − f δn, xn − zn⟩ −
N∑
i=1

⟨T ∗
i (fi − f δin

i ), xn − zn⟩

+
N∑
i=1

⟨Ai(Ti(xn))− Ahi
n

i (Ti(xn)), Ti(xn)− Ti(zn)⟩+ αnβ∥xn − zn∥2.

Từ đó, ta được

αnβ∥xn − zn∥2 ≤ − ⟨A(xn)− Ahn(xn), xn − zn⟩

−
N∑
i=1

⟨Ai(Ti(xn))− Ahi
n

i (Ti(xn)), Ti(xn)− Ti(zn)⟩

+ ⟨f − f δn, xn − zn⟩+
N∑
i=1

⟨T ∗
i (fi − f δin

i ), xn − zn⟩.

Dựa vào điều kiện (P1), (L1) và (L2), ta có

αnβ∥xn − zn∥2 ≤ ∥A(xn)− Ahn(xn)∥ ∥xn − zn∥+
N∑
i=1

∥Ti∥ δin∥xn − zn∥

+
N∑
i=1

∥Ai(Ti(xn))− Ahi
n

i (Ti(xn))∥ ∥Ti(xn)− Ti(zn)∥+ δn∥xn − zn∥

≤ φ(∥xn∥)hn∥xn − zn∥+
N∑
i=1

φi(∥Ti(xn)∥)hi
n∥Ti∥ ∥xn − zn∥

+ δn∥xn − zn∥+
N∑
i=1

∥Ti∥ δin∥xn − zn∥.



50

Suy ra

β∥xn − zn∥ ≤ φ(∥xn∥)
hn

αn
+

N∑
i=1

φi(∥Ti(xn)∥)∥Ti∥
hi
n

αn
+

δn
αn

+
N∑
i=1

δin
αn

∥Ti∥.

Từ điều kiện (2.23), ta được ∥xn − zn∥ → 0. Vì xn → x∗ nên suy ra zn → x∗.

Định lý được chứng minh.

Tiếp theo, chúng tôi sẽ phân tích tính ổn định của phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov

hiện. Cụ thể, với mọi u1 ∈ H, ta xét dãy {un} được xác định bởi

un+1 = un − θnF̂αn(un), n ≥ 1, (2.27)

trong đó

F̂αn(un) = Ahn(un) +
N∑
i=1

T ∗
i (A

hi
n

i (Ti(un))) + αnS(un)− f δn −
N∑
i=1

T ∗
i (f

δin
i ).

Bằng cách sử dụng lập luận tương tự như trong chứng minh Định lý 2.3.1, ta có

định lý sau đây.

Định lý 2.3.2. Giả sử các điều kiện (P1∗), (P2∗), (L1), (L2) và (2.23) đều thỏa mãn.

Khi đó, dãy {un} được tạo bởi (2.27) hội tụ mạnh đến x∗ ∈ Ω, trong đó x∗ là nghiệm

duy nhất của bất đẳng thức biến phân (2.2).

Nhận xét 2.3.3. Định lý 2.3.1 và Định lý 2.3.2 cho thấy Thuật toán 2.1.1 và Thuật

toán 2.2.1 là ổn định trước nhiễu. Tức là, ngay cả khi dữ liệu và toán tử chỉ được cho

gần đúng theo các điều kiện (L1), (L2) thì các dãy lặp thu được vẫn hội tụ mạnh đến

nghiệm duy nhất x∗ của bài toán. Điều này cho thấy thuật toán đề xuất vừa có cơ sở

lý thuyết vững chắc, vừa có tiềm năng ứng dụng trong các bài toán thực tiễn, nơi dữ

liệu thường chứa sai số.
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2.4 Ứng dụng và ví dụ số minh họa

Trong phần này, các ví dụ số được thực hiện bằng phần mềm MATLAB R2014a

trên máy tính DELL Precision 5560, trang bị bộ xử lý Intel(R) Core(TM) i7-11850H

thế hệ thứ 11 với xung nhịp 2.50GHz (16 lõi xử lý) và bộ nhớ RAM 16GB.

2.4.1 Ứng dụng giải bài toán điểm bất động chung tách và bài toán không

điểm chung tách với đa tập đầu ra

Cho Ti : H → Hi, i = 1, 2, . . . , N , là các toán tử tuyến tính bị chặn trên H. Cho

B : H → H và Bi : Hi → Hi, i = 1, 2, . . . , N , là các ánh xạ không giãn trên H và Hi

tương ứng. Xét bài toán điểm bất động chung tách với đa tập đầu ra (SCFPP-MOS):

Tìm x ∈ Ω̂ = Fix(B) ∩

(
N⋂
i=1

T−1
i

(
Fix(Bi)

))
̸= ∅. (2.28)

Theo Nhận xét 1.3.17, các toán tử I − B và Ii − Bi là
1

2
-đơn điệu mạnh ngược. Do

đó, nếu ta thay các toán tử A và Ai trong Thuật toán 2.1.1 và Thuật toán 2.2.1 lần

lượt bởi các toán tử I −B và Ii −Bi, đồng thời chọn f = 0 và fi = 0, (i = 1, 2, . . . , N)

thì sẽ thu được các dãy lặp tương ứng hội tụ tới nghiệm của bài toán (2.28). Cụ thể

như sau:

Định lý 2.4.1. Giả sử các điều kiện (P1) và (P2) được thỏa mãn. Khi đó, dãy {xn}

được xác định bởi

(I −B)(xn) +
N∑
i=1

T ∗
i ((Ii −Bi)(Ti(xn))) + αnS(xn) = 0

hội tụ mạnh về x ∈ Ω̂, trong đó x là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân

⟨S(x), p− x⟩ ≥ 0, ∀ p ∈ Ω̂. (2.29)

Định lý 2.4.2. Giả sử rằng các điều kiện (P1∗) và (P2∗) được thỏa mãn. Khi đó,
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dãy {yn} được sinh bởi

yn+1 = yn − θn

(
(I −B)(yn) +

N∑
i=1

T ∗
i ((Ii −Bi)(Ti(yn))) + αnS(yn)

)

hội tụ mạnh về x ∈ Ω̂, trong đó x là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân (2.29).

Giả sử B = PC và Bi = PQi, trong đó PC là phép chiếu mêtric từ không gian

Hilbert H lên tập C, còn PQi là phép chiếu mêtric từ không gian Hi lên tập Qi, với

mọi i = 1, 2, . . . , N . Vì phép chiếu mêtric là ánh xạ không giãn, nên Fix(PC) = C và

Fix(PQi) = Qi. Do đó dựa trên Định lý 2.4.1 và Định lý 2.4.2, ta thu được các kết quả

sau cho bài toán chấp nhận tách với đa tập đầu ra (SFP-MOS).

Định lý 2.4.3. Giả sử các điều kiện (P1) và (P2) được thỏa mãn. Khi đó, dãy {xn}

được xác định bởi

(I − PC)(xn) +
N∑
i=1

T ∗
i

(
(Ii − PQi)(Ti(xn))

)
+ αnS(xn) = 0

hội tụ mạnh đến x ∈ Ω̃, trong đó x chính là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức

biến phân

⟨S(x), p− x⟩ ≥ 0, ∀ p ∈ Ω̃, (2.30)

trong đó

Ω̃ = C ∩

(
N⋂
i=1

T−1
i (Qi)

)
̸= ∅.

Định lý 2.4.4. Giả sử các điều kiện (P1∗) và (P2∗) được thỏa mãn. Khi đó, dãy {yn}

được xác định bởi

yn+1 = yn − θn

(
(I − PC)(yn) +

N∑
i=1

T ∗
i

(
(Ii − PQi)(Ti(yn))

)
+ αnS(yn)

)
. (2.31)

hội tụ mạnh đến x ∈ Ω̃, trong đó x là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến

phân (2.30).
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Giả sử F : H → 2H và Fi : Hi → 2Hi lần lượt là các toán tử đơn điệu cực đại trên

H và Hi, với i = 1, 2, . . . , N . Xét bài toán không điểm chung tách với đa tập đầu ra

(SCNPP-MOS):

Tìm x ∈ Ω̄ = Zer(F ) ∩

(
N⋂
i=1

T−1
i

(
Zer(Fi)

))
̸= ∅. (2.32)

Theo Mệnh đề 1.3.12 và Mệnh đề 1.3.13 thì các toán tử giải JF
r của F và JFi

ri của Fi,

i = 1, 2, . . . , N là các ánh xạ không giãn, đồng thời

Zer(F ) = Fix(JF
r ); Zer(Fi) = Fix(JFi

ri ).

Do đó, ta có thể áp dụng Định lý 2.4.1 và Định lý 2.4.2 để bài toán (2.32) như sau:

Định lý 2.4.5. Giả sử các điều kiện (P1) và (P2) được thỏa mãn. Khi đó, dãy {xn}

được sinh bởi

(I − JF
r )(xn) +

N∑
i=1

T ∗
i

(
(Ii − JFi

ri )(Ti(xn))
)
+ αnS(xn) = 0, (2.33)

hội tụ mạnh đến x ∈ Ω̄. Hơn nữa, x chính là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức

biến phân

⟨S(x), p− x⟩ ≥ 0, ∀ p ∈ Ω̄. (2.34)

Định lý 2.4.6. Giả sử các điều kiện (P1∗) và (P2∗) được thỏa mãn. Khi đó, dãy {yn}

được xác định bởi công thức lặp

yn+1 = yn − θn

(
(I − JF

r )(yn) +
N∑
i=1

T ∗
i

(
(Ii − JFi

ri )(Ti(yn))
)
+ αnS(yn)

)
, (2.35)

hội tụ mạnh đến x ∈ Ω̄. Hơn nữa, x chính là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến

phân (2.34).

Ví dụ 2.4.7. Xét bài toán chấp nhận tách với đa tập đầu ra (SFP-MOS) như sau:
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Tìm x ∈ Ω̃ = C ∩

(
3⋂

i=1

T−1
i (Qi)

)
, (2.36)

với các giả thiết sau đây.

(i) H = Hi = L2[0, π] (i = 1, 2, 3) với tích vô hướng được cho bởi

⟨x, y⟩ =
∫ π

0

x(t) y(t) dt, ∀x = x(t), y = y(t) ∈ L2[0, π],

và chuẩn tương ứng được cho bởi

∥x∥ =

(∫ π

0

x2(t) dt

)1/2

, ∀x = x(t) ∈ L2[0, π].

Các tập C và Qi (i = 1, 2, 3) được xác định bởi

C = {x ∈ L2[0, π] : ∥x∥ ≤ 2 },

Qi = {x ∈ L2[0, π] : ⟨ai, x⟩ ≤ bi },

trong đó

ai(t) = sin
(
(i+ 1)t

)
, ∀ t ∈ [0, π],

bi =
1− cos(iπ)

i(i+ 1)(i+ 2)
.

(ii) Với mỗi i = 1, 2, 3, toán tử Ti : L
2[0, π] → L2[0, π] được định nghĩa bởi

Ti(x)(t) =
x(t)

i+ 1
, ∀x = x(t) ∈ L2[0, π].

Khi đó tập Ω̃ là khác rỗng, vì 0 ∈ Ω̃. Hơn nữa, x∗ = 0 là nghiệm duy nhất của bài

toán (2.36). Chúng tôi sử dụng công thức lặp hiện (2.31) với các dữ liệu được chọn

như sau:

Toán tử hiệu chỉnh S(x) = x với mọi x = x(t) ∈ L2[0, π];



55

Điểm đầu: x1 = et, với mọi t ∈ [0, π];

Các tham số: αn = n−0.1, θn = 0.75n−0.3;

Sử dụng tiêu chuẩn dừng εn = ∥xn∥ ≤ TOL, với TOL là ngưỡng sai số cho trước.

Đồng thời, chúng tôi cũng so sánh kết quả số của công thức lặp (2.31) với Thuật

toán 3.5 trong [52] và Thuật toán trong Hệ quả 4.3 của [54]. Các dữ liệu cho mỗi thuật

toán được lựa chọn như sau:

• Thuật toán 3.5 trong [52]:

f(x) = 0.85x, αn = n−0.1, γn =
2

3
.

• Hệ quả 4.3 trong [54]:

f(x) = 0.85x, αn = n−0.1, βi,n = 0.75, θi,n = 1, ρi,n = 1.

Các kết quả số được trình bày trong Bảng 2.1. Sự biến thiên của sai số εn được

minh họa trong Hình 2.1.

Bảng 2.1: Bảng kết quả số của phương pháp lặp hiện (2.31) và so sánh giữa các thuật toán

TOL Thuật toán n εn Thời gian (s)

10−5 Phương pháp lặp (2.31) 38 9.375× 10−6 0.001

Thuật toán 3.5 trong [52] 196 9.676× 10−6 0.006

Hệ quả 4.3 trong [54] 71 9.073× 10−6 0.029

10−6 Phương pháp lặp (2.31) 51 9.144× 10−7 0.001

Thuật toán 3.5 trong [52] 240 9.627× 10−7 0.007

Hệ quả 4.3 trong [54] 82 9.531× 10−7 0.030

10−7 Phương pháp lặp (2.31) 65 9.790× 10−8 0.001

Thuật toán 3.5 trong [52] 285 9.929× 10−8 0.008

Hệ quả 4.3 trong [54] 93 9.897× 10−8 0.032
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Hình 2.1: Dáng điệu của εn trong Bảng 2.1 với điều kiện dừng TOL = 10−6

2.4.2 Ứng dụng giải bài toán điểm cực tiểu chung tách với đa tập đầu ra

Cho g : H → R và gi : Hi → R, i = 1, 2, . . . , N , là các hàm lồi khả vi Fréchet. Giả

sử rằng ∇g và ∇gi là các toán tử liên tục Lipschitz với hệ số Lipschitz tương ứng là β

và βi. Gọi Ti : H → Hi, i = 1, 2, . . . , N , là các toán tử tuyến tính bị chặn. Giả sử rằng

Ω∗ = argmin
x∈H

g(x) ∩

(
N⋂
i=1

T−1
i (arg min

yi∈Hi

gi(yi))

)
̸= ∅.

Bài toán điểm cực tiểu tách với đa tập đầu ra yêu cầu tìm một phần tử p ∈ H sao cho

p ∈ Ω∗, tức là,

p ∈ argmin
x∈H

g(x), Ti(p) ∈ arg min
yi∈Hi

gi(yi), (2.37)

với mọi i = 1, 2, . . . , N .

Mô hình bài toán này yêu cầu tìm một nghiệm đồng thời tối ưu hóa hàm g và

thỏa mãn các điều kiện cực tiểu của ba hàm gi thông qua các toán tử tuyến tính

Ti. Cấu trúc này thường gặp trong các bài toán phân tích tín hiệu và xử lý dữ liệu

nhiều nguồn.
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Theo định lý Baillon-Haddad (xem Bổ đề 1.5.7), ta có ∇g và ∇gi, i = 1, 2, . . . , N ,

là các toán tử đơn điệu mạnh ngược với hệ số 1/β và 1/βi tương ứng. Do đó, áp

dụng Định lý 2.1.3 và Định lý 2.2.4 với A = ∇g, Ai = ∇gi, f = fi = 0 với mọi

i = 1, 2, . . . , N , ta thu được các kết quả sau cho việc giải bài toán điểm cực tiểu chung

tách với đa tập đầu ra.

Định lý 2.4.8. Giả sử các điều kiện (P1) và (P2) được thỏa mãn. Khi đó, dãy {xn}

được xác định bởi

∇g(xn) +
N∑
i=1

T ∗
i (∇gi(Ti(xn))) + αnS(xn) = 0 (2.38)

hội tụ mạnh về x ∈ Ω∗, trong đó x là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân

⟨S(x), p− x⟩ ≥ 0, ∀ p ∈ Ω∗. (2.39)

Định lý 2.4.9. Giả sử rằng các điều kiện (P1∗) và (P2∗) được thỏa mãn. Khi đó, dãy

{yn} được sinh bởi

yn+1 = yn − θn

(
∇g(yn) +

N∑
i=1

T ∗
i (∇gi(Ti(yn))) + αnS(yn)

)
(2.40)

hội tụ mạnh về x ∈ Ω∗, trong đó x là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến

phân (2.39).

Ví dụ 2.4.10. Xét bài toán điểm cực tiểu chung tách với đa tập đầu ra.

Tìm x ∈ Ω∗ = Argmin g ∩

(
4⋂

i=1

T−1
i (Argmin gi)

)
, (2.41)

với các dữ liệu như sau:

(i) Các hàm mục tiêu: Cho g : R5 → R, g1 : R2 → R, g2 : R3 → R, g3 : R4 → R,

và g4 : R6 → R là các hàm lồi và khả vi Fréchet, được xác định bởi:

g(x) =
x21
2

+
x22
2

+ 2x23 +
x24
2

+ 2x25 − x1x2 + 2x1x3 − x1x4 + 2x1x5 − 2x2x3
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+ x2x4 − 2x2x5 − 2x3x4 + 4x3x5 − 2x4x5 − x1 + x2 − 2x3 + x4 − 2x5,

g1(y) =
y21
2

+ 2y22 + 2y1y2 − 2y1 − 4y2,

g2(z) =
z21
2

+ 2z22 +
z23
2

− 2z1z2 + z1z3 − 2z2z3 + z1 − 2z2 + z3,

g3(u) =
1

2
(u21 + u22 + u23 + u24) + u1u2 − u1u3 + u1u4 − u2u3 + u2u4 − u3u4

− 3(u1 + u2 − u3 + u4)

g4(v) =
1

2
(v21 + v23 + 4v25 + v26)− v1v3 + 2v1v5 − v1v6 − 2v3v5 + v3v6 − 2v5v6

− 4(v1 − v3 + 2v5 − v6),

với mọi x = (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5, y = (y1, y2) ∈ R2, z = (z1, z2, z3) ∈ R3,

u = (u1, u2, u3, u4) ∈ R4, v = (v1, v2, v3, v4, v5, v6) ∈ R6.

(ii) Các toán tử chuyển: Ma trận của các toán tử chuyển T1 : R5 → R2,

T2 : R5 → R3, T3 : R5 → R4 và T4 : R5 → R6 lần lượt là:

T1 =

−1 −1 −2 0 −2

0 1 1 1 1

 , T2 =


1 1 −1 2 −1

2 −1 1 −1 0

5 −5 5 −7 3

 ,

T3 =



1 −1 0 1 0

1 0 0 0 −2

0 1 −1 1 0

−2 2 1 1 4


, T4 =



1 −1 1 0 0

0 1 1 1 0

0 0 1 −1 −1

1 1 0 0 1

1 0 0 −1 1

2 0 −4 −1 −1


.

Dễ thấy g và gi, i = 1, 2, 3, 4, là các hàm lồi và tập nghiệm của bài toán là

Ω∗ =

{(
2a+ c− 2, c,

3− a− 2b

2
, a, b

)
| a, b, c ∈ R

}
.
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Chọn S(x) = x với mọi x ∈ R5. Khi đó, x∗ = (−0.24, 0.24, 0.56, 0.76, 0.56) là

nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân

⟨S(x∗), x− x∗⟩ ≥ 0, ∀x ∈ Ω∗.

Trong trường hợp này, x∗ là nghiệm với chuẩn nhỏ nhất.

Sử dụng công thức lặp (2.38) (phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov ẩn) với αn = n−1,

các kết quả được trình bày trong Bảng 2.2. Dáng điệu của εn được minh họa trong

Hình 2.2.

Bảng 2.2: Bảng kết quả số của phương pháp lặp ẩn (2.38)

n εn = ∥xn − x∗∥2 xn

100 3.6890× 10−7 (−0.2398, 0.2398, 0.5598, 0.7595, 0.5598)

200 9.2275× 10−8 (−0.2399, 0.2399, 0.5599, 0.7598, 0.5599)

300 4.1019× 10−8 (−0.2399, 0.2399, 0.5599, 0.7598, 0.5599)

400 2.3075× 10−8 (−0.2400, 0.2400, 0.5599, 0.7599, 0.5599)

500 1.4769× 10−8 (−0.2400, 0.2400, 0.5600, 0.7599, 0.5600)

Hình 2.2: Dáng điệu của εn trong Bảng 2.2
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Tiếp theo, chúng tôi khảo sát tính hội tụ của phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov

hiện (công thức lặp (2.40)), đồng thời so sánh phương pháp này với Thuật toán 3.1

trong [54]. Chọn điểm đầu x1 = (2, 3, 4, 5, 6) và các tham số sử dụng cho từng thuật

toán được lựa chọn như sau.

• Phương pháp lặp (2.40):

S(x) = x, αn = n−0.2, θn = 0.06n−0.21.

• Thuật toán 3.1 trong [54]:

B0 = ∇g, Bi = ∇gi, f(x) = x1, αn = n−1,

βi,n = 0.2, ri,n = 1, ρi,n = 1.45, θi,n = 0.5.

Để dừng quá trình lặp, chúng tôi sử dụng tiêu chuẩn εn = ∥xn − x∗∥2 < TOL,

trong đó TOL là ngưỡng sai số cho trước. Các kết quả số tương ứng được tổng hợp

trong Bảng 2.3.

Bảng 2.3: Bảng kết quả số của phương pháp lặp hiện (2.40) và Thuật toán 3.1 trong [54]

TOL
Phương pháp lặp (2.40) Thuật toán 3.1 trong [54]

εn n Thời gian (s) εn n Thời gian (s)

10−2 9.9000× 10−3 448 0.0031 1.0000× 10−2 1032 0.0184

10−3 9.9537× 10−4 739 0.0045 9.9999× 10−4 33094 0.4507

10−4 9.9997× 10−5 7922 0.0298 1.0000× 10−4 1057638 14.6100

Nhận xét 2.4.11. Ví dụ 2.4.7 và Ví dụ 2.4.10 cho thấy rằng các phương pháp hiệu

chỉnh Tikhonov lặp ẩn và lặp hiện mà chúng tôi đề xuất trong chương này cho kết

quả vượt trội so với thuật toán của S. Reich và các cộng sự trong [52] và thuật toán

của S. Reich và T. M. Tuyen trong [54], xét về số vòng lặp cũng như thời gian CPU.

Đặc biệt, trong Ví dụ 2.4.10, phương pháp lặp (2.38) cho thấy khi αn đủ nhỏ, ta có

thể tính được nghiệm xấp xỉ xn một cách nhanh chóng.
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2.4.3 Ứng dụng giải bài toán khôi phục tín hiệu

Xét bài toán khôi phục tín hiệu thưa x ∈ Rn từ các phép đo tuyến tính bị nhiễu,

bao gồm phép đo trực tiếp và các phép đo gián tiếp thông qua nhiều toán tử tuyến

tính bị chặn. Cụ thể, bài toán đặt ra là tìm một tín hiệu x ∈ Rn dựa trên phép

đo trực tiếp Ax và các phép đo đã qua biến đổi AiTi(x) (i = 1, 2, . . . , N), trong đó

Ai (i = 1, 2, . . . , N) là các ma trận lấy mẫu và Ti (i = 1, 2, . . . , N) là các toán tử tuyến

tính bị chặn (toán tử chuyển). Mô hình toán học của bài toán được mô tả như sau.

Giả sử x ∈ Rn là tín hiệu cần khôi phục, ta có hai loại phép đo:

• Phép đo trực tiếp:

b = Ax+ η,

trong đó A ∈ Rm×n là ma trận đo chính, b ∈ Rm là véc-tơ quan sát được, và η là

nhiễu Gauss với phương sai σ2.

• Phép đo gián tiếp thông qua các toán tử tuyến tính:

bi = AiTi(x) + νi, i = 1, 2, . . . , N,

trong đó Ai ∈ Rpi×mi là các ma trận lấy mẫu, Ti : Rn → Rmi là các toán tử tuyến

tính bị chặn, bi ∈ Rpi là véc-tơ quan sát thu được từ quá trình đo thứ i, và νi là

nhiễu Gauss với phương sai σ2
i .

Việc giải bài toán trên được quy về bài toán tối ưu tương đương

Tìm x ∈ Ω∗ = arg min
x∈Rn

h(x) ∩
( N⋂

i=1

T−1
i (arg min

yi∈Rmi
hi(yi))

)
, (2.42)

trong đó

h(x) =
1

2
∥Ax− b∥2,

hi(yi) =
1

2
∥Aiyi − bi∥2, i = 1, 2, . . . , N.
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Rõ ràng, các hàm h(x) và hi(x) (i = 1, 2, . . . , N) đều là các hàm lồi khả vi. Hơn nữa,

các gradient của chúng có dạng

∇h(x) = A∗(Ax− b),

∇hi(yi) = A∗
i

(
Aiyi − bi

)
, i = 1, 2, . . . , N,

trong đó A∗, A∗
i lần lượt là các toán tử liên hợp của A, Ai (trong trường hợp A và Ai

là các ma trận hữu hạn chiều thì A∗ và A∗
i tương ứng trùng với ma trận chuyển vị AT

và AT
i ). Do các toán tử ∇h và ∇hi (i = 1, 2, . . . , N) là các toán tử liên tục Lipschitz

nên theo định lý Baillon-Haddad (xem Bổ đề 1.5.7) thì ∇h và ∇hi (i = 1, 2, . . . , N) là

các toán tử đơn điệu mạnh ngược. Do đó, áp dụng Định lý 2.1.3 và Định lý 2.2.4 với

A = ∇h, Ai = ∇hi, f = fi = 0, với mọi i = 1, 2, . . . , N,

ta thu được các kết quả sau cho việc giải bài toán khôi phục tín hiệu.

Định lý 2.4.12. Giả sử các điều kiện (P1) và (P2) được thỏa mãn. Khi đó, dãy {xn}

được xác định bởi

A∗(Axn − b) +
N∑
i=1

T ∗
i (A

∗
i (AiTi(xn)− bi)) + αnS(xn) = 0 (2.43)

hội tụ mạnh về x ∈ Ω∗, trong đó x là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân

⟨S(x), p− x⟩ ≥ 0, ∀ p ∈ Ω∗. (2.44)

Định lý 2.4.13. Giả sử rằng các điều kiện (P1∗) và (P2∗) được thỏa mãn. Khi đó,

dãy {yn} được sinh bởi

yn+1 = yn − θn

(
A∗(Ayn − b) +

N∑
i=1

T ∗
i (A

∗
i (AiTi(yn)− bi)) + αnS(yn)

)
(2.45)

hội tụ mạnh về x ∈ Ω∗, trong đó x là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến

phân (2.44).



63

Ví dụ 2.4.14. Xét bài toán khôi phục tín hiệu với các dữ liệu thử nghiệm được thiết

lập như sau:

Xét không gian Rn với n = 128. Tín hiệu gốc x ∈ Rn là tín hiệu thưa 0–1 với 32

phần tử khác không, các phần tử khác không nhận giá trị bằng 1, vị trí được chọn

ngẫu nhiên.

Ma trận đo chính A có kích thước m×n trong đó m = max1≤i ≤N mi, m ∈ [50, 100].

Các phần tử của A được sinh ngẫu nhiên theo phân phối chuẩn. Các hàng của ma

trận A được chuẩn hóa theo chuẩn Euclid.

Với N hệ đo bổ sung, mỗi hệ được thiết lập bao gồm một toán tử tuyến tính bị

chặn Ti : Rn → Rmi và một ma trận lấy mẫu Ai ∈ Rpi×mi, trong đó mi ∈ [50, 100]

và pi ∈ [20, 50] được chọn ngẫu nhiên. Các hàng của ma trận Ai và Ti lần lượt được

chuẩn hóa theo chuẩn Euclid và chuẩn Frobenius.

Nhiễu Gauss với phương sai σ2 = 0.0001 được thêm vào dữ liệu quan sát.

Sai số được đánh giá theo công thức

εn =
∥xn+1 − xn∥
max{1, ∥xn∥}

.

Sử dụng phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov ẩn với công thức lặp (2.43), và các dữ

liệu được chọn là

S(x) = x, αn =
1

n
, N = 100.

Thuật toán được thực hiện với các lựa chọn khác nhau của tham số hiệu chỉnh αn, kết

quả số được trình bày trong Bảng 2.4. Hình ảnh khôi phục tín hiệu ứng với trường

hợp αn =
1

200
được thể hiện trong Hình 2.3

Bảng 2.4: Bảng kết quả số của phương pháp lặp ẩn (2.43)

αn εn Thời gian (s)

1/50 3.026 × 10−2 0.1612

1/100 1.779× 10−2 0.0410

1/200 9.021× 10−3 0.0390

1/300 6.047× 10−3 0.0389
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Hình 2.3: Tín hiệu gốc và tín hiệu khôi phục bằng phương pháp lặp ẩn (2.43) với αn = 1/200

Tiếp theo, chúng tôi sử dụng phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov hiện với công thức

lặp (2.45), trong đó điểm xuất phát x1 là gốc tọa độ và các dữ liệu được chọn như sau

S(x) = x, αn = n−0.45, θn = 0.35n−0.4525.

Thuật toán dừng khi εn ≤ TOL, với TOL cho trước hoặc khi số vòng lặp đạt 20000.

Kết quả số được trình bày trong Bảng 2.5. Hình ảnh khôi phục tín hiệu với TOL = 10−5

được thể hiện trong Hình 2.4.

Bảng 2.5: Bảng kết quả số của phương pháp lặp hiện (2.45)

TOL Số bước lặp εn Thời gian (s)

10−3 100 9.9579× 10−4 0.0019

10−4 499 9.9916× 10−5 0.0081

10−5 2297 9.9971× 10−6 0.0361

10−6 11714 9.9999× 10−7 0.1847
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Hình 2.4: Tín hiệu gốc và tín hiệu khôi phục bằng phương pháp lặp hiện (2.45) với
TOL = 10−5

KẾT LUẬN CHƯƠNG 2

Trong chương này, chúng tôi đã xây dựng hai thuật toán xấp xỉ nghiệm cho bài toán

(SCSP-MOE) dựa trên phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov. Điểm nhấn quan trọng của

chương là việc chứng minh tính hội tụ mạnh và tính ổn định trước nhiễu cho các thuật

toán đề xuất, thể hiện qua Định lý 2.1.3, Định lý 2.2.4, Định lý 2.3.1 và Định lý 2.3.2.

Các kết quả này mở rộng đáng kể tính khả dụng của các phương pháp lặp trong bối

cảnh dữ liệu thực tế thường chứa sai số.

Bên cạnh phần phân tích lý thuyết, chương này còn trình bày việc vận dụng các

thuật toán đã xây dựng để giải một số bài toán liên quan. Các ví dụ số minh họa

không chỉ xác nhận tính hội tụ của thuật toán mà còn cho thấy hiệu quả tính toán tốt

hơn so với một số phương pháp khác trong một số trường hợp cụ thể.

Nhìn chung, chương này đóng góp một hướng tiếp cận hiệu quả và đáng tin cậy

cho bài toán (SCSP-MOE), tạo nền tảng cho việc phát triển các thuật toán mạnh hơn

sẽ được trình bày trong các chương tiếp theo.
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Chương 3

Thuật toán điểm gần kề quán tính giải

bài toán (SCSP-MOE)

Trong chương này, dựa trên phương pháp điểm gần kề quán tính (hiệu chỉnh),

chúng tôi đề xuất hai thuật toán lặp giải bài toán (SCSP-MOE). Thuật toán thứ nhất

được chứng minh hội tụ yếu đến nghiệm của bài toán và được đánh giá về tốc độ hội

tụ. Thuật toán thứ hai được xây dựng trên cơ sở kết hợp thuật toán thứ nhất với

phương pháp xấp xỉ mềm nhằm thu được sự hội tụ mạnh. Cuối chương, một số ví dụ

số được đưa ra để minh họa cho các kết quả lý thuyết. Các nội dung của chương được

trình bày dựa trên các kết quả chính của bài báo (CT1).

3.1 Thuật toán hội tụ yếu và tốc độ hội tụ

Như đã đề cập trong phần mở đầu, năm 2001, Alvarez và Attouch (xem [6]) đã giới

thiệu thuật toán điểm gần kề quán tính để tìm không điểm của toán tử đơn điệu cực

đại A : H → 2H, với H là một không gian Hilbert thực. Các tác giả đã chứng minh

được rằng, với các tham số θn ∈ [0, 1), λn > 0 và điều kiện

∞∑
n=1

θn∥xn − xn−1∥2 < ∞,

được thỏa mãn thì dãy {xn} sinh bởi quy tắc lặp

xn+1 = JA
λn
(xn + θn(xn − xn−1)),
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với x0, x1 ∈ H được chọn bất kỳ, sẽ hội tụ yếu tới không điểm của toán tử đơn điệu

cực đại A (với giả thiết tập nghiệm của bài toán khác rỗng).

Dựa trên thuật toán của Alvarez và Attouch, chúng tôi xây dựng một biến thể của

thuật toán điểm gần kề quán tính để tìm nghiệm của bài toán (SCSP-MOE).

Trong toàn bộ chương này, bài toán (SCSP-MOE) được xét dưới các giả thiết

(H1)–(H4) đã nêu trong Chương 2.

Thuật toán 3.1.1 Thuật toán hội tụ yếu

1: Chọn θ ∈ [0, 1) và dãy {tn} thỏa mãn

0 ≤ tn ≤ θ, ∀n ≥ 0.

2: Chọn hai điểm đầu x0, x1 ∈ H tùy ý.

3: for n = 1, 2, . . . do

4: Tính

xn+1 = JA+
∑N

i=1 T
∗
i AiTi

(
xn + tn(xn − xn−1) + f +

N∑
i=1

T ∗
i (fi)

)
. (3.1)

5: end for

Sự hội tụ của dãy được tạo ra bởi Thuật toán 3.1.1 được chỉ ra trong định lý sau.

Định lý 3.1.2. Giả sử rằng dãy {tn} được chọn sao cho điều kiện sau được thỏa mãn

∞∑
n=1

tn∥xn − xn−1∥2 < ∞. (C)

Khi đó, dãy {xn} được tạo ra bởi Thuật toán 3.1.1 hội tụ yếu đến một nghiệm của bài

toán (SCSP-MOE).

Chứng minh. Từ Bổ đề 1.5.5, ta có dãy {xn} là hoàn toàn xác định. Viết lại công thức

lặp (3.1) dưới dạng tương đương

A(xn+1) +
N∑
i=1

T ∗
i (Ai(Ti(xn+1))) + xn+1 = xn + tn(xn − xn−1) +f+

N∑
i=1

T ∗
i (fi). (3.2)
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Với mọi p ∈ Ω, tức là, A(p) = f và Ai(Ti(p)) = fi, i = 1, 2, . . . , N . Từ (3.2) ta có

−⟨xn+1 − p, xn+1 − xn − tn(xn − xn−1)⟩

= ⟨xn+1 − p,A(xn+1)− f⟩ +
N∑
i=1

⟨xn+1 − p, T ∗
i (Ai(Ti(xn+1)))− T ∗

i (fi)⟩

= ⟨xn+1 − p,A(xn+1)− A(p)⟩+
N∑
i=1

⟨Ti(xn+1)− Ti(p), Ai(Ti(xn+1))− Ai(Ti(p))⟩

≥ γ∥A(xn+1)− f∥2 +
N∑
i=1

γi∥Ai(Ti(xn+1))− fi∥2. (3.3)

Mặt khác, đặt ∆n =
1

2
∥xn − p∥2, ta có

⟨xn+1 − p, xn+1 − xn − tn(xn − xn−1)⟩

= ⟨xn+1 − p, xn+1 − xn⟩ − tn⟨xn+1 − p, xn − xn−1⟩

=
1

2
∥xn+1 − p∥2 + 1

2
∥xn+1 − xn∥2 −

1

2
∥xn − p∥2 − tn⟨xn+1 − p, xn − xn−1⟩

= ∆n+1 −∆n +
1

2
∥xn+1 − xn∥2 − tn(⟨xn+1 − xn, xn − xn−1⟩+ ⟨xn − p, xn − xn−1⟩)

= ∆n+1 −∆n +
1

2
∥xn+1 − xn∥2

− tn(⟨xn+1 − xn, xn − xn−1⟩+∆n −∆n−1 +
1

2
∥xn − xn−1∥2)

= ∆n+1 −∆n − tn(∆n −∆n−1) (3.4)

+
1

2
∥xn+1 − xn∥2 −

tn
2
∥xn − xn−1∥2 − tn⟨xn+1 − xn, xn − xn−1⟩

= ∆n+1 −∆n − tn(∆n −∆n−1)

+
1

2
∥xn+1 − xn − tn(xn − xn−1)∥2 −

t2n + tn
2

∥xn − xn−1∥2

≥ ∆n+1 −∆n − tn(∆n −∆n−1)

+
1

2
∥xn+1 − xn − tn(xn − xn−1)∥2 − tn∥xn − xn−1∥2. (3.5)
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Từ (3.3) và (3.5) ta có

∆n+1 −∆n − tn(∆n −∆n−1)

≤ −γ∥A(xn+1)− f∥2 −
N∑
i=1

γi∥Ai(Ti(xn+1))− fi∥2

− 1

2
∥xn+1 − xn − tn(xn − xn−1)∥2 + tn∥xn − xn−1∥2. (3.6)

Từ (3.6), ta suy ra

∆n+1 −∆n ≤ tn(∆n −∆n−1) + tn∥xn − xn−1∥2.

Đặt Θn = ∆n −∆n−1 và δn = tn∥xn − xn−1∥2, khi đó bất đẳng thức trên trở thành

Θn+1 ≤ tnΘn + δn ≤ tn[Θn]+ + δn,

trong đó [m]+ = max{m, 0}. Vì 0 ≤ tn ≤ θ nên ta có

[Θn+1]+ ≤ θ[Θn]+ + δn.

Do đó, bằng cách lặp lại bất đẳng thức trên, ta thu được

[Θn+1]+ ≤ θn[Θ1]+ +
n−1∑
k=0

θkδn−k.

Từ điều kiện (C), ta được

∞∑
n=1

[Θn+1]+ ≤ θ

1− θ

(
[Θ1]+ +

∞∑
n=1

δn

)
.

Đặt Ψn = ∆n −
n∑

k=1

[Θk]+. Vì ∆n ≥ 0 và
n∑

k=1

[Θk]+ < ∞ nên dãy {Ψn} bị chặn dưới.

Hơn nữa, vì Θn+1 = ∆n+1 −∆n nên từ định nghĩa của [Θn+1]+ ta có

Ψn+1 = ∆n+1 − [Θn+1]+ −
n∑

k=1

[Θk]+ ≤ ∆n+1 −∆n+1 +∆n −
n∑

k=1

[Θk]+ = Ψn.
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Do đó, dãy {Ψn} là dãy giảm. Vì vậy, {Ψn} và {∆n} là các dãy hội tụ. Từ (3.6), ta có

γ∥A(xn+1)− f∥2 +
N∑
i=1

γi∥Ai(Ti(xn+1))− fi∥2 +
1

2
∥xn+1 − xn − tn(xn − xn−1)∥2

≤ −[∆n+1 −∆n − tn(∆n −∆n−1)] + tn∥xn − xn−1∥2. (3.7)

Vì dãy {∆n} hội tụ và điều kiện (C) được thỏa mãn nên ta có

∆n+1 −∆n − tn(∆n −∆n−1) + tn∥xn − xn−1∥2 → 0.

Kết hợp điều này với (3.7), ta suy ra rằng

∥A(xn+1)− f∥ → 0, (3.8)

∥Ai(Ti(xn+1))− fi∥ → 0,

∥xn+1 − xn − tn(xn − xn−1)∥ → 0.

Vì dãy {∆n} hội tụ, nên dãy {xn} bị chặn. Do đó, tồn tại một dãy con {xkn} của

{xn} sao cho xkn ⇀ q khi n → ∞. Ta sẽ chứng minh rằng q ∈ Ω. Thật vậy,

0 ≤ γ∥A(xkn)− A(q)∥2

≤ ⟨xkn − q, A(xkn)− A(q)⟩

= ⟨xkn − q, A(xkn)− f⟩+ ⟨xkn − q, f − A(q)⟩

≤ M∥A(xkn)− f∥+ ⟨xkn − q, f − A(q)⟩, (3.9)

với M = supn{∥xn − q∥} < ∞. Lấy giới hạn khi n → ∞ trong (3.9) và sử dụng (3.8)

cùng với giả thiết xkn ⇀ q, ta thu được

∥A(xkn)− A(q)∥ → 0.

Kết hợp điều này với (3.8), ta suy ra

A(q) = f.
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Với mỗi i = 1, 2, . . . , N , vì Ti là toán tử tuyến tính bị chặn và xkn ⇀ q, nên ta có

Ti(xkn) ⇀ Ti(q). Bằng cách lập luận tương tự như trên, ta có

Ai(Ti(q)) = fi, với mọi i = 1, 2, . . . , N.

Tức là q ∈ Ω, như đã khẳng định.

Cuối cùng, ta chứng minh rằng dãy {xn} hội tụ yếu đến q. Thật vậy, giả sử q′ là

một điểm tụ yếu khác của dãy {xn}. Khi đó, tồn tại một dãy con {xln} của {xn} sao

cho xln ⇀ q′. Tương tự như lập luận ở trên, ta có q′ ∈ Ω. Vì cả q và q′ đều thuộc Ω

nên tồn tại giới hạn hữu hạn

lim
n→∞

∥xn − q∥2 và lim
n→∞

∥xn − q′∥2.

Do đó, cũng tồn tại giới hạn hữu hạn

lim
n→∞

(∥xn − q∥2 − ∥xn − q′∥2) = 2 lim
n→∞

⟨xn, q′ − q⟩+ ∥q∥2 − ∥q′∥2.

Điều này cho thấy tồn tại giới hạn

lim
n→∞

⟨xn, q′ − q⟩.

Vì xkn ⇀ q và xln ⇀ q′ nên ta được

⟨q, q′ − q⟩ = ⟨q′, q′ − q⟩.

Do đó ∥q − q′∥2 = 0, suy ra q = q′. Như vậy, dãy {xn} hội tụ yếu đến q.

Định lý được chứng minh.

Nhận xét 3.1.3. i) Bằng cách sử dụng phương pháp điểm gần kề quán tính chúng

tôi đã chỉ ra được rằng khi điều kiện (C) được thỏa mãn thì dãy {xn} được xây

dựng trong Thuật toán 3.1.1 hội tụ yếu tới nghiệm của bài toán (SCSP-MOE)

mà không cần dùng đến thông tin về chuẩn của toán tử chuyển.

ii) Điều kiện (C) có thể được đảm bảo bằng cách chọn dãy tham số phù hợp.
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Chẳng hạn, có thể chọn dãy {tn} như sau

tn =
1

(α + ns)(∥xn − xn−1∥2 + β)
,

trong đó s > 1 và α, β là các hằng số dương.

Hơn nữa, điều kiện (C) cũng có thể tự động được thỏa mãn trong một số trường

hợp đặc biệt, chẳng hạn như trường hợp được trình bày trong hệ quả sau.

Hệ quả 3.1.4. Giả sử rằng {xn} là dãy được tạo ra bởi Thuật toán 3.1.1. Nếu điều

kiện (C) được thay thế bởi điều kiện

{tn} ⊂ [0, θ) với θ ∈
[
0,

1

3

]
và {tn} là dãy tăng, (C’)

thì ta có
∞∑
n=1

∥xn+1 − xn∥2 < ∞, do đó dãy {xn} hội tụ yếu đến một phần tử p ∈ Ω.

Chứng minh. Từ (3.3) và (3.4), ta có

∆n+1 −∆n − tn(∆n −∆n−1)

≤ −1

2
∥xn+1 − xn∥2 + tn⟨xn − xn−1, xn+1 − xn⟩+

tn
2
∥xn − xn−1∥2.

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy–Schwarz, ta thu được

∆n+1 −∆n − tn(∆n −∆n−1) ≤
tn − 1

2
∥xn+1 − xn∥2 + tn∥xn − xn−1∥2.

Đặt Λn = ∆n − tn∆n−1 + tn∥xn − xn−1∥2. Vì tn+1 ≥ tn nên với mọi n ≥ 1, ta có

Λn+1 − Λn ≤ −1− 3θ

2
∥xn+1 − xn∥2. (3.10)

Từ điều kiện (C’), ta suy ra dãy {Λn} là dãy giảm. Từ định nghĩa của Λn, ta có

∆n − tn∆n−1 ≤ Λn ≤ Λ1. (3.11)



73

Điều này dẫn đến

∆n ≤ θn∆0 + Λ1

n−1∑
k=0

θk ≤ θn∆0 +
Λ1

1− θ
. (3.12)

Từ (3.10), (3.11), (3.12) và định nghĩa của Λn+1, ta có

1− 3θ

2

n∑
k=1

∥xk+1 − xk∥2 ≤ Λ1 − Λn+1

≤ Λ1 + θ∆n

≤ Λ1 + θn+1∆0 +
θΛ1

1− θ

= θn+1∆0 +
Λ1

1− θ
. (3.13)

Từ bất đẳng thức (3.13) cho n → ∞, ta được

1− 3θ

2

∞∑
n=1

∥xn+1 − xn∥2 ≤ Λ1 +
θΛ1

1− θ
=

Λ1

1− θ
.

Do đó,

∞∑
n=1

∥xn+1 − xn∥2 ≤
2Λ1

(1− θ)(1− 3θ)
< ∞.

Từ Định lý 3.1.2, ta suy ra điều cần chứng minh.

Tiếp theo, dựa trên ý tưởng của Chen và cộng sự [21], Corman và cộng sự [24],

chúng tôi nghiên cứu tốc độ hội tụ của Thuật toán 3.1.1. Trước hết, ta có kết quả

đánh giá sau đối với dãy {xn}.

Định lý 3.1.5. Cho dãy {xn} được tạo bởi Thuật toán 3.1.1 với x0 = x1 và giả sử

rằng dãy {tn} thỏa mãn điều kiện (C’). Khi đó với bất kỳ p ∈ Ω và bất kỳ n ∈ N, ta có

min
1≤k≤n

∥xk+1 − zk∥2 ≤
2(1 + θ2)(1 + θ − θ2)

(1− θ)(1− 3θ)n
∥x0 − p∥2, (3.14)

trong đó zk = xk + tk(xk − xk−1) với mọi k = 1, 2, . . . , n.
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Chứng minh. Từ (3.13) và x1 = x0 ta có

n∑
k=1

∥xk+1 − xk∥2 ≤ 2
θn+1∆0 +

Λ1

1− θ
1− 3θ

≤ 2
θ∆0 +

Λ1

1− θ
1− 3θ

=
θ +

1− t1
1− θ

1− 3θ
∥x0 − p∥2

≤ 1 + θ − θ2

(1− θ)(1− 3θ)
∥x0 − p∥2. (3.15)

Từ đó, ta được

n∑
k=1

∥xk+1 − zk∥2 =
n∑

k=1

∥xk+1 − xk − tk(xk − xk−1)∥2

≤ (1 + θ2)
n∑

k=1

(∥xk+1 − xk∥2 + ∥xk − xk−1∥2)

≤ 2(1 + θ2)(1 + θ − θ2)

(1− θ)(1− 3θ)
∥x0 − p∥2.

Do đó,

min
1≤k≤n

{∥xk+1 − zk∥2} ≤ 2(1 + θ2)(1 + θ − θ2)

(1− θ)(1− 3θ)n
∥x0 − p∥2.

Định lý được chứng minh.

Chú ý 3.1.6. Trong Thuật toán 3.1.1, nếu xn+1 = zn, thì xn+1 ∈ Ω, tức là xn+1 là

một nghiệm của bài toán (SCSP-MOE).

Thật vậy, giả sử p ∈ Ω. Từ (3.2) ta có

0 = ⟨xn+1 − p,A(xn+1)− f⟩+
N∑
i=1

⟨xn+1 − p, T ∗
i (Ai(Ti(xn+1)))− T ∗

i (fi)⟩

= ⟨xn+1 − p,A(xn+1)− f⟩+
N∑
i=1

⟨Ti(xn+1)− Ti(p), Ai(Ti(xn+1))− fi⟩
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= ⟨xn+1 − p,A(xn+1)− A(p)⟩+
N∑
i=1

⟨Ti(xn+1)− Ti(p), Ai(Ti(xn+1))− Ai(Ti(p))⟩

≥ γ∥A(xn+1)− f∥2 +
N∑
i=1

γi∥Ai(Ti(xn+1))− fi∥2.

Điều này dẫn đến A(xn+1) = f và Ai(Ti(xn+1)) = fi với mọi i = 1, 2, . . . , N , tức là

xn+1 ∈ Ω. Do đó, ta có thể sử dụng điều kiện dừng

∥xn+1 − zn∥2 < TOL

để kết thúc quá trình lặp, trong đó TOL là ngưỡng sai số cho trước.

Hơn nữa, xét dãy {xn} được tạo ra như trong Định lý 3.1.5, từ bất đẳng thức

(3.14), để thu được một nghiệm xấp xỉ TOL-tối ưu theo nghĩa ∥xn+1 − zn∥2 < TOL,

số bước lặp tối đa cần thiết theo Định lý 3.1.5 là

nmax =
2(1 + θ2)(1 + θ − θ2)

(1− θ)(1− 3θ)TOL
∥x0 − p∥2.

Trong phần tiếp theo, chúng tôi sẽ thiết lập một bất đẳng thức đánh giá sai số chặt

hơn, qua đó xác nhận rằng tốc độ hội tụ của dãy thực sự đạt bậc O(1/
√
n). Kết quả

chi tiết được trình bày trong Định lý 3.1.7 dưới đây.

Định lý 3.1.7. Cho dãy {xn} được tạo bởi Thuật toán 3.1.1 với tn = θ < 1/3 với mọi

n ≥ 1 và x0 = x1. Khi đó, với bất kỳ p ∈ Ω và mọi số tự nhiên n ≥ 2, ta có

∥xn+1 − zn∥2 ≤
2(1 + 7θ)(1 + θ − θ2)(1 + θ2)

(1− θ)(1− 2θ)(1− 3θ)(n− 1)
∥x0 − p∥2.

Chứng minh. Từ (3.2) ta có

A(xn+1) +
N∑
i=1

T ∗
i (Ai(Ti(xn+1))) + xn+1 = zn + f +

N∑
i=1

T ∗
i (fi),

A(xn) +
N∑
i=1

T ∗
i (Ai(Tixn)) + xn = zn−1 + f +

N∑
i=1

T ∗
i (fi).
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Từ đó, ta có

A(xn+1)− A(xn) +
N∑
i=1

T ∗
i (Ai(Ti(xn+1))− Ai(Ti(xn))) + xn+1 − xn = zn − zn−1.

Do đó,

⟨zn − zn−1, xn+1 − xn⟩

= ∥xn+1 − xn∥2 + ⟨A(xn+1)− A(xn), xn+1 − xn⟩

+
N∑
i=1

⟨T ∗
i (Ai(Ti(xn+1))− Ai(Ti(xn))), xn+1 − xn⟩

= ∥xn+1 − xn∥2 + ⟨A(xn+1)− A(xn), xn+1 − xn⟩

+
N∑
i=1

⟨Ai(Ti(xn+1))− Ai(Ti(xn)), Ti(xn+1)− Ti(xn)⟩

≥ ∥xn+1 − xn∥2.

Từ đó, ta được

∥xn+1 − xn∥2 ≤ ⟨zn − zn−1, xn+1 − xn⟩

= ⟨xn − xn−1 + θ(xn − 2xn−1 + xn−2), xn+1 − xn⟩

= (1 + θ)⟨xn − xn−1, xn+1 − xn⟩ − θ⟨xn−1 − xn−2, xn+1 − xn⟩

=
1 + θ

2
(∥xn+1 − xn∥2 + ∥xn − xn−1∥2 − ∥xn+1 − 2xn + xn−1∥2)

− θ

2
(∥xn+1 − xn∥2 + ∥xn−1 − xn−2∥2 − ∥xn+1 − xn − xn−1 + xn−2∥2)

=
1

2
∥xn+1 − xn∥2 +

1

2
∥xn − xn−1∥2 +

θ

2
∥xn − xn−1∥2 −

θ

2
∥xn−1 − xn−2∥2

− 1 + θ

2
∥xn+1 − 2xn + xn−1∥2 +

θ

2
∥xn+1 − xn − xn−1 + xn−2∥2

≤ 1

2
∥xn+1 − xn∥2 +

1

2
∥xn − xn−1∥2 +

θ

2
∥xn − xn−1∥2 −

θ

2
∥xn−1 − xn−2∥2

− 1 + θ

2
∥xn+1 − 2xn + xn−1∥2

+ θ(∥xn+1 − 2xn + xn−1∥2 + ∥xn − 2xn−1 + xn−2∥2).
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Do đó,

∥xn+1 − xn∥2 ≤ ∥xn − xn−1∥2 + θ∥xn − xn−1∥2 − θ∥xn−1 − xn−2∥2

− (1− θ)∥xn+1 − 2xn + xn−1∥2 + 2θ∥xn − 2xn−1 + xn−2∥2.

Vì θ < 1/3, nên 1− θ ≥ 2θ. Kết hợp điều này với bất đẳng thức trên, ta thu được

∥xn+1 − xn∥2 + 2θ∥xn+1 − 2xn + xn−1∥2 − θ∥xn − xn−1∥2

≤ ∥xn − xn−1∥2 + 2θ∥xn − 2xn−1 + xn−2∥2 − θ∥xn−1 − xn−2∥2.

Từ đó, ta suy ra

n
(
∥xn+1 − xn∥2 + 2θ∥xn+1 − 2xn + xn−1∥2 − θ∥xn − xn−1∥2

)
≤

n+1∑
k=2

[
∥xk − xk−1∥2 + 2θ∥xk − 2xk−1 + xk−2∥2 − θ∥xk−1 − xk−2∥2

]
≤

n+1∑
k=2

[
(1 + 4θ)∥xk − xk−1∥2 + 3θ∥xk−1 − xk−2∥2

]
≤ (1 + 7θ)

n+2∑
k=2

∥xk−1 − xk−2∥2.

Kết hợp với (3.15), ta thu được

n
(
∥xn+1 − xn∥2 + 2θ∥xn+1 − 2xn + xn−1∥2 − θ∥xn − xn−1∥2

)
≤ (1 + 7θ)(1 + θ − θ2)

(1− θ)(1− 3θ)
∥x0 − p∥2, (3.16)

với mọi p ∈ Ω và n ≥ 2. Mặt khác, ta có

∥xn − xn−1∥2 ≤ 2
(
∥xn+1 − xn∥2 + ∥xn+1 − 2xn + xn−1∥2

)
. (3.17)

Từ (3.16) và (3.17), suy ra

(1− 2θ)n∥xn+1 − xn∥2 ≤
(1 + 7θ)(1 + θ − θ2)

(1− θ)(1− 3θ)
∥x0 − p∥2.
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Do đó

∥xn+1 − xn∥2 ≤
(1 + 7θ)(1 + θ − θ2)

(1− θ)(1− 2θ)(1− 3θ)n
∥x0 − p∥2.

Từ đó, ta có

∥xn+1 − zn∥2 = ∥xn+1 − xn − θ(xn − xn−1)∥2

≤ (1 + θ2)
(
∥xn+1 − xn∥2 + ∥xn − xn−1∥2

)
≤ 2(1 + 7θ)(1 + θ − θ2)(1 + θ2)

(1− θ)(1− 2θ)(1− 3θ)(n− 1)
∥x0 − p∥2.

Định lý được chứng minh.

3.2 Thuật toán hội tụ mạnh

Trong phần trước, chúng tôi đã xây dựng Thuật toán 3.1.1 và chứng minh được sự

hội tụ yếu của dãy lặp tương ứng. Để đạt được sự hội tụ mạnh, trong phần này chúng

tôi sử dụng phương pháp xấp xỉ mềm (viscosity approximation method) do A. Moudafi

đề xuất. Ý tưởng cơ bản của phương pháp này là kết hợp thuật toán gốc với một

ánh xạ co φ : H → H thông qua một dãy tham số điều khiển {αn} ⊂ (0, 1). Cụ thể,

trong [45], A. Moudafi đã xét thuật toán

xn+1 = αnφ(xn) + (1− αn)S(xn),

trong đó S : H → H là một ánh xạ không giãn và dãy {αn} thỏa mãn

lim
n→∞

αn = 0,
∞∑
n=1

αn = ∞.

Khi đó, dãy lặp không chỉ hội tụ tới một điểm bất động của S (với giả thiết Fix(S) ̸= ∅)

mà còn hội tụ mạnh tới một nghiệm của bất đẳng thức biến phân thích hợp trên tập

điểm bất động của S. Từ đó, phương pháp xấp xỉ mềm đã trở thành một công cụ hiệu

quả để chuyển từ sự hội tụ yếu sang sự hội tụ mạnh trong không gian Hilbert.
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Xuất phát từ ý tưởng trên, chúng tôi kết hợp Thuật toán 3.1.1 với phương pháp

xấp xỉ mềm để xây dựng một thuật toán hội tụ mạnh cho bài toán (SCSP-MOE).

Thuật toán đề xuất được trình bày như sau.

Thuật toán 3.2.1 Thuật toán hội tụ mạnh

1: Chọn θ ∈ [0, 1) và dãy {tn} sao cho

0 ≤ tn ≤ θ, ∀n ≥ 0.

2: Chọn ánh xạ co φ : H → H với hệ số co c ∈ [0, 1).

3: Chọn dãy {αn} ⊂ (0, 1) thỏa mãn

lim
n→∞

αn = 0,
∞∑
n=1

αn = ∞.

4: Chọn hai điểm đầu x0, x1 ∈ H tùy ý.

5: for n = 1, 2, . . . do

6: Tính

yn = xn + tn(xn − xn−1).

7: Tính

un = JA+
∑N

i=1 T
∗
i AiTi

(
yn + f +

N∑
i=1

T ∗
i (fi)

)
.

8: Cập nhật

xn+1 = αnφ(xn) + (1− αn)un. (3.18)

9: end for

Sự hội tụ mạnh của dãy được tạo bởi thuật toán trên đến nghiệm của bài toán

(SCSP-MOE) được trình bày trong định lý sau.

Định lý 3.2.2. Trong Thuật toán 3.2.1, nếu điều kiện sau được thỏa mãn

lim
n→∞

tn∥xn − xn−1∥
αn

= 0, (C”)

thì dãy {xn} hội tụ mạnh tới một phần tử p ∈ Ω, thỏa mãn p = PΩ(φ(p)).

Chứng minh. Trước tiên, chúng tôi chứng minh dãy {xn} bị chặn.
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Thật vậy, lấy một điểm bất kỳ q ∈ Ω. Sử dụng lập luận tương tự như trong chứng

minh của Định lý 3.1.2, chúng ta thu được bất đẳng thức sau

γ∥A(un)− f∥2 +
N∑
i=1

γi∥Ai(Ti(un))− fi∥2

≤ ⟨un − q, yn − un⟩

= ⟨un − q, yn − q⟩ − ∥un − q∥2

=
1

2
(∥un − q∥2 + ∥yn − q∥2 − ∥un − yn∥2)− ∥un − q∥2

=
1

2
(∥yn − q∥2 − ∥un − q∥2 − ∥un − yn∥2). (3.19)

Từ điều kiện (C”), ta suy ra tồn tại một hằng số M > 0 sao cho

tn∥xn − xn−1∥
αn

≤ M, với mọi n.

Từ (3.18) và (3.19) ta có

∥xn+1 − q∥ = ∥αnφ(xn) + (1− αn)un − q∥

≤ αn∥φ(xn)− q∥+ (1− αn)∥un − q∥

≤ αn(∥φ(xn)− φ(q)∥+ ∥φ(q)− q∥) + (1− αn)∥yn − q∥

≤ αn(c∥xn − q∥+ ∥φ(q)− q∥) + (1− αn)(∥xn − q∥+ tn∥xn − xn−1∥)

≤ [1− (1− c)αn]∥xn − q∥+ (1− c)αn
∥φ(q)− q∥+ tn∥xn − xn−1∥/αn

1− c

≤ [1− (1− c)αn]∥xn − q∥+ (1− c)αn
∥φ(q)− q∥+M

1− c

≤ max

{
∥xn − q∥, ∥φ(q)− q∥+M

1− c

}
...

≤ max

{
∥x0 − q∥, ∥φ(q)− q∥+M

1− c

}
.

Điều này có nghĩa là dãy {xn} là dãy bị chặn.
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Tiếp theo, chúng tôi đưa ra một số đánh giá sau.

∥yn − q∥2 = ∥xn − q + tn(xn − xn−1)∥2

= ∥xn − q∥2 + 2tn⟨xn − q, xn − xn−1⟩+ t2n∥xn − xn−1∥2

= ∥xn − q∥2 + tn(∥xn − q∥2 + ∥xn−xn−1∥2 − ∥xn−1−q∥2) + t2n∥xn − xn−1∥2

= (tn + 1)∥xn − q∥2 + (t2n + tn)∥xn − xn−1∥2 − tn∥xn−1 − q∥2.

Vì tn ∈ [0, 1), t2n + tn ≤ 2tn nên ta có

∥yn − q∥2 ≤ (tn + 1)∥xn − q∥2 + 2tn∥xn − xn−1∥2 − tn∥xn−1 − q∥2. (3.20)

Từ (3.18) ta có

∥xn+1 − q∥2 = ∥αn(φ(xn)− q) + (1− αn)(un − q)∥2

≤ αn∥φ(xn)− q∥2 + (1− αn)∥un − q∥2

≤ αn(M1 + ∥q∥)2 + ∥un − q∥2, (3.21)

trong đó M1 = supn{∥φ(xn)∥} < ∞. Từ (3.19), (3.20) và (3.21), ta được

2Vn + ∥un − yn∥2 ≤ (∥xn − q∥2 − ∥xn+1 − q∥2) + tn(∥xn − q∥2 − ∥xn−1 − q∥2)

+ 2tn∥xn − xn−1∥2 + αn(M1 + ∥q∥)2

= (∥xn − q∥2 − ∥xn+1 − q∥2)

+ tn(∥xn − q∥ − ∥q − xn−1∥)(∥xn − q∥+ ∥xn−1 − q∥)

+ 2tn∥xn − xn−1∥2 + αn(M1 + ∥q∥)2

≤ (∥xn − q∥2 − ∥xn+1 − q∥2) + 2(M2 + ∥q∥)tn∥xn − xn−1∥

+ 2M2tn∥xn − xn−1∥+ αn(M1 + ∥q∥)2

= (∥xn − q∥2 − ∥xn+1 − q∥2) + 2(2M2 + ∥q∥)tn∥xn − xn−1∥

+ αn(M1 + ∥q∥)2, (3.22)

trong đó M2 = supn{∥xn∥} < ∞ và Vn = γ∥A(un)− f∥2 +
N∑
i=1

γi∥Ai(Ti(un))− fi∥2.
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Từ Mệnh đề 1.2.15 và giả thiết φ : H → H là ánh xạ co với hệ số co c suy ra PΩφ

là ánh xạ co trên H với hệ số co c. Vì vậy theo Mệnh đề 1.2.6 tồn tại duy nhất một

phần tử p thỏa mãn p = PΩφ(p) ∈ Ω.

Từ (3.18), (3.19) và (3.20) (với q = p) ta có

∥xn+1 − p∥2 = ⟨αnφ(xn) + (1− αn)un − p, xn+1 − p⟩

= αn⟨φ(xn)− p, xn+1 − p⟩+ (1− αn)⟨un − p, xn+1 − p⟩

= αn(⟨φ(xn)− φ(p), xn+1 − p⟩+ ⟨φ(p)− p, xn+1 − p⟩)

+ (1− αn)⟨un − p, xn+1 − p⟩

≤ αn
∥φ(xn)− φ(p)∥2 + ∥xn+1 − p∥2

2
+ (1− αn)

∥un − p∥2 + ∥xn+1 − p∥2

2

+ αn⟨φ(p)− p, xn+1 − p⟩

≤ αnc
2∥xn − p∥2 + ∥xn+1 − p∥2

2
+ (1− αn)

∥yn − p∥2

2

+ αn⟨φ(p)− p, xn+1 − p⟩

≤ αnc∥xn − p∥2 + ∥xn+1 − p∥2

2

+ (1− αn)
(tn + 1)∥xn − p∥2 + 2tn∥xn − xn−1∥2 − tn∥xn−1 − p∥2

2

+ αn⟨φ(p)− p, xn+1 − p⟩

≤ [1− (1− c)αn]∥xn − p∥2 + ∥xn+1 − p∥2

2

+
tn(∥xn − p∥2 − ∥xn−1 − p∥2) + 2tn∥xn − xn−1∥2

2

+ αn⟨φ(p)− p, xn+1 − p⟩

≤ [1− (1− c)αn]∥xn − p∥2 + ∥xn+1 − p∥2

2
+ (3M2 + ∥p∥)tn∥xn − xn−1∥

+ αn⟨φ(p)− p, xn+1 − p⟩.

Từ đó, ta suy ra

∥xn+1 − p∥2 ≤ [1− (1− c)αn]∥xn − p∥2

+ 2[(3M2 + ∥p∥)tn∥xn − xn−1∥+ αn⟨φ(p)− p, xn+1 − p⟩]. (3.23)
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Đặt:

an = ∥xn − p∥2;

σn = (1− c)αn;

bn =
2

1− c

(
(3M2 + ∥p∥)tn∥xn − xn−1∥

αn
+ ⟨φ(p)− p, xn+1 − p⟩

)
.

Khi đó (3.23) trở thành

an+1 ≤ (1− σn)an + σnbn.

Để chứng minh dãy {xn} hội tụ mạnh tới p, chúng tôi sử dụng Bổ đề 1.5.6. Cụ thể,

giả sử {ank
} là một dãy con bất kỳ của dãy {an} thỏa mãn

lim inf
k→∞

(ank+1 − ank
) ≥ 0.

Từ (3.22) (với q = p), αn → 0 và tn∥xn − xn−1∥ → 0 ta có

lim sup
k→∞

(Vnk
+ ∥unk

− ynk
∥2)

≤ lim sup
k→∞

(ank
− ank+1)

+ lim sup
k→∞

[2(2M2 + ∥p∥)tnk
∥xnk

− xnk−1∥+ (M1 + ∥p∥)2αnk
]

= − lim inf
k→∞

(ank+1 − ank
)

≤ 0.

Do đó,

lim
k→∞

Vnk
= 0, (3.24)

lim
k→∞

∥unk
− ynk

∥ = 0 (3.25)
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Từ (3.24), ta suy ra

∥A(unk
)− f∥ → 0, (3.26)

∥Ai(Ti(unk
))− fi∥ → 0, i = 1, 2, . . . , N. (3.27)

Tiếp theo, chúng tôi chứng minh rằng lim sup
k→∞

bnk
≤ 0. Giả sử rằng {xnkl

} là một dãy

con của {xnk
} sao cho

lim sup
k→∞

⟨φ(p)− p, xnk
− p⟩ = lim

l→∞
⟨φ(p)− p, xnkl

− p⟩. (3.28)

Từ tính bị chặn của dãy {xn}, ta suy ra tồn tại một dãy con của dãy {xnkl
} hội tụ

yếu về một phần tử w. Không mất tính tổng quát, giả sử rằng xnkl
⇀ w.

Mặt khác, ta có

∥yn − xn∥ = tn∥xn − xn−1∥ → 0.

Kết hợp với (3.25), ta thu được ∥unk
− xnk

∥ → 0. Do đó, unkl
⇀ w. Từ (3.26), (3.27)

và lập luận tương tự như trong chứng minh Định lý 3.1.2, ta suy ra rằng w ∈ Ω. Do đó,

từ (3.28) và Mệnh đề 1.2.14, ta có

lim sup
k→∞

⟨φ(p)− p, xnk
− p⟩ = ⟨φ(p)− p, w − p⟩ ≤ 0. (3.29)

Từ (3.18) và điều kiện αn → 0, ta có ∥xn+1 − un∥ → 0.

Kết hợp với ∥unk
− xnk

∥ → 0, ta suy ra rằng

∥xnk+1 − xnk
∥ → 0.

Do đó, từ (3.29) và điều kiện tnk
∥xnk

− xnk−1∥ → 0, ta được

lim sup
k→∞

bnk
≤ 0.

Như vậy, tất cả các giả thiết của Bổ đề 1.5.6 đều được thỏa mãn. Từ đó, suy ra an → 0,

tức là xn → p như đã khẳng định.

Định lý được chứng minh.
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Nhận xét 3.2.3. i) Bằng cách kết hợp thuật toán hội tụ yếu (Thuật toán 3.1.1)

với phương pháp xấp xỉ mềm chúng tôi đã chứng minh được sự hội tụ mạnh của

dãy lặp sinh bởi Thuật toán 3.2.1 đến nghiệm của bài toán (SCSP-MOE) mà

không cần dùng đến thông tin về chuẩn của toán tử chuyển.

ii) Bằng cách làm tương tự như trong mục Ứng dụng và ví dụ số minh họa của

Chương 2 (Mục 2.4), chúng ta có thể áp dụng Thuật toán 3.1.1 và Thuật toán

3.2.1 để giải bài toán điểm bất động chung tách với đa tập đầu ra (SCFPP-MOS),

bài toán chấp nhận tách với đa tập đầu ra (SFP-MOS), bài toán không điểm

chung tách với đa tập đầu ra (SCNPP-MOS), bài toán điểm cực tiểu chung tách

với đa tập đầu ra (SMPP-MOS) và bài toán khôi phục tín hiệu.

3.3 Ví dụ số minh họa

Trong mục này, chúng tôi đưa ra ba ví dụ số minh họa cho các kết quả của Chương 3,

bao gồm một ví dụ về bài toán khôi phục tín hiệu, một ví dụ về bài toán (SMPP-MOS)

trong không gian Hilbert hữu hạn chiều và một ví dụ về bài toán (SFP-MOS) trong

không gian Hilbert vô hạn chiều.

Ví dụ 3.3.1. Trong ví dụ số này, chúng tôi sử dụng phần mềm MATLAB R2014a chạy

trên máy tính DELL Precision 5560, sử dụng bộ xử lý Intel(R) Core(TM) i7-11850H

thế hệ thứ 11 với xung nhịp 2.50GHz (16 lõi xử lý) và bộ nhớ RAM 16GB.

Xét bài toán khôi phục tín hiệu được trình bày trong Mục 2.4.3 với các dữ liệu thử

nghiệm được thiết lập như sau.

• Tín hiệu ban đầu có kích thước n = 100 với 32 phần tử khác không, được phân

bố ngẫu nhiên và lấy mẫu theo phân phối chuẩn.

• Ma trận đo chính A có kích thước m× n với m = 40. Các hàng của ma trận A

được chuẩn hóa theo chuẩn Euclid.

• N hệ đo bổ sung, mỗi hệ được thiết lập bao gồm một toán tử tuyến tính bị chặn

Ti : Rn → Rmi và một ma trận lấy mẫu Ai ∈ Rpi×mi, trong đó mi ∈ [50, 100] và
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pi ∈ [20, 50] được chọn ngẫu nhiên. Các hàng của ma trận Ai và Ti lần lượt được

chuẩn hóa theo chuẩn Euclid và chuẩn Frobenius.

• Để mô phỏng sai số đo, nhiễu Gauss với phương sai σ2 = 0.005 được thêm vào

dữ liệu quan sát.

Áp dụng Thuật toán 3.1.1, trong đó các toán tử

A = ∇h, Ai = ∇hi, f = fi = 0, i = 1, 2, . . . , N,

ta sẽ nhận được thuật toán tương ứng để giải bài toán (2.42). Cụ thể, với các giá trị

khởi tạo x0, x1 và x2 được sinh ngẫu nhiên theo phân phối chuẩn, dãy {xn} được tính

bằng công thức lặp

xn+1 = J∇h+
∑N

i=1 T
∗
i ∇hiTi(xn + tn(xn − xn−1)). (3.30)

Thuật toán dừng khi ∥xn+1 − (xn + tn(xn − xn−1))∥ < 10−5 hoặc khi số vòng lặp

đạt 1000. Thuật toán được kiểm tra trên 50 lần chạy độc lập, trong đó các đại lượng

được ghi nhận bao gồm thời gian tính toán trung bình, sai số trung bình và số bước

lặp trung bình. Với việc lựa chọn tham số tn = 0.25, chúng tôi thu được các kết quả số

tương ứng với các giá trị khác nhau của N như được trình bày trong Bảng 3.1.

Bảng 3.1: Bảng kết quả số của thuật toán (3.30)

N Số bước lặp trung bình Thời gian trung bình (s) Sai số trung bình

10 367.26 0.054062 0.059542

20 144.82 0.035797 0.023415

30 96.82 0.031199 0.016185

50 55.76 0.023691 0.009343

Hình 3.1 minh họa tín hiệu gốc và tín hiệu được khôi phục trong trường hợp bài

toán chỉ có một phép đo duy nhất, được cho bởi b = Ax+ η. Trong khi đó, Hình 3.2 và

Hình 3.3 lần lượt biểu diễn tín hiệu gốc và tín hiệu được khôi phục trong các trường

hợp có bổ sung thêm 10 và 50 phép đo, bi = AiTi(x) + νi.
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Hình 3.1: Tín hiệu gốc và tín hiệu khôi phục bằng thuật toán (3.30) với N = 0

Hình 3.2: Tín hiệu gốc và tín hiệu khôi phục bằng thuật toán (3.30) với N = 10
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Hình 3.3: Tín hiệu gốc và tín hiệu khôi phục bằng thuật toán (3.30) với N = 50

Nhận xét 3.3.2. Quan sát các Hình 3.1–3.3 cho thấy rằng, khi áp dụng Thuật

toán (3.30) cho trường hợp bài toán cổ điển (N = 0), tín hiệu khôi phục thu được sai

lệch nhiều so với tín hiệu gốc. Ngược lại, khi thuật toán được áp dụng cho bài toán

với nhiều tập đầu ra (N = 10 và N = 50), độ chính xác của tín hiệu khôi phục được

cải thiện một cách rõ ràng.

Ví dụ 3.3.3. Trong ví dụ số này, chúng tôi sử dụng phần mềm MATLAB R2014a chạy

trên máy tính DELL Precision 5560, sử dụng bộ xử lý Intel(R) Core(TM) i7-11850H

thế hệ thứ 11 với xung nhịp 2.50GHz (16 lõi xử lý) và bộ nhớ RAM 16GB.

Xét bài toán chấp nhận tách với đa tập đầu ra

Tìm x ∈ Ω⋆ = C ∩

(
100⋂
i=1

T−1
i (Qi)

)
, (3.31)

với các giả thiết sau đây.



89

(i) H = Hi = L2[0, 1] (i = 1, 2, . . . , 100) với tích vô hướng được cho bởi

⟨x, y⟩ =
∫ 1

0

x(t) y(t) dt, ∀x = x(t), y = y(t) ∈ L2[0, 1],

và chuẩn tương ứng được cho bởi

∥x∥ =

(∫ 1

0

x2(t) dt

)1/2

, ∀x = x(t) ∈ L2[0, 1].

Các tập C và Qi (i = 1, 2, . . . , 100) được xác định bởi

C = {x ∈ L2[0, 1] : ⟨a, x⟩ = b },

Qi = {x ∈ L2[0, 1] : ⟨ci, x⟩ = di },

trong đó

a(t) = 3t+ 2, ∀ t ∈ [0, 1]; b = 2,

ci(t) = t2 + i, ∀ t ∈ [0, 1];

di =
1 + 2i

4i
.

(ii) Với mỗi i = 1, 2, . . . , 100, toán tử Ti : L
2[0, 1] → L2[0, 1] được xác định bởi

Ti(x)(t) =
x(t)

i
, ∀x = x(t) ∈ L2[0, 1].

Khi đó tập Ω⋆ là khác rỗng, vì x(t) = t ∈ Ω⋆.

Áp dụng Thuật toán 3.1.1 và Thuật toán 3.2.1 ta có hai thuật toán sau để tìm

nghiệm gần đúng cho bài toán (3.31).

Thuật toán hội tụ yếu. Với các điểm khởi tạo x0, x1 ∈ H, tính dãy {xn} theo

công thức lặp

xn+1 = J (I−PC)+
∑100

i=1 T
∗
i (Ii−PQi

)Ti(xn + tn(xn − xn−1)). (3.32)
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Thuật toán hội tụ mạnh. Với điểm khởi tạo x0, x1 ∈ H, tính dãy {xn} theo

công thức lặp

xn+1 = αnφ(xn) + (1− αn)un, (3.33)

trong đó

un = J (I−PC)+
∑100

i=1 T
∗
i (Ii−PQi

)Ti(xn + tn(xn − xn−1)),

và φ : H → H là một ánh xạ co.

Trước tiên, chúng tôi chạy thử nghiệm Thuật toán (3.32) (thuật toán hội tụ yếu)

với các xấp xỉ đầu là

x0 = 0, x1 = 0, ∀t ∈ [0, 1],

và dãy tham số {tn} được chọn là

tn =
1

n2(1 + ∥xn − xn−1∥)
, ∀n ≥ 1.

Sử dụng điều kiện

εn = ∥xn+1 − xn − tn(xn − xn−1)∥ < TOL

để dừng quá trình lặp, với TOL là ngưỡng sai số cho trước. Đồng thời, chúng tôi tính

toán thêm giá trị

δi = max
i

|⟨ci, Ti(xn)⟩ − di|

để kiểm tra sự hội tụ của thuật toán.

Kết quả số được minh họa trong Bảng 3.2. Dáng điệu của εn trong trường hợp

TOL = 10−6 được minh họa trong Hình 3.4.
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Bảng 3.2: Bảng kết quả số của thuật toán hội tụ yếu (3.32)

TOL n εn Thời gian (s) δi

10−3 68 9.914 ×10−4 0.0167 1.553 ×10−2

10−4 264 9.953 ×10−5 0.0597 1.358 ×10−3

10−5 519 9.989 ×10−6 0.1201 2.073 ×10−4

10−6 1895 9.989 ×10−7 0.4239 2.512 ×10−5

Hình 3.4: Dáng điệu của εn trong Bảng 3.2 với TOL = 10−6

Tiếp theo, chúng tôi kiểm tra sự hội tụ của thuật toán (3.33) (thuật toán hội tụ

mạnh) với các xấp xỉ đầu là

x0 = 0, x1 = 0, ∀t ∈ [0, 1],

và các dữ liệu được chọn như sau:

φ(x) = 0.25x, αn =
1

n+ 1
, tn = min

{
1

n2(1 + ∥xn − xn−1∥)
, 0.85

}
.

Sử dụng điều kiện

εn = ∥xn+1 − xn∥ < TOL,
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để dừng quá trình lặp, với TOL là ngưỡng sai số cho trước. Kết quả số được minh họa

trong Bảng 3.3 (trong đó δi = maxi |⟨ci, Ti(xn)⟩ − di|). Dáng điệu của εn trong trường

hợp TOL = 10−5 được minh họa trong Hình 3.5.

Bảng 3.3: Bảng kết quả số của thuật toán hội tụ mạnh (3.33)

TOL n εn Thời gian (s) δi

10−2 8 8.833× 10−3 0.0024 9.430 ×10−2

10−3 38 9.982 ×10−4 0.0098 2.357×10−2

10−4 367 9.968 ×10−5 0.0829 4.871 ×10−3

10−5 1154 9.995 ×10−6 0.2670 1.391 ×10−3

Hình 3.5: Dáng điệu của εn trong Bảng 3.3 với TOL = 10−5

Ví dụ 3.3.4. Trong ví dụ này, các thuật toán được chạy bằng phần mềm MATLAB

2014a trên máy tính DESKTOP-9RLTPS0, sử dụng bộ xử lý Intel(R) Core(TM) i5-10210U

CPU @ 1.60GHz với bộ nhớ RAM 8GB.

Trong ví dụ này chúng tôi giải lại bài toán điểm cực tiểu tách với đa tập đầu ra

(2.37) của Ví dụ 2.4.10 bằng hai thuật toán của Chương 3.

Áp dụng Thuật toán 3.1.1 và Thuật toán 3.2.1 ta có hai thuật toán sau để tìm

nghiệm gần đúng cho bài toán (2.37).
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Thuật toán hội tụ yếu. Với các điểm khởi tạo x0, x1 ∈ H, tính dãy {xn} theo

công thức lặp

xn+1 = J∇g+
∑4

i=1 T
∗
i ∇giTi(xn + tn(xn − xn−1)), n ≥ 1. (3.34)

Thuật toán hội tụ mạnh. Với các điểm khởi tạo x0, x1 ∈ H, tính dãy {xn} theo

công thức lặp

xn+1 = αnφ(xn) + (1− αn)un, (3.35)

trong đó

un = J∇g+
∑4

i=1 T
∗
i ∇giTi(xn + tn(xn − xn−1)), n ≥ 1,

và φ : H → H là một ánh xạ co.

Chúng tôi kiểm tra sự hội tụ của thuật toán hội tụ yếu (3.34) với các xấp xỉ đầu

x0 = (1, 2, 3, 4, 5), x1 = (2, 3, 4, 5, 6)

và dãy tham số {tn} được chọn là

tn =
1

(3 + n2)(1 + ∥xn − xn−1∥2)
hoặc tn = 0 ∀n ≥ 1.

Sử dụng điều kiện

εn = ∥xn+1 − xn − tn(xn − xn−1)∥ < TOL

để dừng quá trình lặp, với TOL là ngưỡng sai số cho trước. Kết quả số được minh họa

trong Bảng 3.4. Giá trị của ∇g(xn) và ∇gi(Ti(xn)), i = 1, 2, 3, 4 trong trường hợp

TOL = 10−8 và tn =
1

(3 + n2)(1 + ∥xn − xn−1∥2)
,

được chỉ ra trong Bảng 3.5.

Dáng điệu của hàm εn trong Bảng 3.4 được trình bày trong Hình 3.6.
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Bảng 3.4: Bảng kết quả số của thuật toán hội tụ yếu (3.34)

TOL tn =
1

(3 + n2)(1 + ∥xn − xn−1∥2)
tn = 0

εn n Thời gian (s) εn n Thời gian (s)

10−8 3.8978× 10−9 7 23× 10−5 6.7732× 10−9 8 11× 10−4

10−9 1.7828× 10−10 8 13× 10−4 3.5879× 10−10 9 15× 10−4

10−10 8.0750× 10−11 9 15× 10−4 1.9005× 10−12 10 16× 10−4

Bảng 3.5: Bảng giá trị của ∇g(xn) và ∇gi(Ti(xn)) trong Ví dụ 3.3.1

xn = (2.7521, 2.2688,−0.5604, 1.2417, 1.4396)⊤

∇g(xn) (0.0596,−0.0596, 0.1193,−0.0596, 0.1193)⊤ × 10−9

∇g1(T1xn) (−0.4849,−0.9698)⊤ × 10−9

∇g2(T2xn) (0.0545,−0.1089, 0.0545)⊤ × 10−8

∇g3(T3xn) (−0.4252,−0.4252, 0.4252,−0.4252)⊤ × 10−9

∇g4(T4xn) (−0.3656, 0, 0.3656, 0,−0.7312, 0.3656)⊤ × 10−9

n

𝜀 𝑛

Hình 3.6: Dáng điệu của εn trong Bảng 3.4 với TOL = 10−10
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Nhận xét 3.3.5. i) Từ Bảng 3.5, ta thấy có thể chọn p = xn làm nghiệm xấp xỉ

cho bài toán.

ii) Ta thấy rằng quá trình lặp dừng tại lần lặp thứ n⋆ với

n⋆ << nmax =
2(1 + θ2)(1 + θ − θ2)

(1− θ)(1− 3θ)TOL
∥x0 − p∥2.

Điều này dẫn đến câu hỏi: liệu chúng ta có thể đưa ra một đánh giá tốt hơn để

thay thế giá trị

nmax =
2(1 + θ2)(1 + θ − θ2)

(1− θ)(1− 3θ)TOL
∥x0 − p∥2?

Tiếp theo, chúng tôi kiểm tra sự hội tụ của thuật toán hội tụ mạnh (3.35) với dữ

liệu được chọn như sau:

φ(x) =
x

10
với mọi x ∈ R5, αn =

1

n
.

Trong trường hợp này, dãy {xn} hội tụ đến

p = PΩ∗(0) = (−0.24, 0.24, 0.56, 0.76, 0.56)⊤.

Do đó, chúng tôi sử dụng điều kiện εn = ∥xn − p∥ < TOL để dừng quá trình lặp. Với

các điểm đầu được chọn là x0 = (1, 2, 3, 4, 5), x1 = (2, 3, 4, 5, 6), kết quả số được minh

họa trong Bảng 3.6).

Bảng 3.6: Bảng kết quả số của thuật toán hội tụ mạnh (3.35)

TOL tn =
1

(n logn + 1)(1 + ∥xn − xn−1∥)
tn = 0

εn n Thời gian (s) εn n Thời gian (s)

10−2 9.9102× 10−3 112 0.0017 10.0100× 10−3 128 0.0021

10−3 9.9948× 10−4 1125 0.0113 9.9987× 10−4 1377 0.0157

10−4 9.9994× 10−5 11458 0.0930 9.9999× 10−5 15287 0.1215

Dáng điệu của εn trong Bảng 3.6 được minh họa trong Hình 3.7.
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n

𝜀 𝑛

Hình 3.7: Dáng điệu của εn trong Bảng 3.6 với TOL = 10−3

Tiếp theo, chúng tôi so sánh thuật toán của mình với hai thuật toán của Reich và

các cộng sự trong [54]. Chúng tôi kiểm tra sự hội tụ của dãy {xn} được tạo ra bởi

Thuật toán 3.1 hoặc Thuật toán 3.4 trong [54] với các dữ liệu sau:

x0 = (1, 2, 3, 4, 5), βi,n = 0.2, ri,n = 1, θi,n = 0.00001, ρi,n = 1.95

với mọi i = 0, 1, 2, 3, 4, và

f(x) =
x

10
với mọi x ∈ R5, αn =

1

n
.

Sử dụng điều kiện

εn = ∥xn − p∥ < TOL

để dừng quá trình lặp, với TOL là ngưỡng sai số cho trước. Các kết quả được minh

họa trong Bảng 3.7.
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Bảng 3.7: Bảng kết quả số của Thuật toán 3.1 và Thuật toán 3.4 trong [54].

TOL Thuật toán 3.1 Thuật toán 3.4

εn n Thời gian (s) εn n Thời gian (s)

10−2 9.9722× 10−3 208 0.0045 9.9039× 10−3 159 0.0124

10−3 9.9997× 10−4 3715 0.0549 9.9935× 10−4 1887 0.0697

10−4 9.9999× 10−5 1447528 20.8387 9.9999× 10−5 920046 30.2716

Nhận xét 3.3.6. Trong ví dụ này, với các tham số được chọn như trên, thuật toán

của chúng tôi cho kết quả hội tụ tốt hơn so với Thuật toán 3.1 hoặc Thuật toán 3.4

trong [54] về số lần lặp và thời gian CPU.

KẾT LUẬN CHƯƠNG 3

Trong chương này, dựa trên phương pháp điểm gần kề quán tính, chúng tôi đã đề

xuất hai thuật toán lặp để giải bài toán (SCSP-MOE) trong không gian Hilbert. Đặc

biệt, các thuật toán của chúng tôi không phụ thuộc vào chuẩn của toán tử chuyển. Cụ

thể, chúng tôi đã phân tích sự hội tụ yếu và tốc độ hội tụ bậc O(1/
√
n) của Thuật

toán 3.1.1. Tiếp theo, bằng cách kết hợp thuật toán hội tụ yếu với phương pháp xấp

xỉ mềm chúng tôi đã đưa ra được Thuật toán hội tụ mạnh 3.2.1 với chứng minh chi

tiết trong Định lý 3.2.2.

Ngoài ra, chúng tôi cũng đã đưa ra các ví dụ số minh họa cho việc áp dụng Thuật

toán 3.1.1 và Thuật toán 3.2.1 để giải bài toán chấp nhận tách với đa tập đầu ra, bài

toán điểm cực tiểu chung tách và bài toán khôi phục tín hiệu. Trong các ví dụ số này,

thuật toán mới của chúng tôi hội tụ tốt hơn một số thuật toán đã có trước đó.

Những kết quả của Chương 3 đồng thời gợi mở hướng phát triển các thuật toán

mới dựa trên phương pháp điểm gần kề kết hợp thành phần quán tính cho các chương

tiếp theo.
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Chương 4

Hai thuật toán chiếu với đa thành phần

quán tính giải bài toán (SCSP-MOE)

Trong chương này, chúng tôi trình bày hai thuật toán chiếu xoay vòng cho bài toán

(SCSP-MOE), được xây dựng dựa trên phương pháp điểm gần kề kết hợp với đa thành

phần quán tính và kỹ thuật chiếu lai ghép hoặc chiếu co hẹp. Tính hội tụ mạnh của hai

thuật toán sẽ lần lượt được chứng minh trong các định lý. Phần cuối của chương trình

bày hai ví dụ số minh họa cho các kết quả lý thuyết, đồng thời so sánh với một số

thuật toán đã có trước đó, qua đó minh họa tính hiệu quả của các thuật toán đề xuất.

Các kết quả của chương này được trình bày dựa trên nội dung của bài báo (CT3).

4.1 Thuật toán chiếu lai ghép

Trong chương này, để thuận tiện cho việc trình bày thuật toán và chứng minh định

lý, chúng tôi biểu diễn bài toán (SCSP-MOE) như sau.

Tìm phần tử p ∈ Ω với các giả thiết:

(O1) i ∈ J = {0, 1, 2, . . . , N}, Hi là một không gian Hilbert thực và fi ∈ Hi là một

phần tử cho trước.

(O2) Với mỗi i ∈ J , Ai : Hi → Hi là toán tử γi-đơn điệu mạnh ngược trên Hi.

(O3) T0 = I0 là ánh xạ đồng nhất trên H0, Tj : H0 → Hj (j = 1, 2, . . . , N) là các toán

tử tuyến tính bị chặn với toán tử liên hợp tương ứng là T ∗
j : Hj → H0.



99

(O4) Ω =
⋂

i∈J ΩAi ̸= ∅, trong đó ΩAi = {p ∈ H0 : Ai(Ti(p)) = fi} với mỗi i ∈ J .

Trong Chương 3, các thuật toán được xây dựng theo phương pháp điểm gần kề

quán tính, trong đó sử dụng một thành phần quán tính ở vế phải để tìm nghiệm gần

đúng của bài toán (SCSP-MOE). Trong một số trường hợp cụ thể, điều này đã được

chỉ ra là giúp cải thiện và tăng tốc độ hội tụ so với các thuật toán không có thành

phần quán tính. Bên cạnh đó, một số kết quả gần đây cũng cho thấy việc sử dụng đa

thành phần quán tính có thể mang lại hiệu quả hội tụ tốt hơn so với trường hợp chỉ

dùng một thành phần quán tính (xem [29,38] và các tài liệu tham khảo liên quan).

Trong nghiên cứu các bài toán chấp nhận tách, một trong những hướng tiếp cận tự

nhiên để giải quyết bài toán này là dựa trên các phép chiếu, do đặc tính đơn giản và

dễ triển khai. Ý tưởng này đã được khởi xướng từ công trình kinh điển của J. von

Neumann vào năm 1933 (xem [76]) về chiếu luân phiên cho hai tập con lồi, sau đó đến

năm 1967, L. Gubin và các cộng sự (xem [32]) mở rộng cho nhiều tập con lồi. Cách

tiếp cận này đặt nền tảng cho phương pháp chiếu xoay vòng (cyclic projection method)

được nghiên cứu rộng rãi trong các công trình sau này. Ý tưởng chính của phương

pháp chiếu xoay vòng là thực hiện phép chiếu tuần tự qua các tập lồi theo một quy

tắc vòng lặp cố định, thay vì xử lý đồng thời tất cả các điều kiện. Hướng nghiên cứu

này không những giúp đơn giản hóa quá trình tính toán mà còn có thể đảm bảo tính

hội tụ mạnh trong nhiều lớp bài toán, điển hình như bài toán điểm bất động chung

(xem [9,10]) và bài toán chấp nhận tách đa tập hợp (xem [79]).

Bằng cách kết hợp thuật toán chiếu xoay vòng với đa thành phần quán tính, chúng

tôi xây dựng thuật toán sau để giải bài toán (SCSP-MOE). Đặc biệt, thuật toán của

chúng tôi sử dụng ánh xạ điều khiển chỉ số (index control mapping) nhằm tăng tính

linh hoạt trong việc xác định thứ tự cũng như cách thức lựa chọn các ánh xạ tại mỗi

bước lặp.

Trước hết, chúng tôi nhắc lại khái niệm ánh xạ điều khiển chỉ số. Ánh xạ c : N → J ,

với J = {0, 1, 2, . . . , N} được gọi là ánh xạ điều khiển chỉ số nếu với mỗi i ∈ J , tồn tại



100

một số tự nhiên Mi sao cho

i ∈ {c(n), c(n+ 1), . . . , c(n+Mi − 1)}, ∀n ∈ N.

Ví dụ như, ánh xạ c : N → J được định nghĩa bởi

c(n) = n mod (N + 1), ∀n ∈ N

là một ánh xạ điều khiển chỉ số.

Thuật toán đầu tiên được xây dựng qua các bước sau.

Thuật toán 4.1.1 Thuật toán chiếu lai ghép

1: Chọn các dãy số thực bị chặn {ℓt,n}, với t = 1, 2, . . . , k.

2: Chọn tùy ý các điểm khởi tạo

x−k, x−(k−1), . . . , x−1, x0 ∈ H0.

3: for n = 0, 1, 2, . . . do

4: Tính

yn = xn +
k∑

t=1

ℓt,n
(
xn+1−t − xn−t

)
.

5: Tìm zn ∈ H0 thỏa mãn

T ∗
c(n)

(
Ac(n)(Tc(n)(zn))

)
− T ∗

c(n)(fc(n)) + zn = yn. (4.1)

6: Xác định

Cn = {a ∈ H0 | ∥zn − a∥ ≤ ∥yn − a∥} , (4.2)

Qn = {b ∈ H0 | ⟨x0 − xn, b− xn⟩ ≤ 0} . (4.3)

7: Cập nhật

xn+1 = PCn∩Qn(x0). (4.4)

8: end for

Mệnh đề sau đây chỉ ra sự tồn tại duy nhất của zn trong công thức (4.1).

Mệnh đề 4.1.2. Với mỗi n ∈ N, phương trình (4.1) có nghiệm duy nhất zn.
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Chứng minh. Với mỗi x ∈ H0, ta định nghĩa toán tử G : H0 → H0 như sau

G(x) = T ∗
c(n)(Ac(n)(Tc(n)(x))) + I0(x),

trong đó I0 là ánh xạ đồng nhất trên H0.

Từ tính đơn điệu mạnh ngược của các toán tử (giả thiết O2), ta suy ra

⟨G(x)− G(y), x− y⟩

= ⟨T ∗
c(n)(Ac(n)(Tc(n)(x)))− T ∗

c(n)(Ac(n)(Tc(n)(y))), x− y⟩+ ∥x− y∥2

= ⟨Ac(n)(Tc(n)(x))− Ac(n)(Tc(n)(y)), Tc(n)(x)− Tc(n)(y)⟩+ ∥x− y∥2

≥ γc(n)∥Ac(n)(Tc(n)(x))− Ac(n)(Tc(n)(y))∥2 + ∥x− y∥2

≥ 0.

Vậy, G là một toán tử đơn điệu trên H0.

Từ tính liên tục Lipschitz của toán tử đơn điệu mạnh ngược, ta có

∥G(x)− G(y)∥ = ∥T ∗
c(n)(Ac(n)(Tc(n)(x)))− T ∗

c(n)(Ac(n)(Tc(n)(y))) + x− y∥

≤ ∥T ∗
c(n)(Ac(n)(Tc(n)(x)))− T ∗

c(n)(Ac(n)(Tc(n)(y)))∥+ ∥x− y∥

≤ ∥T ∗
c(n)∥∥Ac(n)(Tc(n)(x))− Ac(n)(Tc(n)(y))∥+ ∥x− y∥

≤ 1

γc(n)
∥Tc(n)∥∥Tc(n)(x)− Tc(n)(y)∥+ ∥x− y∥

≤
(

1

γc(n)
∥Tc(n)∥2 + 1

)
∥x− y∥.

Từ đó, ta suy ra G là một toán tử liên tục Lipschitz trên H0 với hệ số

L =
1

γc(n)
∥Tc(n)∥2 + 1.

Mặt khác, ta có

⟨G(x), x⟩ = ⟨G(x)− G(0), x− 0⟩+ ⟨G(0), x⟩

= ⟨T ∗
c(n)(Ac(n)(Tc(n)(x)))− T ∗

c(n)(Ac(n)(Tc(n)(0))), x− 0⟩+ ∥x∥2 + ⟨G(0), x⟩
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= ⟨Ac(n)(Tc(n)(x))− Ac(n)(Tc(n)(0)), Tc(n)(x)− Tc(n)(0)⟩+ ∥x∥2 + ⟨G(0), x⟩

≥ ∥x∥2 − ∥G(0)∥∥x∥.

Từ đó, ta suy ra

lim
∥x∥→∞

⟨G(x), x⟩
∥x∥

≥ lim
∥x∥→∞

(∥x∥ − ∥G(0)∥) = ∞.

Tức là, G là một toán tử bức trên H0. Từ các kết quả trên, ta có thể kết luận rằng với

mỗi n ∈ N, phương trình (4.1) luôn có nghiệm zn nhờ vào Bổ đề 1.5.3.

Tiếp theo, chúng tôi chứng minh tính duy nhất của zn. Giả sử wn cũng là một

nghiệm của phương trình (4.1), tức là

T ∗
c(n)(Ac(n)(Tc(n)(wn)))− T ∗

c(n)(fc(n)) + wn = yn.

Kết hợp với (4.1), ta có

T ∗
c(n)(Ac(n)(Tc(n)(zn)))− T ∗

c(n)(Ac(n)(Tc(n)(wn))) + (zn − wn) = 0.

Điều này dẫn đến

0 = ⟨zn − wn, T ∗
c(n)(Ac(n)(Tc(n)(zn)))− T ∗

c(n)(Ac(n)(Tc(n)(wn))) + (zn − wn)⟩

= ∥zn − wn∥2 + ⟨zn − wn, T ∗
c(n)(Ac(n)(Tc(n)(zn)))− T ∗

c(n)(Ac(n)(Tc(n)(wn)))⟩

= ∥zn − wn∥2 + ⟨Tc(n)(zn)− Tc(n)(wn), Ac(n)(Tc(n)(zn))− Ac(n)(Tc(n)(wn))⟩

≥ ∥zn − wn∥2 + γc(n)∥Ac(n)(Tc(n)(zn))− Ac(n)(Tc(n)(wn))∥2.

Do đó, ta suy ra zn = wn.

Mệnh đề được chứng minh.

Mệnh đề sau đây chỉ ra sự tồn tại của dãy {xn} được tạo bởi Thuật toán 4.1.1.

Mệnh đề 4.1.3. Dãy {xn} trong Thuật toán 4.1.1 được xác định tốt.



103

Chứng minh. Các biểu thức (4.2) và (4.3) có thể được viết lại dưới dạng sau

Cn =

{
a ∈ H0 : ⟨yn − zn, a⟩ ≤ ∥yn∥2 − ∥zn∥2

2

}
,

Qn = {b ∈ H0 : ⟨x0 − xn, b⟩ ≤ ⟨x0 − xn, xn⟩} .

Do đó, cả hai tập Cn và Qn đều là các nửa không gian đóng trong H0 với mọi n ∈ N.

Vì vậy, chúng là các tập lồi và đóng trong H0.

Tiếp theo, ta sẽ chỉ ra Ω ⊂ Cn ∩ Qn với mọi n ∈ N. Thật vậy, lấy tùy ý p ∈ Ω,

khi đó

Ai(Ti(p)) = fi, ∀i ∈ J. (4.5)

Ta nhận thấy rằng

⟨zn − p, yn − p⟩ = 1

2

(
∥zn − p∥2 + ∥yn − p∥2 − ∥zn − yn∥2

)
. (4.6)

Mặt khác, từ (4.1), (4.5) và (O2), ta có

⟨zn − p, yn − p⟩ = ⟨zn − p, T ∗
c(n)(Ac(n)(Tc(n)(zn)))− T ∗

c(n)(fc(n)) + zn − p⟩

= ⟨zn − p, T ∗
c(n)(Ac(n)(Tc(n)(zn)))− T ∗

c(n)(fc(n))⟩+ ∥zn − p∥2

= ⟨Tc(n)(zn)− Tc(n)(p), Ac(n)(Tc(n)(zn))− Ac(n)(Tc(n)(p))⟩+ ∥zn − p∥2

≥ γc(n)∥Ac(n)(Tc(n)(zn))− Ac(n)(Tc(n)(p))∥2 + ∥zn − p∥2. (4.7)

Từ (4.6) và (4.7), ta suy ra rằng

∥zn − p∥2 ≤ ∥yn − p∥2 − ∥zn − yn∥2 − 2γc(n)∥Ac(n)(Tc(n)(zn))− fc(n)∥2 (4.8)

≤ ∥yn − p∥2. (4.9)

Điều này chứng tỏ rằng p ∈ Cn với mọi n ∈ N.

Tiếp theo, với n = 0, rõ ràng rằng Ω ⊂ Q0 = H0. Giả sử Ω ⊂ Qn với n ≥ 0.

Từ (4.4) và Mệnh đề 1.2.14, ta có

⟨x0 − xn+1, w − xn+1⟩ ≤ 0, ∀w ∈ Cn ∩Qn.
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Do đó, từ p ∈ Cn ∩Qn ta được

⟨x0 − xn+1, p− xn+1⟩ ≤ 0,

suy ra p ∈ Qn+1. Áp dụng nguyên lý quy nạp toán học, ta suy ra rằng p ∈ Qn với mọi

n ≥ 0, tức là Ω ⊂ Qn với mọi n ≥ 0.

Do đó, ta kết luận rằng Ω ⊂ Cn ∩Qn với mọi n ∈ N, như đã khẳng định. Tức là,

Cn ∩Qn là khác rỗng. Do đó, phép chiếu PCn∩Qn(x0) tồn tại và xn+1 được xác định.

Mệnh đề được chứng minh.

Sự hội tụ mạnh của dãy {xn} sinh bởi Thuật toán 4.1.1 được thiết lập trong định

lý sau.

Định lý 4.1.4. Dãy {xn} sinh bởi Thuật toán 4.1.1 hội tụ mạnh đến một phần tử

x∗ ∈ Ω thỏa mãn x∗ = PΩ(x0).

Chứng minh. Chúng tôi chia quá trình chứng minh thành nhiều bước. Trước hết, chọn

tùy ý p ∈ Ω.

Bước 1. Chứng minh các dãy {xn}, {yn} và {zn} bị chặn. Thật vậy, từ (4.3), ta có

xn = PQn(x0). Do đó,

∥xn − x0∥ ≤ ∥x0 − p∥, ∀n ≥ 0. (4.10)

Như vậy, dãy {xn} bị chặn. Từ đó, ta cũng có các dãy {yn} và {zn} cũng bị chặn nhờ

vào công thức (4.1) và (4.9).

Bước 2. Chỉ ra dãy {xn} là chính qui tiệm cận, nghĩa là

lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = 0.

Vì xn+1 ∈ Qn và xn = PQn(x0) nên theo Mệnh đề 1.2.15 ta có

∥xn+1 − xn∥2 ≤ ∥xn+1 − x0∥2 − ∥xn − x0∥2, ∀n ≥ 0. (4.11)

Điều này cho thấy dãy {∥xn − x0∥} là dãy tăng với mọi n ≥ 0. Vì {xn} bị chặn, ta
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suy ra tồn tại giới hạn hữu hạn

lim
n→∞

∥xn − x0∥ = l.

Kết hợp với công thức (4.11), ta thu được điều cần chứng minh.

Bước 3. Chỉ ra các giới hạn sau tồn tại

lim
n→∞

∥xn+1 − yn∥ = 0, (4.12)

lim
n→∞

∥xn − zn∥ = 0, (4.13)

lim
n→∞

∥yn − zn∥ = 0. (4.14)

Từ định nghĩa của yn, ta có

∥xn+1 − yn∥ =

∥∥∥∥∥xn+1 − xn +
k∑

t=1

ℓt,n(xn+1−t − xn−t)

∥∥∥∥∥
≤ ∥xn+1 − xn∥+

k∑
t=1

|ℓt,n|∥xn+1−t − xn−t∥.

Sử dụng kết luận của Bước 2 và giả thiết dãy số thực {ℓt,n} bị chặn, ta suy ra sự tồn

tại của giới hạn (4.12) như đã khẳng định.

Mặt khác, vì xn+1 ∈ Cn, ta có

∥zn − xn+1∥ ≤ ∥yn − xn+1∥.

Do đó,

∥zn − xn+1∥ → 0. (4.15)

Từ kết luận của Bước 2, (4.12) và (4.15), cùng với các bất đẳng thức sau

∥xn − zn∥ ≤ ∥xn+1 − xn∥+ ∥xn+1 − zn∥,

∥yn − zn∥ ≤ ∥xn+1 − yn∥+ ∥xn+1 − zn∥,

ta cũng suy ra được các giới hạn (4.13) và (4.14), như đã khẳng định.
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Bước 4. Chứng minh mọi điểm tụ yếu của dãy {xn} đều thuộc tập Ω.

Giả sử p̂ là một điểm tụ yếu bất kỳ của dãy {xn}. Khi đó tồn tại một dãy con

{xmn} của {xn} sao cho

xmn ⇀ p̂.

Với mỗi i ∈ J , tồn tại một số tự nhiên Mi sao cho

i ∈ {c(mn), c(mn + 1), c(mn + 2), . . . , c(mn +Mi − 1)}, ∀n ∈ N.

Khi cần thiết, ta có thể loại bỏ một số phần tử khỏi dãy con {xmn} để thu được một

dãy con mới (cũng ký hiệu là {xmn}) sao cho

mn+1 ≥ mn +Mi.

Khi đó tồn tại một dãy con khác {xpn} của {xn} sao cho

mn ≤ pn ≤ mn +Mi − 1 < mn+1 ≤ pn+1, với i = c(pn).

Hơn nữa, ta có thể thấy rằng

∥xpn − xmn∥ ≤
mn+Mi−2∑

j=mn

∥xj+1 − xj∥ ≤ (Mi − 1) max
mn≤j≤mn+Mi−2

∥xj+1 − xj∥.

Từ Bước 2, ta có ∥xpn − xmn∥ → 0. Từ đó, ta suy ra xpn ⇀ p̂ và do đó từ (4.13) ta

thu được zpn ⇀ p̂. Vì Ti là toán tử tuyến tính bị chặn nên ta có

Ti(zpn) ⇀ Ti(p̂). (4.16)

Tiếp theo, chú ý rằng Ac(pn) = Ai, Tc(pn) = Ti với mọi n ≥ 1, và

0 ≤ γi∥Ai(Ti(zpn))− Ai(Ti(p̂))∥2

≤ ⟨Ai(Ti(zpn))− Ai(Ti(p̂)), Ti(zpn)− Ti(p̂)⟩

= ⟨Ai(Ti(zpn))− fi, Ti(zpn)− Ti(p̂)⟩+ ⟨fi − Ai(Ti(p̂)), Ti(zpn)− Ti(p̂)⟩
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≤ ∥Ai(Ti(zpn))− fi∥∥Ti(zpn)− Ti(p̂)∥+ ⟨fi − Ai(Ti(p̂)), Ti(zpn)− Ti(p̂)⟩

≤ K1∥Ti∥∥Ai(Ti(zpn))− fi∥+ ⟨fi − Ai(Ti(p̂)), Ti(zpn)− Ti(p̂)⟩, (4.17)

trong đó K1 = supn ∥zpn − p̂∥. Mặt khác, từ (4.8), ta có

γi∥Ai(Ti(zpn))− fi∥2 ≤
1

2
(∥ypn − p∥2 − ∥zpn − p∥2)

=
1

2
(∥ypn − p∥ − ∥zpn − p∥)(∥ypn − p∥+ ∥zpn − p∥)

≤ K2∥ypn − zpn∥,

với K2 =
1

2
supn (∥ypn − p∥+ ∥zpn − p∥). Kết hợp với (4.14), ta suy ra

∥Ai(Ti(zpn))− fi∥ → 0. (4.18)

Do đó, từ (4.16), (4.17) và (4.18), ta suy ra rằng

∥Ai(Ti(zpn))− Ai(Ti(p̂))∥ → 0.

Kết hợp điều này với (4.18), ta suy ra Ai(Ti(p̂)) = fi. Vì i ∈ J là phần tử tùy ý, nên

ta có p̂ ∈ Ω.

Bước 5. Chứng minh dãy {xn} hội tụ mạnh đến x∗ = PΩ(x0).

Giả sử rằng {xqn} là một dãy con của {xn} hội tụ yếu đến q. Từ Bước 4, ta suy ra

q ∈ Ω. Hơn nữa, vì x∗ = PΩ(x0) và q ∈ Ω, từ (4.10) và Mệnh đề 1.1.4, ta có

∥x∗ − x0∥ ≤ ∥q − x0∥

≤ lim inf
n→∞

∥xqn − x0∥

≤ lim sup
n→∞

∥xqn − x0∥

≤ ∥x∗ − x0∥.

Sử dụng tính duy nhất của điểm gần nhất x∗, ta suy ra rằng x∗ = q. Hơn nữa, ta có

∥xqn − x0∥ → ∥x∗ − x0∥.
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Từ Mệnh đề 1.1.5, ta được xqn → x∗. Tiếp tục sử dụng tính duy nhất của x∗, ta kết

luận rằng xn → x∗ khi n → ∞.

Định lý được chứng minh.

4.2 Thuật toán chiếu co hẹp

Trong mục này, chúng tôi đề xuất một biến thể của Thuật toán 4.1.1 bằng cách sử

dụng phương pháp chiếu co hẹp để giải bài toán (SCSP-MOE).

Thuật toán 4.2.1 Thuật toán chiếu co hẹp

1: Chọn các dãy số thực bị chặn {ℓt,n}, với t = 1, 2, . . . , k.

2: Chọn tùy ý các điểm khởi tạo

x−k, x−(k−1), . . . , x−1, x0 ∈ H0,

và đặt W−1 = H0.

3: for n = 0, 1, 2, . . . do

4: Tính

yn = xn +
k∑

t=1

ℓt,n
(
xn+1−t − xn−t

)
.

5: Tìm zn ∈ H0 thỏa mãn

T ∗
c(n)

(
Ac(n)(Tc(n)(zn))

)
− T ∗

c(n)(fc(n)) + zn = yn.

6: Xác định

Wn = {a ∈ Wn−1 | ∥zn − a∥ ≤ ∥yn − a∥} .

7: Cập nhật

xn+1 = PWn(x0).

8: end for

Định lý sau đây trình bày về sự hội tụ mạnh của dãy lặp được xây dựng trong

thuật toán trên đến nghiệm của bài toán (SCSP-MOE).
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Định lý 4.2.2. Dãy {xn} sinh bởi Thuật toán 4.2.1 hội tụ mạnh đến một phần tử

x⋆ ∈ Ω thỏa mãn x⋆ = PΩ(x0).

Chứng minh. Định lý được chứng minh qua các bước sau.

Bước 1. Chỉ ra Ω ⊂ Wn với mọi n ≥ 0.

Dễ thấy rằng Wn là một tập đóng và lồi của H0 với mọi n ≥ 0. Sử dụng lập luận

tương tự như trong chứng minh Mệnh đề 4.1.3, và bằng phương pháp quy nạp toán

học, ta cũng suy ra rằng Ω ⊂ Wn với mọi n ≥ 0.

Do đó, dãy {xn} được xác định.

Bước 2. Chứng minh dãy {xn} hội tụ mạnh đến một phần tử x† nào đó trong H0.

Với mỗi p ∈ Ω ⊂ Wn, từ xn+1 = PWn(x0) ta có

∥xn+1 − x0∥ ≤ ∥p− x0∥, (4.19)

suy ra dãy {xn} bị chặn.

Với mọi m ≥ n ≥ 1, do xm ∈ Wm−1 ⊂ Wn−1 và xn = PWn−1(x0) nên theo Mệnh

đề 1.2.15, ta có

∥xm − xn∥2 ≤ ∥xm − x0∥2 − ∥xn − x0∥2 → 0 (4.20)

khi n,m → ∞. Điều này suy ra rằng dãy {xn} là một dãy Cauchy. Do đó, dãy {xn}

hội tụ mạnh đến một phần tử x† nào đó, như đã khẳng định.

Bước 3. Chỉ ra các giới hạn sau đây tồn tại:

lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = 0, (4.21)

lim
n→∞

∥xn+1 − yn∥ = 0, (4.22)

lim
n→∞

∥xn − yn∥ = 0, (4.23)

lim
n→∞

∥yn − zn∥ = 0. (4.24)

Từ (4.20), ta thu được giới hạn (4.21) như đã khẳng định. Hơn nữa, bằng cách sử

dụng lập luận tương tự như trong Bước 3 trong chứng minh của Định lý 4.1.4, ta cũng

thu được các giới hạn (4.22), (4.23) và (4.24) như trên.
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Bước 4. Chứng minh dãy {xn} hội tụ mạnh đến x⋆ = PΩ(x0).

Vì xn → x† nên từ (4.23) và (4.24) ta suy ra yn → x† và zn → x†. Bằng cách sử

dụng lập luận tương tự như trong Bước 4 trong chứng minh Định lý 4.1.4, ta cũng suy

ra rằng x† ∈ Ω.

Cuối cùng, áp dụng (4.19) và cho n → ∞, ta được

∥x† − a0∥ ≤ ∥x⋆ − a0∥.

Từ định nghĩa của phép chiếu mêtric ta có

x† = x⋆.

Định lý được chứng minh.

Nhận xét 4.2.3. (i) Trong một số công trình trước đây (chẳng hạn như bài báo [35]),

các thuật toán giải bài toán (SCSP-MOE) yêu cầu sử dụng thông tin về hệ số

đơn điệu mạnh ngược của các toán tử – một tham số thường khó xác định trong

thực tế. Ngược lại, hai thuật toán được đề xuất trong chương 4 (Thuật toán 4.1.1

và Thuật toán 4.2.1) được xây dựng mà không phụ thuộc vào tham số này, nhờ

đó có tính linh hoạt cao và phạm vi ứng dụng rộng rãi hơn.

(ii) Các thuật toán trước đây như trong [35], (CT1) cần giải một phương trình liên

quan đến tổng tất cả các toán tử để tính xn+1 tại mỗi bước lặp. Hai thuật toán

được đề xuất trong chương này chỉ yêu cầu tính toán với từng toán tử Ti và Ai

tại mỗi bước lặp, qua đó làm giảm đáng kể độ phức tạp tính toán.

(iii) Áp dụng cách làm tương tự như trong mục Ứng dụng và ví dụ số minh họa của

Chương 2 vào Thuật toán 4.1.1 và Thuật toán 4.2.1 chúng ta sẽ thu được các

thuật toán tương ứng để giải bài toán điểm bất động chung tách với đa tập đầu

ra, bài toán chấp nhận tách với đa tập đầu ra và bài toán không điểm chung

tách với đa tập đầu ra.
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4.3 Ví dụ số minh họa

Trong mục này, tất cả các thuật toán được triển khai bằng phần mềm MATLAB

R2014a và thực thi trên máy tính DESKTOP-8LDGIN0, sử dụng bộ vi xử lý Intel(R)

Core(TM) i5-4210U tốc độ 1.70GHz (tối đa 2.40GHz) cùng bộ nhớ RAM 16GB.

Ví dụ 4.3.1. Xét bài toán điểm cực tiểu tách với đa tập đầu ra:

Tìm x ∈ Ω∗ =
3⋂

i=0

T−1
i (Argmin gi). (4.25)

Với các dữ liệu sau:

(i) Các toán tử chi phí g0 : R5 → R, g1 : R4 → R, g2 : R3 → R và g3 : R2 → R là các

hàm lồi và khả vi Fréchet, được xác định như sau:

g0(x) = (x1 + 2x2 + x3 + 2x4 + x5 − 1)2, ∀x = (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5,

g1(y) = (y1 + 2y2 − y3 + y4 − 1)2, ∀ y = (y1, y2, y3, y4) ∈ R4,

g2(z) = (2z1 − z2 + z3 − 1)2, ∀ z = (z1, z2, z3) ∈ R3,

g3(t) = (t1 + t2 − 1)2, ∀ t = (t1, t2) ∈ R2.

(ii) T0 = I0 là toán tử đồng nhất trên R5.

Các toán tử chuyển T1 : R5 → R4, T2 : R5 → R3 và T3 : R5 → R2 được xác định

tương ứng như sau:

T1(x) = (x1 + x2 − 4x5, 2x3 − x4 + x5, x1 + 2x2 + x3 − x4, 2x2 + 3x5),

T2(x) = (x1 − x2 + x4, −2x3 + 2x4 − x5, −2x1 + 2x2 − x3 − x4),

T3(x) = (x1 − x2 − x3 + x4 + x5, −x1 + x2 + x3 − 2x5),

với mọi x = (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5.

Khi đó, tập nghiệm của bài toán là

Ω∗ = {x = (5− 3t, −4, 2, 1 + t, t) ∈ R5 | t ∈ R }.
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Sử dụng Thuật toán 4.1.1 và Thuật toán 4.2.1 với các toán tử Ai lần lượt được thay

bằng Ii − J∂gi, i = 0, 1, 2, 3, trong đó

J∂gi = (Ii + ∂gi)
−1, i = 0, 1, 2, 3,

với I1, I2 và I3 lần lượt là các toán tử đồng nhất trên R4, R3 và R2, chúng tôi thu được

các thuật toán tương ứng để giải bài toán (4.25).

Trong ví dụ này, chúng tôi sử dụng ánh xạ điều khiển chỉ số

c(n) = n mod 4,

và chọn các điểm đầu là:

x−3 = (3, 0, 3, 0, 3),

x−2 = (2, 1, 2, 1, 2),

x−1 = (1, 2, 1, 2, 1),

x0 = (−4, 0, 4, 0,−4).

Ngoài ra, dễ thấy rằng

x∗ = PΩ∗(x0) = (−1, −4, 2, 3, 2).

Chúng tôi cũng so sánh hai thuật toán trên với Thuật toán 2 và Thuật toán 3

trong [35](viết tắt là ALGO-H1 và ALGO-H2).

Quy tắc dừng cho tất cả các thuật toán là

εn = ∥xn − x∗∥ < TOL,

trong đó TOL là ngưỡng sai số cho trước.

Các kết quả tính toán được trình bày trong Bảng 4.1, Bảng 4.2 và Bảng 4.3.
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Bảng 4.1: Bảng kết quả số của Thuật toán 4.1.1 cho Ví dụ 4.3.1

Bộ tham số TOL n εn Thời gian (s)

ℓ1,n = 1, ℓ2,n = −3, ℓ3,n = 2

10−4 114 9.9000× 10−5 0.2854

10−5 130 9.9781× 10−6 0.3011

10−6 146 9.3456× 10−7 0.3232

ℓ1,n = 50, ℓ2,n = −25, ℓ3,n = 100

10−4 134 9.0839× 10−5 0.2949

10−5 150 9.1640× 10−6 0.3569

10−6 166 8.8274× 10−7 0.3900

ℓ1,n = 100, ℓ2,n = −30, ℓ3,n = −10

10−4 164 9.3564× 10−5 0.3636

10−5 188 8.0723× 10−6 0.4018

10−6 206 9.9109× 10−7 0.4511

ℓ1,n = 1000/n, ℓ2,n = −50, ℓ3,n = 25

10−4 119 9.0477× 10−5 0.2712

10−5 135 9.1169× 10−6 0.3115

10−6 151 8.4995× 10−7 0.3393

Bảng 4.2: Bảng kết quả số của Thuật toán 4.2.1 cho Ví dụ 4.3.1

Bộ tham số TOL n εn Thời gian (s)

ℓ1,n = 1, ℓ2,n = −3, ℓ3,n = 2

10−4 72 9.9920× 10−5 0.4212

10−5 83 7.7280× 10−6 0.5535

10−6 95 6.5143× 10−7 0.7336

ℓ1,n = 50, ℓ2,n = −25, ℓ3,n = 100

10−4 123 8.4315× 10−5 0.6706

10−5 135 7.6039× 10−6 0.8289

10−6 147 7.1771× 10−7 0.9956

ℓ1,n = 100, ℓ2,n = −30, ℓ3,n = −10

10−4 151 4.7631× 10−5 1.1650

10−5 161 9.8930× 10−6 1.3968

10−6 175 6.4232× 10−7 1.6950

ℓ1,n = 1000/n, ℓ2,n = −50, ℓ3,n = 25

10−4 95 6.7640× 10−5 0.4592

10−5 106 8.0157× 10−6 0.5611

10−6 115 8.7889× 10−7 0.6583
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Bảng 4.3: Bảng kết quả số của hai thuật toán trong [35]

TOL θn Thuật toán n εn Thời gian (s)

10−4

50 ALGO-H1 1607 9.9735× 10−5 5.3989

ALGO-H2 303 9.9301× 10−5 1.6858

100 ALGO-H1 3202 9.9604× 10−5 11.3877

ALGO-H2 325 8.8377× 10−5 2.1084

1000/n ALGO-H1 263 9.1738× 10−5 1.5724

ALGO-H2 319 9.6868× 10−5 2.1917

10−5

50 ALGO-H1 1826 9.9617× 10−6 5.9028

ALGO-H2 362 9.9748× 10−6 2.4305

100 ALGO-H1 3638 9.9611× 10−6 13.3407

ALGO-H2 384 9.8051× 10−6 3.0366

1000/n ALGO-H1 281 9.1894× 10−6 1.6091

ALGO-H2 373 9.0063× 10−6 2.9550

10−6

50 ALGO-H1 2040 9.9300× 10−7 7.3342

ALGO-H2 448 9.6430× 10−7 3.9373

100 ALGO-H1 4065 9.9030× 10−7 14.9199

ALGO-H2 474 9.4845× 10−7 5.0596

1000/n ALGO-H1 298 9.2445× 10−7 1.6584

ALGO-H2 431 8.3679× 10−7 3.7227

Ví dụ 4.3.2. Trong ví dụ này, chúng tôi xét bài toán (SFP-MOS)

Tìm p ∈ Ω = U0 ∩

(
3⋂

i=1

T−1
i (Ui)

)
, (4.26)

với các giả thiết sau:

(i) Với mỗi i = 0, 1, 2, 3, không gian Hi được chọn là Hi = L2[0, 1], được trang bị

tích vô hướng và chuẩn tương ứng lần lượt là

⟨x, y⟩ =
∫ 1

0

x(t) y(t) dt, ∥x∥ =

(∫ 1

0

x2(t) dt

)1/2

,

với mọi x(t), y(t) ∈ L2[0, 1].
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(ii) Tập hợp Ui (với i = 0, 1, 2, 3) được định nghĩa bởi

Ui = {x ∈ L2[0, 1] | ⟨ai, x⟩ = bi },

trong đó các hàm ai và bi được cho bởi

ai = cos((i+ 1)t),

bi =
(i+ 1) sin(i+ 1) + cos((i+ 1))− 1

(i+ 1)3
, ∀t ∈ [0, 1].

(iii) Toán tử T0 là ánh xạ đồng nhất trên L2[0, 1], tức T0 = I0.

Với mỗi i = 1, 2, 3, toán tử tuyến tính bị chặn Ti : L
2[0, 1] → L2[0, 1] được định

nghĩa bởi

Ti(x)(t) =
x(t)

i+ 1
, ∀x(t) ∈ L2[0, 1].

Ta dễ dàng thấy rằng Ω khác rỗng vì x(t) = t ∈ Ω.

Từ Nhận xét 4.2.3 (iii), chúng tôi áp dụng Thuật toán 4.1.1 và Thuật toán 4.2.1

trong đó các toán tử Ai tương ứng được thay bởi I − PUi, i = 0, 1, 2, 3 để tìm nghiệm

gần đúng cho bài toán (4.26). Chúng tôi sử dụng ánh xạ điều khiển chỉ số

c(n) = n mod 4,

và chọn các điểm đầu

x−3(t) = sin t, x−2(t) = cos t,

x−1(t) = et, x0(t) =
√
t, ∀t ∈ [0, 1].

Ngoài ra, chúng tôi cũng so sánh hai thuật toán trên với một số thuật toán trước

đây: Thuật toán 5.2 trong [26] (ký hiệu ALGO-C), Thuật toán 1.5 và 1.6 trong [52]

(ký hiệu ALGO-R1 và ALGO-R2), và Thuật toán 4.10 trong [77] (ký hiệu ALGO-W).

Với mọi t ∈ [0, 1] và x ∈ L2[0, 1], các tham số của từng thuật toán được chọn như sau:

• ALGO-C: αn =
1

n
, τ =

0.05

1 +
∑3

i=1 ∥Ti∥2
, u(t) = t+ 1.
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• ALGO-R1: γn =
0.0005

3max0≤i≤3{∥Ti∥2}
.

• ALGO-R2: γn =
0.1

3max0≤i≤3{∥Ti∥2}
, αn =

1

n0.75
, f(x)(t) = 0.5x(t).

• ALGO-W: γn =
1

n0.75
, f(x)(t) = 0.5x(t).

Quy tắc dừng được sử dụng cho tất cả các thuật toán là

εn =
1

4

3∑
i=0

∥Ti(xn)− PUi(Ti(xn))∥2 < TOL,

trong đó TOL là ngưỡng sai số cho trước.

Các kết quả số được trình bày trong Bảng 4.4, Bảng 4.5 và Bảng 4.6.

Bảng 4.4: Bảng kết quả số của Thuật toán 4.1.1 cho Ví dụ 4.3.2

Bộ tham số TOL n εn Thời gian (s)

ℓ1,n = −1, ℓ2,n = −2, ℓ3,n = −3

10−4 52 9.5057× 10−5 0.2188

10−5 70 8.7951× 10−6 0.2639

10−6 171 9.8082× 10−7 0.4298

ℓ1,n = 1, ℓ2,n = 2, ℓ3,n = 3

10−4 12 7.7042× 10−5 0.1527

10−5 25 9.5718× 10−6 0.1782

10−6 322 9.5877× 10−7 0.7363

ℓ1,n = −10, ℓ2,n = 20, ℓ3,n = −3

10−4 42 5.9390× 10−5 0.2031

10−5 61 3.0716× 10−6 0.2363

10−6 160 9.4149× 10−7 0.4026

ℓ1,n = −10, ℓ2,n = 20, ℓ3,n = 3

10−4 37 4.9442× 10−5 0.1873

10−5 89 4.3360× 10−6 0.2877

10−6 269 9.7636× 10−7 0.6195
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Bảng 4.5: Bảng kết quả số của Thuật toán 4.2.1 cho Ví dụ 4.3.2

Bộ tham số TOL n εn Thời gian(s)

ℓ1,n = −1, ℓ2,n = −2, ℓ3,n = −3

10−4 36 7.8498× 10−5 0.2664

10−5 65 9.4747× 10−6 0.5076

10−6 106 9.4637× 10−7 1.2527

ℓ1,n = 1, ℓ2,n = 2, ℓ3,n = 3

10−4 11 6.4461× 10−5 0.1730

10−5 25 9.4475× 10−6 0.2365

10−6 41 6.1331× 10−7 0.3728

ℓ1,n = −10, ℓ2,n = 20, ℓ3,n = −3

10−4 36 7.8754× 10−5 0.2928

10−5 50 9.5896× 10−6 0.4035

10−6 76 9.1679× 10−7 0.7797

ℓ1,n = −10, ℓ2,n = 20, ℓ3,n = 3

10−4 32 9.0814× 10−5 0.2751

10−5 48 8.7057× 10−6 0.4083

10−6 72 8.7536× 10−7 0.7357

Bảng 4.6: Bảng kết quả số của một số thuật toán trong [26,52,77]

TOL Thuật toán n εn Thời gian (s)

10−4

ALGO-C 18 980 9.9994× 10−5 0.4136

ALGO-R1 35 148 9.9999× 10−5 1.2278

ALGO-R2 16 733 9.9993× 10−5 1.1826

ALGO-W 572 9.9985× 10−5 0.2361

10−5

ALGO-C 60 420 9.9998× 10−6 1.3188

ALGO-R1 304 782 9.9999× 10−6 10.4006

ALGO-R2 81 820 9.9998× 10−6 2.9567

ALGO-W 2686 9.9959× 10−6 1.0471

10−6

ALGO-C 191 291 9.9999× 10−7 4.1379

ALGO-R1 577 617 9.9999× 10−7 19.8820

ALGO-R2 411 309 9.9999× 10−7 14.7744

ALGO-W 13 288 9.9997× 10−7 5.0946



118

Nhận xét 4.3.3. Từ Bảng 4.1–4.6, có thể thấy trong hai ví dụ trên, Thuật toán 4.1.1

và Thuật toán 4.2.1 không những đảm bảo độ chính xác yêu cầu mà còn thể hiện

ưu thế về tốc độ hội tụ và hiệu quả tính toán so với các phương pháp đã công bố

trong [26,35,52,77]. Đặc biệt, khi ngưỡng sai số giảm xuống mức nhỏ, ưu điểm của

các thuật toán đề xuất càng được thể hiện rõ rệt. Kết quả này góp phần củng cố cơ

sở thực nghiệm cho các kết luận lý thuyết đã được trình bày trong các mục trước

của chương.

KẾT LUẬN CHƯƠNG 4

Trong chương này, chúng tôi đã trình bày về hai thuật toán chiếu xoay vòng, được

xây dựng dựa trên phương pháp chiếu lai ghép và phương pháp chiếu co hẹp kết hợp

với đa thành phần quán tính, đồng thời sử dụng ánh xạ điều khiển chỉ số nhằm nâng

cao tính linh hoạt của quá trình lặp.

Các thuật toán được đề xuất không cần đến thông tin về chuẩn của các toán tử

chuyển, cũng như không phụ thuộc vào hệ số đơn điệu mạnh ngược của các toán tử

chi phí. Điều này giúp tránh được công việc ước lượng các tham số kỹ thuật phức tạp,

vốn thường là một khó khăn trong quá trình triển khai thực tế của nhiều thuật toán

trước đây.

Các kết quả thu được trong ví dụ số cho thấy, đối với trường hợp đang xét, các

thuật toán được đề xuất cho hiệu quả tốt hơn so với một số thuật toán đã được công

bố trước đó.

Những kết quả đạt được trong chương này góp phần mở rộng hướng nghiên cứu về

các thuật toán chiếu giải bài toán nghiệm chung tách trong không gian Hilbert, đồng

thời tạo tiền đề cho các nghiên cứu tiếp theo liên quan đến việc phát triển và ứng

dụng các thuật toán chiếu hiện đại cho các lớp bài toán mở rộng khác.
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Kết luận

Luận án này tập trung nghiên cứu một số phương pháp lặp để giải “Bài toán nghiệm

chung tách cho lớp phương trình toán tử đơn điệu với đa tập đầu ra (SCSP-MOE)”

trong không gian Hilbert. Bài toán này là một mô hình tổng quát của lớp bài toán

chấp nhận tách. Do đó, nó có nhiều ý nghĩa lý thuyết và tiềm năng ứng dụng trong

tối ưu hóa, cân bằng, xử lý tín hiệu và một số lĩnh vực khác.

Những đóng góp chính của luận án có thể tóm tắt như sau:

• Luận án đã xây dựng thuật toán hiệu chỉnh Tikhonov ẩn và thuật toán hiệu chỉnh

Tikhonov hiện cho bài toán SCSP-MOE, đồng thời chứng minh được tính hội

tụ mạnh của cả hai thuật toán. Đây là những kết quả mới, mở rộng phương

pháp hiệu chỉnh Tikhonov sang một lớp bài toán tổng quát hơn. Ngoài ra, các

thuật toán còn được chứng minh là ổn định trước nhiễu, góp phần nâng cao tính

ứng dụng.

• Luận án đề xuất hai thuật toán điểm gần kề quán tính (bao gồm một thuật toán

hội tụ yếu và một thuật toán hội tụ mạnh), được phát triển trên cơ sở kết hợp

kỹ thuật quán tính và phương pháp xấp xỉ mềm. Các thuật toán này giải bài

toán (SCSP-MOE) mà không cần đến thông tin về chuẩn của các toán tử chuyển

– một ưu điểm nổi bật giúp giảm khó khăn khi tính toán.

• Luận án đã xây dựng thuật toán chiếu xoay vòng dựa trên phương pháp chiếu lai

ghép và chiếu co hẹp, sử dụng ánh xạ điều khiển chỉ số cho bài toán (SCSP-MOE).

Các thuật toán đều cho kết quả hội tụ mạnh mà không cần dùng đến thông tin

về chuẩn của các toán tử chuyển hay hệ số đơn điệu mạnh ngược của các toán tử
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chi phí. Bên cạnh đó, tại mỗi bước lặp các thuật toán được đề xuất chỉ yêu cầu

tính toán với từng toán tử chuyển và từng toán tử chi phí tương ứng thay vì tính

toán liên quan đến tổng của tất cả các toán tử như một số thuật toán khác. Đây

là một hướng tiếp cận tinh gọn hơn so với một số phương pháp khác.

Bên cạnh những đóng góp về mặt lý thuyết, luận án cũng thực hiện các ví dụ số

minh họa và so sánh với nhiều thuật toán trong một số tài liệu. Kết quả số cho thấy

các thuật toán được đề xuất không chỉ hội tụ ổn định mà còn cho hiệu năng vượt trội

trong nhiều trường hợp cụ thể.

Nhìn chung, các kết quả thu được trong luận án góp phần làm phong phú thêm lý

thuyết về bài toán chấp nhận tách cũng như các phương pháp lặp trong không gian

Hilbert. Đồng thời, luận án mở ra những hướng nghiên cứu tiếp theo liên quan đến

việc phát triển các phương pháp lặp mạnh hơn, nhanh hơn và có khả năng mở rộng

cho các mô hình bài toán tổng quát hơn và phức tạp hơn.
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