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Lời cam đoan

Tôi xin cam đoan đây là công trình nghiên cứu của riêng tôi, được hoàn

thành dưới sự hướng dẫn của PGS.TS. Mai Viết Thuận và PGS.TS. Nguyễn

Trường Thanh. Các kết quả viết chung với tác giả khác đã được sự nhất trí của

đồng tác giả khi đưa vào luận án. Các kết quả trong luận án là những kết quả

mới và chưa từng được tác giả nào khác công bố.

Tác giả luận án

Trần Ngọc Tuấn

i



Lời cảm ơn

Luận án này được hoàn thành dưới sự hướng dẫn tận tình cùng sự giúp đỡ

quý báu của các thầy cô, đồng nghiệp, cơ quan công tác và gia đình. Tôi xin

bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới tất cả những người đã luôn động viên, hỗ trợ

và tạo điều kiện thuận lợi cho tôi trong suốt quá trình học tập, nghiên cứu và

hoàn thành luận án.

Trước hết, tôi xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới PGS.TS. Mai Viết Thuận,

người thầy đã trực tiếp hướng dẫn, định hướng nghiên cứu và tận tình chỉ bảo

tôi trong suốt quá trình học tập và thực hiện luận án. Những góp ý chuyên môn

sâu sắc, phong cách làm việc nghiêm túc cùng tinh thần trách nhiệm và niềm

đam mê khoa học của thầy không chỉ giúp tôi hoàn thành luận án mà còn là

nguồn động lực và tấm gương quý báu để tôi học tập và noi theo.

Tôi xin chân thành cảm ơn PGS.TS. Nguyễn Trường Thanh, người đã tận

tình chỉ bảo tôi ngay từ những ngày đầu tiếp cận lĩnh vực giải tích cấp phân

số. Thầy không chỉ truyền đạt những kiến thức chuyên môn sâu sắc mà còn

luôn tạo điều kiện thuận lợi về môi trường làm việc, phương tiện nghiên cứu và

định hướng khoa học, giúp tôi từng bước hình thành và phát triển các kết quả

nghiên cứu của luận án.

Tôi xin trân trọng cảm ơn Ban Giám hiệu, Phòng Đào tạo, Ban Chủ nhiệm

Khoa Toán–Tin và lãnh đạo Viện Khoa học và Công nghệ, Trường Đại học

Khoa học – Đại học Thái Nguyên đã tạo điều kiện thuận lợi cho tôi trong suốt

quá trình học tập và nghiên cứu.

Tôi xin trân trọng cảm ơn Ban Giám hiệu, Khoa Khoa học Cơ bản, Trường

Đại học Công nghệ Kỹ thuật Hưng Yên – nơi tôi đang công tác – đã tạo điều

kiện thuận lợi về thời gian, cơ sở vật chất và tinh thần để tôi tập trung thực
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hiện luận án. Đồng thời, tôi xin gửi lời cảm ơn tới các thành viên nhóm Seminar

Tối ưu và Điều khiển do GS.TSKH. Vũ Ngọc Phát chủ trì tại Viện Toán học

Việt Nam, những người đã nhiệt tình trao đổi học thuật, góp ý và chia sẻ nhiều

kiến thức quý báu liên quan đến hướng nghiên cứu của tôi.

Tôi cũng xin bày tỏ và biết ơn những ý kiến đóng góp, sự động viên từ các

đồng nghiệp, bạn bè, những người đã chia sẻ tài liệu, kinh nghiệm và giúp tôi

giữ được động lực trong suốt quá trình thực hiện công trình.

Cuối cùng, tôi xin gửi lời biết ơn sâu đậm tới gia đình – bố mẹ, anh chị em,

vợ và hai con trai tôi – những người luôn là chỗ dựa vững chắc, yêu thương, sẻ

chia và động viên tôi vượt qua mọi khó khăn. Chính tình cảm và niềm tin của

gia đình là động lực to lớn để tôi kiên theo đuổi con đường nghiên cứu và hoàn

thành luận án này.

Nghiên cứu sinh

Trần Ngọc Tuấn
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Danh mục ký hiệu và chữ viết tắt

N,N∗ tập hợp các số tự nhiên, tập các số tự nhiên khác 0, tương ứng

R,R+ tập hợp các số thực, tập các số thực không âm, tương ứng

Rn không gian véc tơ Euclide thực n chiều

Rm×n không gian các ma trận cỡ m× n

A⊤ ma trận chuyển vị của ma trận A

I ma trận đơn vị

S+n tập các ma trận đối xứng xác định dương trong Rn×n

λmax(A) giá trị riêng lớn nhất của ma trận đối xứng A

λmin(A) giá trị riêng nhỏ nhất của ma trận đối xứng A

A ≥ 0 ma trận A là nửa xác định dương

A > 0 ma trận A là xác định dương

∗ các phần tử nằm dưới đường chéo chính của ma trận đối xứng

A > B nghĩa là A−B > 0

R
1
2 căn bậc hai của ma trận R đối xứng, xác định dương

∥x∥ chuẩn Euclide của véc tơ x = (x1, x2, ..., xn)
⊤ ∈ Rn

C([a, b]) không gian các hàm liên tục trên [a, b]

C([a, b],Rn) không gian các hàm liên tục trên [a, b], nhận giá trị trong Rn

ACn([a, b]) không gian các hàm liên tục tuyệt đối cấp n trên [a, b]

ACn([a, b],Rn) không gian các hàm liên tục tuyệt đối cấp n từ [a, b] vào Rn

Lp([a, b]) không gian các hàm khả tích bậc p trên [a, b]
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Mở đầu

1. Tổng quan về hướng nghiên cứu và lý do chọn đề tài

Giải tích cấp phân số là một nhánh của toán học nghiên cứu đạo hàm và tích

phân có bậc không nguyên. Khái niệm đạo hàm bậc không nguyên xuất hiện

từ cuối thế kỷ XVII, khi G. de l’Hôpital nêu ra một vấn đề liên quan đến ký

hiệu
dny

dxn
với trường hợp n = 1

2 trong thư gửi G.W. Leibniz vào năm 1695. Từ

đó, nhiều nhà toán học như L. Euler, J.L. Lagrange, J. Liouville, B. Riemann

và J. Hadamard đã góp phần xây dựng các định nghĩa và tính chất cơ bản của

giải tích cấp phân số. Các kết quả nền tảng này có thể được tìm thấy trong tài

liệu [50].

Có nhiều định nghĩa khác nhau của đạo hàm cấp phân số, trong đó phổ

biến nhất là đạo hàm cấp phân số Riemann–Liouville và đạo hàm cấp phân số

Caputo. Các định nghĩa này đều trùng với đạo hàm cấp số nguyên khi cấp α

là số nguyên, đồng thời cho phép mở rộng khái niệm đạo hàm sang trường hợp

cấp không nguyên một cách tự nhiên và chặt chẽ. Trong đó, đạo hàm Caputo

được sử dụng rộng rãi hơn trong mô hình hóa và lý thuyết điều khiển, do cho

phép thiết lập các điều kiện ban đầu dưới dạng tương tự như đối với phương

trình vi phân cấp số nguyên. Điều này tạo thuận lợi cho việc diễn giải ý nghĩa

vật lý của bài toán cũng như trong quá trình phân tích và mô phỏng hệ thống.

Chỉ trong vài thập kỷ gần đây, cùng với sự phát triển của khoa học và kỹ

thuật hiện đại, các toán tử đạo hàm và tích phân cấp phân số đã được chứng

minh là đặc biệt hiệu quả trong việc mô tả hành vi của nhiều loại vật liệu và

quá trình thực tế, chẳng hạn như polyme và các môi trường có cấu trúc phức

tạp. Nhiều kết quả thực nghiệm và lý thuyết cho thấy rằng các mô hình cấp
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phân số phản ánh động lực của hệ chính xác hơn so với các mô hình cấp số

nguyên cổ điển. Cơ sở vật lý của việc sử dụng các mô hình dựa trên đạo hàm

cấp phân số đã được trình bày và phân tích chi tiết trong tài liệu [7].

Mặc dù đạo hàm cấp phân số Caputo mô tả hiệu quả tính phụ thuộc vào

lịch sử trạng thái của hệ, đạo hàm này chưa phản ánh đầy đủ các hiện tượng

suy giảm nhanh thường xuất hiện trong nhiều mô hình vật lý và kỹ thuật hiện

đại. Để khắc phục hạn chế đó, đạo hàm cấp phân số Caputo với nhân suy giảm

(tempered Caputo fractional-order derivative) được xây dựng bằng cách đưa

thêm nhân suy giảm mũ vào hạt nhân của đạo hàm Caputo. Khái niệm này

được khởi xướng từ công trình của R.G. Buschman [6]. Nhờ đó, toán tử này

vừa bảo toàn đặc tính phụ thuộc vào lịch sử trạng thái của đạo hàm Caputo,

vừa cho phép mô tả hiệu quả các quá trình suy giảm nhanh, phù hợp với nhiều

hiện tượng thực tế trong vật lý, kỹ thuật và sinh học [35,36,47,48,57,58].

Tuy nhiên, việc nghiên cứu các tính chất ổn định và hiệu suất của các hệ sử

dụng đạo hàm Caputo với nhân suy giảm vẫn gặp nhiều khó khăn đáng kể. Đặc

biệt, sự xuất hiện của nhân suy giảm mũ trong hạt nhân của toán tử đạo hàm

làm cho việc xây dựng các hàm Lyapunov thích hợp cũng như việc thiết lập các

bất đẳng thức ma trận tuyến tính (linear matrix inequality-LMI) trở nên phức

tạp hơn so với trường hợp Caputo cổ điển.

Trong vài thập niên gần đây, bài toán ổn định trong thời gian hữu hạn

(finite-time stability) đã thu hút sự quan tâm rộng rãi trong nghiên cứu các hệ

động lực nhờ ý nghĩa thực tiễn và nhiều ưu điểm nổi bật. Khái niệm ổn định

trong thời gian hữu hạn được G. Kamenkov [32] đề xuất lần đầu tiên vào năm

1953 trong một công trình công bố bằng tiếng Nga. Sau đó, các nghiên cứu của

P. Dorato [16] đã góp phần thúc đẩy sự phát triển của hướng nghiên cứu này

trong cộng đồng khoa học quốc tế. Cụ thể, hệ được gọi là ổn định trong thời

gian hữu hạn nếu với mọi t ∈ [0, T ], từ mọi trạng thái ban đầu bị chặn bởi một

hằng số c1, quỹ đạo nghiệm của hệ luôn được chặn bởi một hằng số c2, trong

đó c1 < c2 và T > 0 là các hằng số cho trước. Khác với ổn định tiệm cận theo
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nghĩa Lyapunov, vốn chỉ đảm bảo trạng thái của hệ hội tụ về điểm cân bằng

khi t → +∞, ổn định trong thời gian hữu hạn yêu cầu trạng thái của hệ duy trì

trong một miền bị chặn xác định trước trên một khoảng thời gian hữu hạn [1].

Đối với các lớp hệ cấp số nguyên, bài toán ổn định trong thời gian hữu hạn

đã được nghiên cứu sâu rộng thông qua nhiều phương pháp khác nhau, đặc biệt

là phương pháp hàm Lyapunov và kỹ thuật bất đẳng thức ma trận tuyến tính

(LMI). Nhiều kết quả quan trọng theo hướng này đã được công bố trong các

công trình của M. Shen và các cộng sự [61], M. Bahreini, J. Zarei [?], Y. Liu và

các cộng sự [45].

Đối với các lớp hệ cấp phân số, năm 2006, bài toán ổn định trong thời gian

hữu hạn lần đầu tiên được đưa ra bởi M.P. Lazarević [37] khi nghiên cứu tính

ổn định trong thời gian hữu hạn của hệ thống robot có trễ hằng số. Năm 2015,

Y. Yang và G. Chen [77] đã đề xuất các điều kiện đủ đảm bảo ổn định trong

thời gian hữu hạn cho các lớp hệ chuyển mạch. Năm 2016, bài toán bị chặn

trong thời gian hữu hạn đối với lớp hệ tuyến tính đã được Y.J. Ma và các cộng

sự nghiên cứu trong [46]. Cũng trong năm này, J. Zhang và các cộng sự [86] đã

phân tích tính ổn định và tính bị chặn trong thời gian hữu hạn của các lớp hệ

chuyển mạch dương. Năm 2018, N.T. Thanh và V.N. Phát [63] đã nghiên cứu

tính ổn định trong thời gian hữu hạn của các lớp hệ phi tuyến có trễ biến thiên.

Năm 2019, T. Feng cùng các cộng sự [20] đã nghiên cứu bài toán ổn định và ổn

định hóa trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ chuyển mạch suy biến.

Bên cạnh đó, mạng nơ-ron được ứng dụng trong nhiều lĩnh vực như nhận

dạng mẫu, xử lý ảnh, trí tuệ nhân tạo và tự động hóa công nghiệp. Nhằm mô

tả hiệu quả hơn các cơ chế động học có tính nhớ và hiệu ứng di truyền của hệ,

A. Boroomand và M.B. Menhaj [4] đã đề xuất mô hình mạng nơ-ron cấp phân

số thay cho mô hình mạng nơ-ron cấp nguyên. Kể từ đó, mạng nơ-ron cấp phân

số đã thu hút sự quan tâm đáng kể và nhiều kết quả quan trọng đã được công

bố [10,66,67,75,81,84,85,87]. Đối với mô hình mạng nơ-ron cấp phân số Caputo

với nhân suy giảm, C.Y. Gu và các cộng sự đã tiến hành nghiên cứu trong [25].
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Tuy nhiên, trong thực tiễn mô hình hóa, các hệ thống thường chịu ảnh hưởng

của các tham số không chắc chắn phát sinh từ sai số đo lường và nhiễu. Nhiều

nghiên cứu cho thấy các tham số này có thể làm suy giảm tính ổn định của hệ

nơ-ron trong thực tế. Vì vậy, việc nghiên cứu các tính chất ổn định và hiệu suất

của mạng nơ-ron cấp phân số có tham số không chắc chắn đã nhận được nhiều

sự quan tâm, với các kết quả liên quan đến ổn định vững, đồng bộ hóa, tính

thụ động và ổn định hóa trong thời gian hữu hạn [13,14,41,51,62,73].

Bên cạnh bài toán ổn định, việc đánh giá hiệu suất của hệ động lực cũng là

một hướng nghiên cứu quan trọng trong lý thuyết điều khiển. Hiệu suất của hệ

động lực thường được đánh giá thông qua mối quan hệ giữa tín hiệu đầu vào

và tín hiệu đầu ra, từ đó phản ánh khả năng đáp ứng các yêu cầu vận hành

của hệ thống. Trên cơ sở đó, nhiều bài toán quan trọng trong lý thuyết điều

khiển đã được đề xuất và nghiên cứu đối với các lớp hệ phương trình vi phân

cấp phân số, tiêu biểu như bài toán tiêu hao (dissipativity analysis) và bài toán

điều khiển đảm bảo chi phí (guaranteed cost control – GCC).

Khái niệm hệ tiêu hao được khởi xướng bởi J.C. Willems [71] vào năm 1972

và từ đó đã trở thành một công cụ nền tảng trong phân tích và thiết kế các lớp

hệ động lực. Lý thuyết này có thể được xem như một sự tổng quát hóa của các

khái niệm quen thuộc trong lý thuyết điều khiển, chẳng hạn như tính thụ động

và lý thuyết H∞. Nhờ tính ứng dụng rộng rãi trong kỹ thuật, vật lý và lý thuyết

điều khiển, lý thuyết tiêu hao đã thu hút được sự quan tâm đặc biệt từ cộng

đồng nghiên cứu. Trong công trình nền tảng của mình, J.C. Willems đã chỉ ra

mối liên hệ chặt chẽ giữa lý thuyết tiêu hao và lý thuyết ổn định Lyapunov,

trong đó hàm lưu trữ đóng vai trò tương tự như hàm Lyapunov trong việc

nghiên cứu tính ổn định của hệ thống.

Từ đó, lý thuyết tiêu hao giữ vai trò quan trọng trong việc nghiên cứu tính

ổn định và hiệu suất của các hệ điều khiển. Trong nhiều bài toán điều khiển,

việc khảo sát tính ổn định thường chỉ phản ánh đặc tính tiệm cận của hệ, trong

khi tính tiêu hao cho phép mô tả sâu hơn khả năng lưu trữ, truyền tải và tiêu
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hao năng lượng của hệ dưới tác động của tín hiệu điều khiển và nhiễu ngoài. Vì

vậy, đối với nhiều lớp hệ động lực, đặc biệt là các hệ có điều khiển và có nhiễu,

bài toán tiêu hao thường được nghiên cứu trên cơ sở các kết quả ổn định đã

được thiết lập trước đó.

Gần đây, phương pháp ổn định trong thời gian hữu hạn đã được mở rộng và

áp dụng trong lý thuyết tiêu hao đối với nhiều lớp hệ động lực khác nhau. Dựa

trên phương pháp Lyapunov kết hợp với công cụ bất đẳng thức ma trận tuyến

tính, nhiều kết quả về bài toán tiêu hao trong thời gian hữu hạn cho các lớp hệ

cấp số nguyên đã được công bố trong những năm gần đây [15, 22, 23, 26, 27, 33,

42, 68, 74, 82]. Đối với các hệ phương trình vi phân cấp phân số Caputo, năm

2021, D.T. Hong cùng các cộng sự [30] đã nghiên cứu tính tiêu hao của các hệ

nơ-ron tĩnh cấp phân số, đồng thời khảo sát tính tiêu hao trong thời gian hữu

hạn đối với các hệ cấp phân số phi tuyến không chắc chắn [29]. Tiếp đó, vào

năm 2023, N.T. Phuong cùng các cộng sự [53] đã nghiên cứu tính tiêu hao đối

với các hệ nơ-ron cấp phân số Caputo có trễ biến thiên không khả vi.

Năm 2013, B. Zhang cùng các cộng sự [83] đã đưa ra khái niệm tiêu hao

mở rộng, đây là một khái niệm tổng quát bao hàm nhiều chỉ số hiệu suất như

H∞, L2 − L∞, tính thụ động, . . . thông qua việc lựa chọn các ma trận trọng

số thích hợp. Sau đó, các kết quả về tiêu hao mở rộng trong thời gian hữu

hạn đã được nghiên cứu đối với nhiều lớp hệ cấp số nguyên trong các công

trình [15,22,23,26,27,42,68,74,82].

Từ các phân tích trên có thể thấy rằng, các nghiên cứu hiện có về tiêu hao

và tiêu hao mở rộng trong thời gian hữu hạn vẫn chủ yếu tập trung vào các lớp

hệ cấp số nguyên, trong khi đối với các lớp hệ cấp phân số, đặc biệt là các hệ

nơ-ron cấp phân số Caputo và Caputo với nhân suy giảm, các kết quả tương

ứng còn khá hạn chế.

Bên cạnh đó, phương pháp hàm Lyapunov và phương pháp hàm Lyapunov–

Krasovskii là những công cụ phân tích hiệu quả và được sử dụng rộng rãi trong

nghiên cứu tính ổn định đối với các lớp hệ động lực và hệ động lực có trễ. Tuy
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nhiên, khi áp dụng cho các lớp hệ không chắc chắn cấp phân số có nhiễu, các

phương pháp này gặp phải nhiều khó khăn đáng kể. Cụ thể, việc xây dựng một

hàm Lyapunov thích hợp và tính đạo hàm cấp phân số của nó trở nên phức tạp

do đạo hàm cấp phân số của dạng hàm toàn phương không tuân theo quy tắc

Leibniz như trong trường hợp cấp số nguyên. Điều này gây khó khăn trong việc

thiết lập các điều kiện đại số dưới dạng bất đẳng thức ma trận tuyến tính cho

các lớp hệ không chắc chắn cấp phân số trong khoảng thời gian hữu hạn. Do

đó, số lượng các công trình nghiên cứu về tiêu hao trong thời gian hữu hạn đối

với các lớp hệ không chắc chắn cấp phân số hiện nay vẫn còn tương đối hạn chế.

Trên cơ sở đó, luận án đề xuất nghiên cứu bài toán tiêu hao trong thời gian

hữu hạn đối với hệ nơ-ron cấp phân số Caputo với nhân suy giảm không chắc

chắn, có nhiễu và có trễ hằng số, đồng thời nghiên cứu bài toán tiêu hao mở

rộng trong thời gian hữu hạn đối với hệ nơ-ron cấp phân số Caputo có nhiễu.

Các kết quả đạt được góp phần bổ sung và hoàn thiện cơ sở lý thuyết cho các

lớp hệ không chắc chắn cấp phân số , đồng thời mở rộng khả năng ứng dụng

của các mô hình này trong các bài toán điều khiển.

Bên cạnh bài toán tiêu hao, bài toán điều khiển đảm bảo chi phí cũng nhận

được nhiều sự quan tâm trong nghiên cứu các hệ động lực cấp phân số. Bài

toán điều khiển đảm bảo chi phí được S.S.L. Chang và T.K.C. Peng [8] đề xuất

lần đầu vào năm 1972. Trong nhiều bài toán điều khiển, bên cạnh việc đảm bảo

tính ổn định của hệ thống, việc thiết kế các luật điều khiển có khả năng duy trì

một mức hiệu suất xác định thông qua hàm chi phí cũng là một yêu cầu quan

trọng. Do đó, sự kết hợp giữa điều khiển đảm bảo chi phí và ổn định trong thời

gian hữu hạn có ý nghĩa thực tiễn cao trong thiết kế điều khiển đối với các hệ

động lực chịu tác động của nhiễu và bất định tham số.

Đối với các lớp hệ cấp số nguyên, nhiều nghiên cứu đã tập trung vào bài toán

điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn dưới các mô hình và điều

kiện khác nhau. Cụ thể, năm 2015, Z. Yan và các cộng sự [76] đã nghiên cứu các

lớp hệ ngẫu nhiên Itô tuyến tính với nhiễu bị chặn; cùng năm đó, P. Niamsup
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và các cộng sự [49] xem xét các lớp hệ nơ-ron có trễ hằng số. Năm 2018, Y. Qi

và các cộng sự [55] đã nghiên cứu bài toán điều khiển H∞ trong thời gian hữu

hạn cho các lớp hệ tuyến tính chuyển mạch với nhiễu biến thiên dựa trên cơ chế

kích hoạt sự kiện. Năm 2019, B. Li và các cộng sự [39] đã nghiên cứu các lớp

hệ suy biến tuyến tính liên tục; trong khi đó, G. Zong và H. Ren [89] tập trung

vào các lớp hệ Markov với nhiễu bị chặn.

Đối với các lớp hệ cấp phân số, số lượng công trình nghiên cứu về bài toán

điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn hiện vẫn còn khá hạn chế.

Năm 2019, L. Liu và các cộng sự [43] đã nghiên cứu bài toán điều khiển đảm

bảo chi phí trong thời gian hữu hạn cho các lớp hệ chuyển mạch dương phi

tuyến có nhiễu. Năm 2020, M.V. Thuan và các cộng sự [67] đã xem xét bài toán

điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn cho các lớp hệ nơ-ron cấp

phân số Caputo. Năm 2021, Y. Shang và các cộng sự [60] đã nghiên cứu bài

toán điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn cho các lớp hệ chuyển

mạch với nhiễu bị chặn. Cũng trong năm 2021, L. Liu và các cộng sự [44] đã

nghiên cứu các lớp hệ chuyển mạch dương cấp phân số với cơ chế chuyển mạch

không đồng bộ và có xung. Gần đây, năm 2024, H. Gassara và các cộng sự [24]

đã nghiên cứu bài toán ổn định trong thời gian hữu hạn và thiết kế điều khiển

phản hồi cho một lớp hệ phi tuyến cấp phân số Caputo có trễ biến thiên.

Từ các nghiên cứu nêu trên có thể thấy rằng, các kết quả hiện có về điều

khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn đối với các lớp hệ cấp phân

số vẫn còn tương đối hạn chế, đặc biệt trong trường hợp hệ có bất định tham

số và chứa thành phần trễ hoặc trễ biến thiên. Việc phân tích và thiết kế điều

khiển cho các lớp hệ này thường đòi hỏi xây dựng các hàm Lyapunov hoặc

Lyapunov–Krasovskii thích hợp kết hợp với kỹ thuật bất đẳng thức ma trận

tuyến tính. Tuy nhiên, đối với các hệ không chắc chắn cấp phân số có trễ, việc

xây dựng các hàm Lyapunov loại này cũng như việc xử lý đạo hàm cấp phân

số của các dạng toàn phương trở nên phức tạp hơn đáng kể.

Theo hiểu biết của chúng tôi, bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong thời
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gian hữu hạn vẫn chưa được nghiên cứu đối với các lớp hệ tổ hợp lồi cấp phân

số Caputo có trễ biến thiên. Bên cạnh đó, bài toán điều khiển đảm bảo chi phí

trong thời gian hữu hạn cho các lớp hệ không chắc chắn cấp phân số Caputo

với nhân suy giảm, đặc biệt trong trường hợp có trễ, vẫn chưa được nghiên cứu

một cách đầy đủ.

Xuất phát từ các phân tích nêu trên, chúng tôi lựa chọn đề tài “Tính ổn định

trong thời gian hữu hạn của một số lớp hệ phương trình vi phân cấp phân số

và một số bài toán liên quan” làm hướng nghiên cứu của đề tài luận án.

2. Mục tiêu nghiên cứu

Luận án hướng tới việc phát triển các phương pháp phân tích và thiết kế

điều khiển cho các lớp hệ động lực không chắc chắn cấp phân số có trễ và nhiễu,

trong đó trọng tâm là các bài toán ổn định trong thời gian hữu hạn, tiêu hao và

điều khiển đảm bảo chi phí. Cụ thể, các mục tiêu chính của luận án bao gồm

� Nghiên cứu bài toán tiêu hao trong thời gian hữu hạn đối với lớp hệ phương

trình vi phân không chắc chắn cấp phân số Caputo với nhân suy giảm có

nhiễu và trễ hằng số; đồng thời khảo sát bài toán ổn định trong thời gian

hữu hạn và bài toán tiêu hao mở rộng trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ

nơ-ron không chắc chắn cấp phân số Caputo có nhiễu.

� Nghiên cứu bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn

và thiết kế luật điều khiển phản hồi trạng thái cho các lớp hệ phương trình

vi phân không chắc chắn cấp phân số, bao gồm lớp hệ Caputo dạng tổ

hợp lồi có trễ biến thiên và lớp hệ không chắc chắn Caputo với nhân suy

giảm có nhiễu và trễ hằng số.

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu của luận án là các lớp hệ phương trình vi phân cấp

phân số, bao gồm các hệ sử dụng đạo hàm Caputo và đạo hàm Caputo với nhân
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suy giảm. Luận án tập trung nghiên cứu kết hợp các bài toán ổn định trong

thời gian hữu hạn, tiêu hao trong thời gian hữu hạn và điều khiển đảm bảo chi

phí trong thời gian hữu hạn đối với các lớp hệ động lực nói trên.

Phạm vi nghiên cứu của luận án chủ yếu xét các lớp hệ không chắc chắn cấp

phân số có nhiễu và có trễ, đặc biệt là các hệ chứa tham số bất định, trễ hằng

số và trễ biến thiên.

4. Phương pháp nghiên cứu

Để đạt được mục tiêu nghiên cứu của luận án, chúng tôi sử dụng các phương

pháp sau:

� Phương pháp hàm Lyapunov và Lyapunov–Krasovskii được sử dụng để

nghiên cứu tính ổn định trong thời gian hữu hạn, tính tiêu hao và bài toán

điều khiển đối với các lớp hệ cấp phân số có trễ.

� Kỹ thuật bất đẳng thức ma trận tuyến tính kết hợp với các phép biến đổi

ma trận thích hợp được sử dụng để thiết lập các điều kiện đủ cho các bài

toán ổn định, tiêu hao và điều khiển đảm bảo chi phí.

� Các kỹ thuật của giải tích cấp phân số được sử dụng thông qua các công

cụ liên quan đến đạo hàm và tích phân cấp phân số Riemann–Liouville,

Caputo, Caputo với nhân suy giảm, phép biến đổi Laplace và các bất đẳng

thức liên quan.

� Công cụ LMI Control Toolbox trong MATLAB được sử dụng để kiểm tra

tính khả thi của các điều kiện LMI và thực hiện các mô phỏng số minh

họa cho các kết quả lý thuyết.

5. Kết quả nghiên cứu và cấu trúc của luận án

Trong luận án này, lớp hệ đầu tiên được xem xét là hệ nơ-ron không chắc
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chắn cấp phân số Caputo với nhân suy giảm có nhiễu và trễ hằng số, được mô

tả bởi hệ sau

TCDα,λ
0 x(t) = −[A+∆A(t)]x(t) + [B +∆B(t)]g(x(t))

+[W +∆W (t)]h(x(t− τ)) + [D +∆D(t)]ω(t), t ≥ 0,

y(t) = C1x(t)+C2x(t−τ)+C3g(x(t))+C4h(x(t−τ))+C5ω(t), t ≥ 0,

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ, 0].

(1)

Kết quả đạt được là thiết lập các điều kiện đủ dưới dạng bất đẳng thức ma

trận tuyến tính nhằm đảm bảo tính tiêu hao trong thời gian hữu hạn cho lớp

hệ được xét, trên cơ sở sử dụng phương pháp hàm Lyapunov.

Lớp hệ thứ hai được xem xét là hệ nơ-ron không chắc chắn cấp phân số

Caputo có nhiễu, được mô tả bởi hệ phương trình sau

C
0 D

α
t x(t) = −[A+∆A(t)]x(t) + [W +∆W (t)]g(x(t))

+[D +∆D(t)]ω(t), t ≥ 0,

y(t) = C1x(t) + C2g(x(t)), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ Rn.

(2)

Kết quả đạt được là thiết lập các điều kiện đủ dưới dạng bất đẳng thức ma

trận tuyến tính nhằm đảm bảo hệ nơ-ron không chắc chắn cấp phân số Caputo

có nhiễu thỏa mãn tính tiêu hao mở rộng trong một khoảng thời gian hữu hạn,

trên cơ sở sử dụng định nghĩa tiêu hao mở rộng trong thời gian hữu hạn và

phương pháp hàm Lyapunov.

Phần tiếp theo của luận án nghiên cứu lớp hệ tổ hợp lồi cấp phân số Caputo

có trễ biến thiên, được mô tả như sau

{
C
0 D

αx(t) = A(ξ)x(t) +D(ξ)x(t− h(t)) +B(ξ)u(t), t > 0,

x(η) = φ(η), ∀η ∈ [−h2, 0].
(3)

Kết quả đạt được là thiết lập các điều kiện đủ dưới dạng bất đẳng thức ma

trận tuyến tính nhằm đảm bảo sự tồn tại của luật điều khiển phản hồi trạng
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thái đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ (3), trên cơ sở sử dụng

phương pháp hàm Lyapunov.

Phần cuối của luận án tập trung nghiên cứu bài toán điều khiển đảm bảo chi

phí trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ không chắc chắn phi tuyến cấp phân số

Caputo với nhân suy giảm có trễ hằng số, được mô tả bởi hệ phương trình sau
TCDα,λ

0 x(t) =
(
A+∆A(t)

)
x(t) +

(
D +∆D(t)

)
x(t− τ)

+f(t, x(t)) + g(t, x(t− τ)) +
(
B +∆B(t)

)
u(t), t ≥ 0,

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ, 0].

(4)

Kết quả đạt được là thiết lập các điều kiện đủ phụ thuộc vào trễ dưới dạng bất

đẳng thức ma trận tuyến tính nhằm thiết kế luật điều khiển phản hồi trạng

thái đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ được xem xét, trên cơ

sở sử dụng phương pháp hàm Lyapunov.

Ngoài phần mở đầu, kết luận, danh mục ký hiệu, danh mục các công trình

khoa học của tác giả và tài liệu tham khảo, nội dung chính của luận án được

trình bày trong ba chương như sau:

� Chương 1: Cơ sở toán học.

� Chương 2: Bài toán tiêu hao trong thời gian hữu hạn cho một số lớp hệ

nơ-ron không chắc chắn cấp phân số.

� Chương 3: Bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn

cho một số lớp hệ phương trình vi phân cấp phân số.
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Các kết quả của luận án được hình thành và hoàn thiện từ bốn công trình

khoa học đã được công bố trên các tạp chí quốc tế thuộc danh mục SCIE,

Q1/Q2. Ngoài ra, các kết quả nghiên cứu của luận án cũng đã được báo cáo tại

các hội nghị, hội thảo khoa học và xêmina chuyên môn sau:

� Xêmina tại Khoa Toán–Tin, Trường Đại học Khoa học, Đại học Thái

Nguyên trong giai đoạn 2022–2026.

� Hội thảo “Những khía cạnh mới trong lý thuyết định tính của hệ điều

khiển và ứng dụng 2023 (NACSA–2023)”, Viện Nghiên cứu cao cấp về

Toán (VIASM), từ ngày 6 đến ngày 7 tháng 4 năm 2023.

� Hội nghị “Toán học toàn quốc lần thứ 10”, Trường Đại học Sư phạm – Đại

học Đà Nẵng, từ ngày 8 đến ngày 12 tháng 8 năm 2023.

� Hội thảo “Tính chất định tính của các hệ động lực và một số vấn đề liên

quan”, Trường Đại học Đồng Tháp, ngày 12 tháng 1 năm 2024.

� Hội nghị Nghiên cứu sinh, Trường Đại học Khoa học – Đại học Thái

Nguyên, tháng 11 năm 2024.
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Chương 1

Cơ sở toán học

Chương này trình bày một số kiến thức cơ bản của lý thuyết phương trình

vi phân cấp phân số. Nội dung chương bao gồm các kiến thức về giải tích cấp

phân số, sự tồn tại và tính duy nhất nghiệm của lớp hệ phương trình vi phân

cấp phân số, ổn định trong thời gian hữu hạn và ổn định hóa trong thời gian

hữu hạn, bài toán tiêu hao của hệ động lực, bài toán điều khiển đảm bảo chi

phí cùng với một số bổ đề hỗ trợ được sử dụng trong quá trình chứng minh

các kết quả chính của luận án. Nội dung kiến thức được tham khảo từ các tài

liệu [2, 11,12,28,31,34,46,63,69,70].

1.1 Một số kiến thức cơ bản về giải tích cấp phân số

Một trong những hàm đặc biệt quan trọng trong giải tích cấp phân số là

hàm Gamma Γ(z). Hàm này là sự mở rộng của khái niệm giai thừa sang trường

hợp đối số thực và phức, đồng thời đóng vai trò cơ bản trong lý thuyết đạo hàm

và tích phân cấp phân số.

Định nghĩa 1.1.1 ( [2], Chương 1, Mục 1.2(i), trang 6). Hàm Gamma Γ(z)

được định nghĩa bởi công thức

Γ(α) =

∫ ∞

0

e−ttα−1 dt, (α > 0). (1.1)

Mệnh đề 1.1.2 ( [2], Chương 1, Mục 1.2, trang 6). Hàm Γ(α) hội tụ với

mọi α > 0.
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Định nghĩa 1.1.3 ( [2], Chương 1, Mục 1.2(ii), trang 8).

a) Hàm Mittag–Leffler hai tham số được định nghĩa bởi

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, (α > 0, β, z ∈ R). (1.2)

b) Trong trường hợp β = 1, ta có

Eα,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
= Eα(z). (1.3)

Định nghĩa 1.1.4 ( [2], Chương 1, Mục 1.6, trang 20). Cho [a, b] ⊂ R. Hàm
f : [a, b] → R được gọi là liên tục tuyệt đối trên [a, b] nếu với mọi ϵ > 0, tồn

tại δ > 0 sao cho đối với mọi họ hữu hạn các khoảng đôi một không giao nhau

(ak, bk) ⊂ [a, b], k = 1, 2, . . . , n, thỏa mãn
n∑

k=1

(bk − ak) < δ,

thì
n∑

k=1

|f(bk)− f(ak)| < ϵ.

Tập hợp các hàm liên tục tuyệt đối trên [a, b] được ký hiệu bởi AC([a, b]).

Một hàm f : [a, b] → R thuộc AC([a, b]) khi và chỉ khi f ′ tồn tại hầu khắp

nơi trên [a, b], f ′ ∈ L1([a, b]) và

f(t) = f(a) +

∫ t

a

f ′(s) ds, ∀t ∈ [a, b]. (1.4)

Định nghĩa 1.1.5 ( [2], Chương 1, Mục 1.6, trang 20). Với mọi n ∈ N∗, ta

định nghĩa ACn([a, b]) là không gian các hàm liên tục tuyệt đối cấp n, tức là

ACn([a, b]) =
{
f : [a, b] → R

∣∣∣ f (n−1) ∈ AC([a, b])
}
.

Bổ đề 1.1.6 ( [2], Chương 1, Mục 1.6, trang 20). Một hàm f thuộc ACn([a, b])

khi và chỉ khi f có thể được biểu diễn dưới dạng

f(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)n−1φ(s) ds+
n−1∑
k=0

ck(t− a)k,

trong đó φ ∈ L1([a, b]), ck ∈ R.
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1.1.1 Tích phân và đạo hàm cấp phân số Riemann–Liouville

Trong mục này, chúng tôi trình bày định nghĩa và một số tính chất của tích

phân và đạo hàm cấp phân số Riemann–Liouville trên khoảng hữu hạn.

Định nghĩa 1.1.7 ( [2], Chương 2, Mục 2.1, trang 26). Cho [a, b] ⊂ R với a < b.

Tích phân cấp phân số Riemann–Liouville cấp α > 0 của hàm f ∈ L1(a, b) được

định nghĩa bởi

aI
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s) ds, t ∈ (a, b].

Trường hợp α = 0, ta quy ước aI
0
t f(t) = f(t), hay tương đương aI

0
t = I, trong

đó I là toán tử đồng nhất.

Bổ đề 1.1.8 ( [2], Chương 2, mục 2.2, Bổ đề 2.2.2, trang 30). Cho α > 0,

β > 0. Giả sử rằng f : [a, b] → R là một hàm liên tục. Khi đó,

aI
α
t

(
aI

β
t f(t)

)
= aI

α+β
t f(t), t ∈ (a, b].

Định nghĩa 1.1.9 ( [2], Chương 2, Mục 2.2, trang 27). Đạo hàm cấp phân số

Riemann–Liouville cấp α > 0 của hàm f ∈ L1([a, b]), ký hiệu bởi RL
a Dα

t f(t),

được định nghĩa như sau

Với n− 1 < α < n, trong đó n ∈ N∗, ta có

RL
a Dα

t f(t) =
dn

dtn
(
aI

n−α
t f(t)

)
=

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f(s)

(t− s)α−n+1
ds, t ∈ (a, b].

Với α = n ∈ N∗ và giả sử f có đạo hàm đến cấp n, ta có

RL
a Dn

t f(t) =
dn

dtn
f(t),

trong đó dn

dtnf là đạo hàm cổ điển cấp n của hàm f .

Ngoài ra, với α = 0, ta quy ước RL
a D0

t là toán tử đồng nhất.
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Ví dụ dưới đây trình bày công thức tính tích phân và đạo hàm cấp phân số

Riemann–Liouville của hàm lũy thừa.

Ví dụ 1.1.10 ( [2], Chương 2, mục 2.2, trang 28). Với α, β ∈ R+, thì

aI
α
t (t− a)β−1 =

Γ(β)

Γ(β + α)
(t− a)β+α−1,

RL
a Dα

t (t− a)β−1 =
Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−α−1.

Bổ đề sau đây đưa ra một điều kiện đủ để tồn tại các đạo hàm cấp phân số

Riemann–Liouville.

Bổ đề 1.1.11 ( [34], Hệ quả 2.2, trang 73). Giả sử f ∈ AC([a, b]). Khi đó,

RL
a Dα

t f(t) tồn tại hầu khắp nơi trên [a, b] với mọi 0 < α < 1. Hơn nữa,

RL
a Dα

t f(t) ∈ Lp([a, b]), 1 ≤ p <
1

α

và

RL
a Dα

t f(t) =
1

Γ(1− α)

[
f(a)

(t− a)α
+

∫ t

a

f ′(s)

(t− s)α
ds

]
.

Mệnh đề sau khẳng định tính tuyến tính của toán tử đạo hàm cấp phân số

Riemann–Liouville.

Mệnh đề 1.1.12 ( [31], Định lý 2.1, trang 29). Cho α > 0. Khi đó, đạo hàm

cấp phân số Riemann–Liouville cấp α là một toán tử tuyến tính, tức là

RL
a Dα

t

(
ξ1f(t) + ξ2g(t)

)
= ξ1

RL
a Dα

t f(t) + ξ2
RL
a Dα

t g(t),

trong đó ξ1, ξ2 ∈ R và f, g ∈ ACn([a, b]).

Tiếp theo, chúng tôi giới thiệu định nghĩa và một số tính chất cơ bản của

đạo hàm cấp phân số Caputo. Những kết quả này đóng vai trò quan trọng trong

việc nghiên cứu các hệ phương trình vi phân cấp phân số và sẽ được sử dụng

xuyên suốt trong các chương tiếp theo của luận án.
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1.1.2 Đạo hàm cấp phân số Caputo

Định nghĩa 1.1.13 ( [31], Chương 2, trang 37–38). Đạo hàm cấp phân số Ca-

puto cấp α của hàm f ∈ ACn([a, b]), ký hiệu bởi C
a D

α
t f(t), được định nghĩa bởi

Với n− 1 < α < n, n ∈ N∗, thì

C
a D

α
t f(t) = aI

n−α
t

dn

dtn
f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1f (n)(s) ds.

Với α = n ∈ N, thì

C
a D

n
t f(t) = f (n)(t).

Đặc biệt, khi 0 < α < 1, ta có

C
a D

α
t f(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

a

(t− s)−αf ′(s) ds.

Đối với hàm véc tơ x(t) =
(
x1(t), . . . , xn(t)

)⊤ ∈ Rn, đạo hàm cấp phân số

Caputo của x(t) được định nghĩa theo từng thành phần như sau

C
a D

α
t x(t) =

(
C
a D

α
t x1(t), . . . ,

CDα
axn(t)

)⊤
.

Bổ đề 1.1.14 ( [34], Chương 2, trang 95–96).

(i) Cho α > 0 và f ∈ C([a, b]). Khi đó,

C
a D

α
t aI

α
t f(t) = f(t), t ∈ (a, b].

(ii) Cho n− 1 < α < n, trong đó n ∈ N∗. Nếu f ∈ ACn([a, b]), thì

aI
α
t

C
a D

α
t f(t) = f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k.

Đặc biệt, khi 0 < α < 1, ta có

aI
α
t

C
a D

α
t f(t) = f(t)− f(a).
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Bổ đề sau trình bày mối liên hệ giữa đạo hàm cấp phân số Riemann–Liouville

và đạo hàm cấp phân số Caputo.

Bổ đề 1.1.15 ( [34], Chương 2, trang 91). Cho n− 1 < α < n, với n ∈ N∗. Khi

đó, với mọi f ∈ ACn([a, b]), ta có

C
a D

α
t f(t) =

RL
a Dα

t

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

]
.

Đặc biệt, nếu 0 < α < 1, thì

C
a D

α
t f(t) =

RL
a Dα

t

(
f(t)− f(a)

)
.

Mệnh đề sau cho thấy đạo hàm cấp phân số Caputo là một toán tử tuyến tính.

Mệnh đề 1.1.16 ( [31], Định lý 2.3, trang 30). Cho α > 0. Khi đó, đạo hàm

cấp phân số Caputo cấp α là một toán tử tuyến tính, tức là

C
a D

α
t

(
ξ1f(t) + ξ2g(t)

)
= ξ1

C
a D

α
t f(t) + ξ2

C
a D

α
t g(t),

trong đó ξ1, ξ2 ∈ R và f, g ∈ ACn([a, b]).

Tiếp theo, chúng tôi trình bày định nghĩa và một số tính chất cơ bản của

tích phân và đạo hàm cấp phân số với nhân suy giảm.

1.1.3 Tích phân và đạo hàm cấp phân số với nhân suy giảm

Định nghĩa 1.1.17 ( [40]). Cho α ∈ (0, 1), λ ≥ 0 và f ∈ L1([a, b]). Tích phân

cấp phân số Riemann–Liouville với nhân suy giảm của hàm f được định nghĩa

bởi

T Iα,λ0 f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

e−λ(t−s)(t− s)α−1f(s) ds. (1.5)

Định nghĩa 1.1.18 ( [40]). Cho α ∈ (0, 1), λ ≥ 0 và f ∈ AC([a, b]). Đạo hàm

cấp phân số Caputo với nhân suy giảm của hàm f được định nghĩa bởi

TCDα,λ
0 f(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

e−λ(t−s)(t− s)−α
[
λf(s) + f ′(s)

]
ds. (1.6)
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Đặc biệt, khi λ = 0, ta thu được đạo hàm cấp phân số Caputo

TCDα,0
0 f(t) = C

0 D
α
t f(t).

Bổ đề 1.1.19 ( [40]). Cho 0 < α < 1, λ ≥ 0 và f ∈ AC([a, b],R). Khi đó,

(i) T Iα,λa

[
TCDα,λ

a f(t)
]
= f(t)− e−λ(t−a)f(a).

(ii) TCDα,λ
a

[
T Iα,λa f(t)

]
= f(t).

1.1.4 Biến đổi Laplace của đạo hàm và tích phân cấp phân số

Biến đổi Laplace đóng vai trò quan trọng trong việc nghiên cứu các phương

trình vi phân cấp phân số. Trong mục này, chúng tôi trình bày một số kết quả

cơ bản về biến đổi Laplace của đạo hàm và tích phân cấp phân số.

Giả sử hàm f : [0,+∞) → R thỏa mãn các điều kiện sau:

� Tồn tại các hằng số M > 0 và s0 ≥ 0 sao cho

|f(t)| ≤ Mes0t, t ≥ 0.

� Trên mỗi đoạn [a, b] ⊂ [0,+∞), hàm f liên tục từng khúc và có hữu hạn

điểm cực trị.

Khi đó, hàm f được gọi là hàm gốc. Mặt khác, với s ∈ R, s > s0, thì

F (s) = L[f(t)](s) =
∫ +∞

0

e−stf(t) dt, (1.7)

được gọi là biến đổi Laplace của hàm f . Hàm F (s) được gọi là hàm ảnh của f

qua biến đổi Laplace.

Các bổ đề sau trình bày một số công thức biến đổi Laplace cơ bản đối với

các toán tử cấp phân số.

Bổ đề 1.1.20 ( [34], trang 98). Cho α ∈ (0, 1), β > 0, h > 0, s ∈ R và

f, g ∈ AC([0,+∞)). Khi đó, ta có
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(i) L
[
C
0 D

α
t f(t)

]
(s) = sαL[f(t)](s)− sα−1f(0), ∀s ∈ R.

(ii) L
[
tαk+β−1E

(k)
α,β(ht

α)
]
(s) =

k! sα−β

(sα − h)k+1
, ∀k ∈ N, s > h1/α.

(iii) L[f ∗ g](s) = L[f ](s)L[g](s), trong đó tích chập

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0

f(t− τ)g(τ) dτ.

Bổ đề 1.1.21 ( [40]). Cho α ∈ (0, 1), λ ≥ 0 và f ∈ AC([0,+∞)). Khi đó, ta có

(i) L
[
T Iα,λ0 f(t)

]
(s) = (s+ λ)−αL[f(t)](s).

(ii) L
[
TCDα,λ

0 f(t)
]
(s) = (s+ λ)αL[f(t)](s)− (s+ λ)α−1f(0).

1.2 Bài toán tồn tại và duy nhất nghiệm cho hệ phương
trình vi phân cấp phân số

1.2.1 Hệ phương trình vi phân cấp phân số không có trễ

Giả sử f : [0, T ]× Rn → Rn là một hàm liên tục và bị chặn.

Xét hệ phương trình vi phân cấp phân số Caputo sauC
0 D

α
t x(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, T ],

x(0) = x0 ∈ Rn,
(1.8)

trong đó α ∈ (0, 1), T > 0 và x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái.

Định nghĩa 1.2.1. Hàm x(t) được gọi là nghiệm của bài toán (1.8) trên đoạn

[0, T ] nếu x(t) ∈ C([0, T ],Rn) và khi thay vào hệ (1.8) thì nó thỏa mãn mọi

điều kiện của phương trình với mọi t ∈ [0, T ].

Tương tự như trong lý thuyết phương trình vi phân thường, để chứng minh

sự tồn tại nghiệm, người ta thường chuyển bài toán giá trị ban đầu cấp phân

số về một phương trình tích phân tương đương.
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Bổ đề 1.2.2 ( [12], Chương 6, Bổ đề 6.2, trang 86). Xét bài toán (1.8). Khi

đó, với mọi điều kiện ban đầu x0 ∈ Rn, hàm x(·, x0) ∈ C([0, T ],Rn) là nghiệm

của bài toán giá trị ban đầu (1.8) khi và chỉ khi nó thỏa mãn phương trình tích

phân sau

x(t, x0) = x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, x(s, x0)) ds, t ∈ [0, T ]. (1.9)

Nhận xét 1.2.3. Giả sử t0 là thời điểm hiện tại và t > t0 là một thời điểm

trong tương lai. Từ công thức (1.9), có thể thấy rằng để xác định trạng thái

x(t), ngoài việc biết giá trị của nghiệm trên khoảng [t0, t), ta còn cần biết các

giá trị của nghiệm trên đoạn [0, t0). Điều này phản ánh bản chất phụ thuộc

quá khứ của phương trình vi phân cấp phân số. Đây cũng là điểm khác biệt

cơ bản giữa phương trình vi phân cấp phân số và phương trình vi phân thông

thường, bởi nghiệm của phương trình vi phân cấp phân số không có tính chất

địa phương theo thời gian.

Định lý sau đây phát biểu về sự tồn tại nghiệm địa phương cho phương trình

vi phân cấp số.

Định lý 1.2.4 ( [12], Chương 6, trang 86, Định lý 6.1). Xét bài toán (1.8), với

điều kiện ban đầu x0 ∈ Rn và hai số dương K > 0, T > 0. Đặt

G := {(t, x) ∈ R+ × Rn : t ∈ [0, T ], ∥x− x0∥ ≤ K} ,

và giả sử f : G → Rn là một hàm liên tục. Đồng thời, đặt

T =



T, nếu sup
(t,x)∈G

∥f(t, x)∥ = 0,

min

T,

 KΓ(α+ 1)

sup
(t,x)∈G

∥f(t, x)∥


1/α
 , trong trường hợp còn lại.

Khi đó, tồn tại một hàm x ∈ C([0, T ],Rn) là nghiệm của bài toán giá trị

ban đầu (1.8).

Tiếp theo, ta xét sự tồn tại và duy nhất của nghiệm toàn cục.
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Định lý 1.2.5 ( [3], Định lý 2). Giả sử tồn tại một hàm liên tục

L : R+ → R+

sao cho hàm f : R+ × Rn → Rn thỏa mãn

∥f(t, x)− f(t, y)∥ ≤ L(t) ∥x− y∥

với mọi t ≥ 0 và mọi x, y ∈ Rn. Khi đó, phương trình tích phân (1.9) có một

nghiệm toàn cục duy nhất được xác định trên R+.

1.2.2 Hệ phương trình vi phân cấp phân số có trễ

Đối với hệ phương trình vi phân cấp phân số có trễ, định lý về sự tồn tại và

duy nhất nghiệm toàn cục đã được chứng minh trong [69].

Xét hệ phương trình vi phân cấp phân số có trễ
C
0 D

α
t x(t) = f(t, x(t− h1(t)), ..., x(t− hm(t))), t ∈ [0,+∞),

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ, 0],

(1.10)

trong đó φ(θ) là một hàm liên tục, τ ≥ 0, hi : [0,+∞) → R+ với 1 ≤ i ≤ m là

các hàm liên tục và thỏa mãn hi(t) ≤ τ + t. Hàm f = (f1, ..., fn), trong đó mỗi

fi : [0,+∞)× Rn × Rn × · · · × Rn → R.

Mệnh đề 1.2.6 ( [69]). Hàm x(t) ∈ C([−τ,+∞);Rn) là nghiệm của bài toán

điều kiện ban đầu (1.10) trên [−τ,+∞) nếu và chỉ nếu nó thỏa mãn phương

trình tích phân

x(t) = φ(0) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, x(s− h1(s)), . . . , x(s− hm(s))) ds,

với mọi t ∈ [0,+∞).

Định lý 1.2.7 ( [69]). Giả sử f = (f1, . . . , fn), trong đó

fi : [0,+∞)× Rn × Rn × · · · × Rn → R, i = 1, 2, . . . , n,

thỏa mãn các điều kiện sau
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(i) Các hàm fi, i = 1, . . . , n, là các hàm liên tục.

(ii) Tồn tại một hằng số L > 0 sao cho

|fi(t, x)− fi(t, y)| ≤ L∥x− y∥,

với mọi t ≥ 0, mọi x, y ∈ Rn × Rn × · · · × Rn.

Khi đó, bài toán giá trị ban đầu (1.10) có nghiệm duy nhất trên [−τ,+∞).

1.3 Ổn định trong thời gian hữu hạn và ổn định hoá trong
thời gian hữu hạn

Trong lý thuyết điều khiển, tính ổn định của hệ động lực là một trong những

vấn đề cơ bản và quan trọng. Ổn định theo nghĩa Lyapunov mô tả khả năng

duy trì quỹ đạo của hệ trong một lân cận của trạng thái cân bằng khi điều kiện

ban đầu đủ gần trạng thái đó, trong khi ổn định tiệm cận yêu cầu thêm rằng

quỹ đạo của hệ hội tụ về trạng thái cân bằng khi thời gian tiến tới vô cùng.

Tuy nhiên, trong nhiều bài toán thực tế, người ta không chỉ quan tâm đến đặc

tính tiệm cận của hệ mà còn yêu cầu trạng thái của hệ phải được duy trì trong

một miền cho trước trên một khoảng thời gian hữu hạn xác định. Yêu cầu này

dẫn đến khái niệm ổn định trong thời gian hữu hạn.

1.3.1 Bài toán ổn định trong thời gian hữu hạn

Xét hệ phương trình vi phân cấp phân sốC
0 D

α
t x(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, T ],

x(0) = x0,
(1.11)

trong đó x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, f : [0, T ] × Rn → Rn thoả mãn

f(t, 0) = 0, α ∈ (0, 1). Khi đó, bài toán ổn định trong thời gian hữu hạn được

định nghĩa như sau.
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Định nghĩa 1.3.1. Cho các số dương c1, c2, T với c1 < c2 và ma trận đối xứng

xác định dương R ∈ Rn×n. Hệ (1.11) được gọi là ổn định trong thời gian hữu

hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T, R) nếu điều kiện sau được thoả mãn

x⊤0 Rx0 ≤ c1 ⇒ x⊤(t)Rx(t) < c2, ∀t ∈ [0, T ].

Mặt khác, trong trường hợp hệ chịu tác động của nhiễu bị chặn, khái niệm

tính bị chặn trong thời gian hữu hạn thường được sử dụng để mô tả tính chất

của trạng thái hệ trên một khoảng thời gian hữu hạn.

Định nghĩa 1.3.2. Hệ phương trình vi phân cấp phân sốC
0 D

α
t x(t) = f(t, x(t), ω(t)), t ∈ [0, T ],

x(0) = x0,
(1.12)

trong đó x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, f : [0, T ]× Rn × Rq → Rn là hàm cho

trước thỏa mãn điều kiện f(t, 0, 0) = 0, α ∈ (0, 1) và ω(t) ∈ Rq là nhiễu đầu

vào. Giả sử tồn tại hằng số ω > 0 sao cho

ω⊤(t)ω(t) ≤ ω, ∀t ∈ [0, T ].

Khi đó, với các số dương c1, c2, T , trong đó c1 < c2, và ma trận đối xứng xác

định dương R ∈ Rn×n cho trước, hệ (1.12) được gọi là bị chặn trong thời gian

hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T, R, ω) nếu điều kiện sau được thỏa mãn

x⊤0 Rx0 ≤ c1 ⇒ x⊤(t)Rx(t) < c2, ∀t ∈ [0, T ].

1.3.2 Bài toán ổn định hóa trong thời gian hữu hạn

Đối với các hệ cấp phân số Caputo, bài toán ổn định hóa trong thời gian

hữu hạn có ý nghĩa đặc biệt quan trọng do các hệ này có tính chất nhớ và phụ

thuộc vào lịch sử trạng thái, khiến động học của hệ phức tạp hơn so với các hệ

cấp nguyên cổ điển. Vì vậy, việc nghiên cứu bài toán ổn định hóa trong thời

gian hữu hạn cho các hệ cấp phân số không chỉ có ý nghĩa về mặt lý thuyết mà

còn có giá trị trong nhiều bài toán ứng dụng thực tiễn.
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Trong mục này, chúng tôi trình bày định nghĩa bài toán ổn định hóa trong

thời gian hữu hạn đối với các hệ cấp phân số Caputo.

Xét hệ phương trình vi phân cấp phân số có điều khiểnC
0 D

α
t x(t) = f(t, x(t), u(t)), t ∈ [0, T ],

x(0) = x0,
(1.13)

trong đó x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, f : [0, T ] × Rn × Rm → Rn thỏa mãn

điều kiện f(t, 0, 0) = 0, u(t) ∈ L2([0, T ],Rm) là véc tơ điều khiển và α ∈ (0, 1).

Định nghĩa 1.3.3. Cho các số dương c1, c2, T với c1 < c2 và ma trận đối xứng

xác định dương R ∈ Rn×n. Hệ (1.13) được gọi là ổn định hóa được trong thời

gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T, R) nếu tồn tại hàm h : Rn → Rm

thỏa mãn h(0) = 0 sao cho hệ đóngC
0 D

α
t x(t) = f(t, x(t), h(x(t))), t ∈ [0, T ],

x(0) = x0,
(1.14)

ổn định trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T, R). Khi đó,

u = h(x) được gọi là luật điều khiển phản hồi trạng thái ổn định hóa.

Trong trường hợp đơn giản nhất là lớp hệ tuyến tính, các định nghĩa 1.3.1,

1.3.2 và 1.3.3 đã được Y. J. Ma và các cộng sự [46] lần đầu tiên đưa ra vào

năm 2016.

1.4 Bài toán tiêu hao cho hệ động lực

Lý thuyết tiêu hao do J.C. Willems [71] giới thiệu vào năm 1972 đã trở thành

một công cụ nền tảng trong phân tích và thiết kế các hệ động lực. Lý thuyết

này dựa trên mối quan hệ giữa năng lượng cung cấp từ bên ngoài và năng lượng

lưu trữ của hệ. Một hệ được gọi là tiêu hao nếu năng lượng lưu trữ của hệ luôn

bị chặn trên bởi năng lượng cung cấp từ bên ngoài, nghĩa là hệ không thể tự

sinh năng lượng.
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Trong [71], J.C. Willems đã xét lớp hệ điều khiển tổng quát có dạng
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), t ≥ 0,

z(t) = g(t, x(t), u(t)),

x(0) = x0,

(1.15)

trong đó x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm là véc tơ đầu vào và z(t) ∈ Rq

là véc tơ đầu ra.

Định nghĩa 1.4.1 ( [71]). Hệ (1.15) được gọi là tiêu hao nếu tồn tại một hàm

lưu trữ S(x) ≥ 0 sao cho

S(x(t))− S(x(0)) ≤
∫ t

0

w(u(s), z(s)) ds, ∀t ≥ 0, (1.16)

trong đó w : Rm × Rq → R là một hàm cung cấp.

Trong bất đẳng thức (1.16), S(x(0)) biểu diễn năng lượng lưu trữ ban đầu

của hệ, còn S(x(t)) là năng lượng lưu trữ của hệ tại thời điểm t. Đại lượng∫ t

0

w(u(s), z(s)) ds, ∀t ≥ 0,

biểu diễn năng lượng được cung cấp cho hệ trong khoảng thời gian [0, t]. Bất

đẳng thức này cho thấy năng lượng lưu trữ của hệ luôn bị chặn trên bởi năng

lượng được cung cấp từ bên ngoài.

Năm 1976, D. J. Hill và P. J. Moylan [28] đã mở rộng lý thuyết tiêu hao của

Willems thông qua việc xét lớp hàm cung cấp có dạng toàn phương

ω(u(t), z(t)) = z⊤(t)Qz(t) + 2z⊤(t)Su(t) + u⊤(t)Ru(t), (1.17)

trong đó Q,R là các ma trận đối xứng và S là ma trận thực có kích thước

phù hợp.

Định nghĩa 1.4.2 ( [28]). Hệ (1.15) với hàm cung cấp (1.17) được gọi là

(Q,S,R)-tiêu hao nếu với mọi đầu vào chấp nhận được u(·), ta có∫ t

0

ω(u(s), z(s)) ds ≥ 0, ∀t ≥ 0,
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với x(0) = 0, trong đó ω(t) = ω(u(t), z(t)) được xác định dọc theo quỹ đạo của

hệ (1.15).

Trong phân tích hệ động lực, các hàm lưu trữ thường được sử dụng như các

hàm Lyapunov để nghiên cứu tính ổn định của hệ. Đối với một hệ cụ thể, hàm

lưu trữ biểu diễn năng lượng được tích lũy trong hệ. Khi đó, bất đẳng thức tiêu

hao (1.16) cho thấy năng lượng tích lũy của hệ không vượt quá năng lượng được

cung cấp từ bên ngoài.

1.5 Bài toán điều khiển đảm bảo chi phí

Bài toán điều khiển đảm bảo chi phí đối với các lớp hệ động lực được giới

thiệu bởi S.S.L. Chang và T.K.C. Peng [8] vào năm 1972. Mục tiêu của bài toán

là thiết kế luật điều khiển sao cho hệ đóng đạt được tính ổn định, đồng thời

hàm chi phí toàn phương tương ứng bị chặn trên bởi một hằng số cho trước.

Xét hệ điều khiển sauẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ Rn,
(1.18)

trong đó x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, f : [0,+∞)×Rn×Rm → Rn thỏa mãn

điều kiện f(t, 0, 0) = 0, và u(t) ∈ L2([0,+∞),Rm) là véc tơ điều khiển.

Xét hàm chi phí toàn phương (còn gọi là hàm mục tiêu dạng toàn phương)

J(u) =

T∫
0

[
x⊤(t)Qx(t) + u⊤(t)Ru(t)

]
dt, (1.19)

trong đó Q ∈ Rn×n và R ∈ Rm×m là các ma trận đối xứng xác định dương

cho trước.

Sau đây, chúng ta xét bài toán điều khiển đảm bảo chi phí đối với hệ (1.18).

Bài toán này được định nghĩa như sau.
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Định nghĩa 1.5.1. Xét hệ điều khiển (1.18) và hàm chi phí toàn phương (1.19).

Nếu tồn tại một luật điều khiển phản hồi trạng thái

u∗(t) = h(x(t))

dưới dạng h : Rn → Rm, h(0) = 0 và một hằng số dương J∗ sao cho hệ đóngẋ(t) = f(t, x(t), h(x(t))),

x(0) = x0 ∈ Rn,
(1.20)

là ổn định tiệm cận và hàm chi phí toàn phương (1.19) thỏa mãn J(u∗) ≤ J∗, thì

J∗ được gọi là giá trị đảm bảo chi phí điều khiển cho hệ (1.18) và u∗(t) = h(x(t))

được gọi là luật điều khiển phản hồi trạng thái cho hệ đã cho.

Trong trường hợp đơn giản của Định nghĩa 1.5.1, I. R. Petersen và D. C. Mc-

Farlane [52] đã nghiên cứu bài toán điều khiển đảm bảo chi phí cho các lớp hệ

phương trình vi phân không chắc chắn vào năm 1994. Sau đó, năm 1999, L. Yu

và J. Chu [80] đã mở rộng kết quả này cho lớp hệ phương trình vi phân không

chắc chắn có trễ hằng số. Trong các công trình trên, hàm chi phí toàn phương

được sử dụng có dạng như trong (1.19). Các tác giả đã áp dụng phương pháp

hàm Lyapunov kết hợp với lý thuyết ma trận để thiết lập các điều kiện đủ đảm

bảo sự tồn tại của luật điều khiển phản hồi trạng thái u∗(t) = Kx(t), đối với

hệ đang xét.

Trong những năm gần đây, bài toán điều khiển đảm bảo chi phí cho các lớp

hệ phương trình vi phân cấp phân số cũng đã nhận được sự quan tâm đáng kể.

Chẳng hạn, năm 2019, L. Liu và các cộng sự [43] đã giải quyết bài toán điều

khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn cho các lớp hệ chuyển mạch phi

tuyến cấp phân số có nhiễu thông qua việc thiết kế luật điều khiển phản hồi

đầu ra tĩnh, bằng cách đề xuất các hàm Lyapunov đối ứng tuyến tính và áp

dụng phương pháp thời gian lưu trung bình.

Năm 2020, M. V. Thuận và các cộng sự [67] đã đề xuất một phương pháp

tiếp cận dựa trên LMI để giải bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong thời
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gian hữu hạn cho hệ nơ-ron phi tuyến cấp phân số Caputo không chắc chắn có

nhiễu như sau
C
0 D

α
t x(t) = −[A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]f(x(t))

+[W +∆W (t)]ω(t) + [B +∆B(t)]u(t), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ Rn,

(1.21)

trong đó A = diag{a1, a2, . . . , an} ∈ Rn×n là ma trận đường chéo xác định

dương, các ma trận D, W , B là các ma trận thực và ∆A(t), ∆B(t), ∆D(t),

∆W (t) là các ma trận tham số bất định có cấu trúc. Các hàm kích hoạt phi

tuyến fi(·) (i = 1, . . . , n) là liên tục Lipschitz với hằng số Lipschitz li > 0, đồng

thời thỏa mãn fi(0) = 0. Nhiễu ω(t) ∈ Rp thỏa mãn

∃ ω > 0 : ω⊤(t)ω(t) ≤ ω, ∀t ∈ [0, T ],

với T > 0 là một số dương.

Hàm chi phí liên quan đến hệ (1.21) cho dưới dạng

J =
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1
[
x⊤(s)Q1x(s) + u⊤(s)Q2u(s)

]
ds, (1.22)

trong đó Q1 ∈ Rn×n, Q2 ∈ Rm×m là các ma trận đối xứng xác định dương

cho trước.

Trong trường hợp α = 1, biểu thức (1.22) trở thành hàm chi phí toàn phương

(1.19) được sử dụng cho hệ phương trình vi phân cấp số nguyên.

Trước khi trình bày các kết quả chính, chúng tôi nhắc lại một số bổ đề bổ

trợ sẽ được sử dụng trong các chứng minh ở những phần sau.

1.6 Một số bổ đề bổ trợ

Bổ đề 1.6.1. ( [5], Bất đẳng thức ma trận Cauchy) Cho x, y ∈ Rn và S ∈ Rn×n

là một ma trận đối xứng xác định dương. Khi đó, ta có

±2x⊤y ≤ x⊤Sx+ y⊤S−1y.
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Bổ đề 1.6.2 ( [38]). Giả sử x : [0,+∞) → R là một hàm khả vi liên tục. Cho

hàm χ : [0,+∞) → R không âm, khả vi liên tục và đơn điệu giảm. Khi đó, ta

có bất đẳng thức

C
0 D

α
t

{
χ(t)x2(t)

}
≤ 2χ(t)x(t) C0 D

α
t x(t), ∀t ≥ 0, ∀α ∈ (0, 1).

Bổ đề 1.6.3 ( [11]). Cho α ∈ (0, 1), x(t) ∈ Rn và P ∈ Rn×n là ma trận đối

xứng xác định dương. Khi đó,

C
0 D

α
t

(
x⊤(t)Px(t)

)
≤ 2x⊤(t)P C

0 D
α
t x(t), t ≥ 0.

Do các bổ đề dành cho đạo hàm Caputo không còn áp dụng trực tiếp cho

đạo hàm Caputo với nhân suy giảm, nên chúng tôi mở rộng một số kết quả

tương ứng cho trường hợp đạo hàm Caputo với nhân suy giảm như sau.

Bổ đề 1.6.4. Cho α ∈ (0, 1), λ > 0, x(t) ∈ AC([0,+∞),R). Khi đó, ta có

TCDα,λ
0 x2(t) ≤ 2x(t) TCDα,λ

0 x(t), ∀t ≥ 0.

Chứng minh. Theo công thức của đạo hàm Caputo với nhân suy giảm, ta có

TCDα,λ
0 y(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

e−λ(t−s)(t− s)−α [λy(s) + ẏ(s)] ds

= e−λt 1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− s)−α
[
eλsy(s)

]′
ds

= e−λt 1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− s)−αρ̇(s) ds

= e−λtC
0 D

α
t ρ(t),

trong đó ρ(t) = eλty(t) và C
0 D

α
t ρ(t) là đạo hàm Caputo cấp α của hàm ρ(t). Do

đó, ta có

TCDα,λ
0 x2(t) = e−λtC

0 D
α
t

(
eλtx2(t)

)
= e−λtC

0 D
α
t

[
e−λt

(
eλtx(t)

)2]
.

Từ Bổ đề 1.6.2, ta suy ra

TCDα,λ
0 x2(t) = e−λt C

0 D
α
t

[
e−λt

(
eλtx(t)

)2]
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≤ e−λt2e−λt
(
eλtx(t)

)
Dα

0

(
eλtx(t)

)
= 2e−2λteλtx(t) C0 D

α
t

(
eλtx(t)

)
= 2x(t) TCDα,λ

0 x(t).

Bổ đề 1.6.5. Cho α ∈ (0, 1), λ > 0, x(t) ∈ AC([0,+∞),Rn) và ma trận đối

xứng xác định dương P ∈ Rn×n. Khi đó, bất đẳng thức sau được thỏa mãn

TCDα,λ
0

(
x⊤(t)Px(t)

)
≤ 2x⊤(t)P TCDα,λ

0 x(t), ∀t > 0.

Chứng minh. Xét y(t) = P 1/2x(t) = [y1(t), y2(t), . . . , yn(t)]
⊤.

Áp dụng Bổ đề 1.6.4, ta được

TCDα,λ
0

(
x⊤(t)P x(t)

)
= TCDα,λ

0

(
y⊤(t) y(t)

)
=

n∑
i=1

TCDα,λ
0

(
y2i (t)

)
≤

n∑
i=1

2yi(t)
TCDα,λ

0 yi(t)

= 2y⊤(t) TCDα,λ
0 y(t)

= 2x⊤(t)P TCDα,λ
0 x(t).

Bổ đề 1.6.6. ( [63], Bổ đề 2) Cho α > 0, ta có

(i) Eα(z) ≥ 1, với mọi z ∈ R+.

(ii) Eα(z) là một hàm tăng trên R+.

Bổ đề 1.6.7 ( [63]). Cho T, h > 0, a ≥ 1, b ≥ 0 và hàm không giảm G :

[−h, T ] → R+ thỏa mãn

G(t) ≤ aG(0) + bG(t− h), ∀t ∈ [0, T ].

Khi đó,

G(t) ≤ G(0)a

[T/h]+1∑
j=0

bj, ∀t ∈ [0, T ].
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Để phục vụ cho các phân tích trong các chương sau, chúng tôi mở rộng Bổ

đề 1.6.7 như sau.

Bổ đề 1.6.8. Cho T, τ, ξ1, ξ2, ξ3 là các hằng số dương với ξ1 ≥ 1. Giả sử hàm

không giảm Π : [−τ, T ] → R+ thỏa mãn

Π(t) ≤ ξ1Π(0) + ξ2Π(t− τ) + ξ3, ∀t ∈ [0, T ].

Khi đó, với mọi t ∈ [0, T ], ta có

Π(t) ≤
(
Π(0) +

ξ3
ξ1 + ξ2 − 1

)
ξ1

⌊T/τ⌋+1∑
j=0

ξj2 −
ξ3

ξ1 + ξ2 − 1
.

Chứng minh. Bằng cách đưa vào phép biến đổi Π̄(t) = Π(t) +
ξ3

ξ1 + ξ2 − 1
, bất

đẳng thức ban đầu được viết lại tương đương dưới dạng

Π̄(t) ≤ ξ1Π̄(0) + ξ2Π̄(t− τ), ∀t ∈ [0, T ].

Áp dụng Bổ đề 1.6.7, ta có

Π̄(t) ≤ Π̄(0) ξ1

[T/τ ]+1∑
j=0

ξj2.

Thay ngược lại định nghĩa của Π̄(t), ta thu được

Π(t) ≤
(
Π(0) +

ξ3
ξ1 + ξ2 − 1

)
ξ1

[T/τ ]+1∑
j=0

ξj2 −
ξ3

ξ1 + ξ2 − 1
.

Điều này hoàn tất chứng minh.

Bổ đề 1.6.9 ( [5], Bổ đề Schur). Cho trước các ma trận hằng X,Y, Z với số

chiều thích hợp thỏa mãn Y = Y ⊤ > 0, X = X⊤. Khi đó, X + Z⊤Y −1Z < 0

nếu và chỉ nếu [
X Z⊤

Z −Y

]
< 0.
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Chương 2

Bài toán tiêu hao trong thời gian hữu hạn cho
một số lớp hệ nơ-ron không chắc chắn cấp
phân số

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu bài toán tiêu hao trong thời gian

hữu hạn cho lớp hệ nơ-ron không chắc chắn cấp phân số Caputo với nhân suy

giảm có nhiễu và trễ hằng số, đồng thời nghiên cứu bài toán tiêu hao mở rộng

trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ nơ-ron không chắc chắn cấp phân số Caputo

có nhiễu. Các nội dung trình bày trong chương này dựa trên các kết quả nghiên

cứu đã được công bố trong các bài báo [CT4, CT1] thuộc danh mục các công

trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án.

2.1 Bài toán tiêu hao trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ
nơ-ron không chắc chắn cấp phân số Caputo với nhân
suy giảm có nhiễu và trễ hằng số

Xét hệ nơ-ron không chắc chắn cấp phân số Caputo với nhân suy giảm có

nhiễu và trễ hằng số sau

TCDα,λ
0 x(t) = −[A+∆A(t)]x(t) + [B +∆B(t)]g(x(t))

+[W+∆W (t)]h(x(t−τ))+[D+∆D(t)]ω(t), t ≥ 0,

y(t) = C1x(t) + C2x(t− τ) + C3g(x(t)) + C4h(x(t− τ)) + C5ω(t),

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ, 0],

(2.1)
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trong đó α ∈ (0, 1) là cấp phân số và λ > 0 là tham số nhân suy giảm. Véc

tơ x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))
⊤ ∈ Rn là trạng thái của hệ, ω(t) ∈ Rq là nhiễu tác

động bên ngoài. Số chiều n tương ứng với số lượng nơ-ron trong mạng. Ma trận

A = diag{â1, . . . , ân} ∈ Rn×n là ma trận đường chéo xác định dương, các ma

trận B,W ∈ Rn×n và D ∈ Rn×q là các ma trận thực đã biết. Các ma trận tham

số bất định được xác định bởi

∆A(t) = EaF1(t)Ha, ∆B(t) = EbF2(t)Hb,

∆D(t) = EdF3(t)Hd, ∆W (t) = EwF4(t)Hw,

trong đó Ea, Eb, Ed, Ew, Ha, Hb, Hd, Hw là các ma trận thực đã biết có kích thước

phù hợp. Các ma trận chưa biết biến thiên theo thời gian Fi(t), i = 1, 2, 3, 4,

thỏa mãn điều kiện

F⊤
i (t)Fi(t) ≤ I, ∀t ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4. (2.2)

Hàm φ(·) ∈ C([−τ, 0],Rn) là hàm điều kiện ban đầu với chuẩn

∥φ∥ = sup
θ∈[−τ,0]

∥φ(θ)∥.

Các hàm kích hoạt phi tuyến g, h : Rn → Rn được xác định bởi

g(x) =


g1(x1(t))

...

gn(xn(t))

 , h(x(t− τ)) =


h1(x1(t− τ))

...

hn(xn(t− τ))

 ,

với mọi x = (x1, . . . , xn)
⊤ ∈ Rn.

Để phân tích tính tiêu hao của hệ, chúng tôi sử dụng các giả thiết sau.

Giả thiết 2.1.1. Các hàm kích hoạt phi tuyến gi(t), hi(t)(i = 1, 2, . . . , n) là

liên tục và bị chặn với gi(0) = 0, hi(0) = 0 và thỏa mãn

k−i ≤ gi(u)− gi(v)

u− v
≤ k+i ,

t−i ≤ hi(u)− hi(v)

u− v
≤ t+i ,

(2.3)

trong đó k−i , k
+
i , t

−
i , t

+
i là các số thực đã biết, u, v ∈ R, u ̸= v.
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Giả thiết 2.1.2. Nhiễu đầu vào ω(.) ∈ L2([0,+∞),Rq) thỏa mãn điều kiện sau

∃ω : ω⊤(t)ω(t) < ω,

trong đó ω là một số thực dương.

Trong trường hợp không có véc tơ đầu ra, hệ (2.1) trở thành
TCDα,λ

0 x(t) = −[A+∆A(t)]x(t) + [B +∆B(t)]g(x(t))

+[W+∆W (t)]h(x(t−τ))+[D+∆D(t)]ω(t), t ≥ 0,

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ, 0].

(2.4)

Định nghĩa 2.1.3. Cho các số dương c1, c2, T và ω̄ với c1 < c2, hệ (2.4) được

gọi là bị chặn vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T, ω̄) nếu

điều kiện sau được thỏa mãn

∥φ∥2 ≤ c1 ⇒ ∥x(t)∥2 < c2, ∀ t ∈ [0, T ],

với mọi tín hiệu nhiễu ω(t) ∈ Rq thỏa mãn Giả thiết 2.1.2.

Định nghĩa 2.1.4. Hệ (2.1) được gọi là tiêu hao vững trong thời gian hữu hạn

đối với bộ tham số (c1, c2, T, ω̄) nếu hai điều kiện sau được thỏa mãn

(i) Hệ (2.4) bị chặn vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T, ω̄).

(ii) Với điều kiện ban đầu φ(t) ≡ 0 với mọi t ∈ [−τ, 0], tồn tại số dương γ > 0

sao cho∫ t

0

e−λ(t−s)(t− s)α−1Ĵ(s) ds ≥ γ

∫ t

0

e−λ(t−s)(t− s)α−1ω⊤(s)ω(s) ds, ∀t ∈ [0, T ],

trong đó

Ĵ(s) = 2 y⊤(s)Ψ2 ω(s) + y⊤(s)Ψ1 y(s) + ω⊤(s)Ψ3 ω(s),

với Ψ1, Ψ2, Ψ3 là các ma trận thực cho trước. Trong đó, Ψ1 và Ψ3 là các ma

trận đối xứng, ma trận Ψ1 ≤ 0 và nhiễu ω(t) thỏa mãn Giả thiết 2.1.2.

Định lý dưới đây đưa ra một tiêu chuẩn về tính tiêu hao trong thời gian hữu

hạn cho hệ (2.1).
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Định lý 2.1.5. Cho các số dương c1, c2, T và ω̄ với c1 < c2. Xét hệ (2.1) thỏa

mãn các Giả thiết 2.1.1 và 2.1.2. Giả sử tồn tại các số dương ra, rb, rd, rw, γ,

γ1, γ2, hai ma trận đối xứng xác định dương P,Q và các ma trận đường chéo

xác định dương Λg, Λh sao cho các điều kiện sau được thỏa mãn[
Ψ1 Ψ2

∗ Ψ3 −Q− γI − γ2I

]
< 0, (2.5a)

Ξ̂11 Ξ12 Ξ13 Ξ14 Ξ15 PEa PEb PEd PEw

∗ Ξ22 Ξ23 Ξ24 Ξ25 0 0 0 0

∗ ∗ Ξ33 Ξ34 Ξ35 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ Ξ44 Ξ45 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ Ξ55 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −raI 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −rbI 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −rdI 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −rwI



< 0, (2.5b)

1

λmin(P )
(λ1c1 + λ2) < c2, (2.5c)

Q− (γ1 − γ2)I > γ0(1 + eλτ )I. (2.5d)

Khi đó, hệ (2.1) là tiêu hao vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số

(c1, c2, T, ω̄),

trong đó

K1g = diag{k−1 k+1 , k−2 k+2 , . . . , k−n k+n }, K2g = diag

{
k−1 + k+1

2
, . . . ,

k−n + k+n
2

}
,

K1h = diag{t−1 t+1 , t−2 t+2 , . . . , t−n t+n }, K2h = diag

{
t−1 + t+1

2
, . . . ,

t−n + t+n
2

}
,

Λg = diag{Λg
11, Λ

g
12, . . . , Λ

g
1n}, Λh = diag{Λh

11, Λ
h
12, . . . , Λ

h
1n},

ξ1 = Eα(τT
α), ξ2 = eλτ

(
Eα(τT

α)− 1
)
, ξ3 = γ1ω̄e

λT Eα(τT
α)− 1

τ
,

λ1 = λmax(P ) ξ1

⌊T/τ⌋+1∑
j=0

ξj2, λ2 =
ξ3

ξ1 + ξ2 − 1

ξ1

⌊T/τ⌋+1∑
j=0

ξj2 − 1

 ,

γ0 =
(
λ1∥φ∥2 + λ2

)
τ, xτ (t) = x(t− τ),

36



γ0 =
γ1e

λT (Eα(τT
α)− 1)

ξ1 + ξ2 − 1

ξ1

⌊T/τ⌋+1∑
j=0

ξj2 − 1

 ,

Ξ̂11 = −PA− A⊤P + raH
⊤
a Ha −K1gΛg − C⊤

1 Ψ1C1 − τP,

Ξ12 = −C⊤
1 Ψ1C2, Ξ13 = PB +K2gΛg − C⊤

1 Ψ1C3,

Ξ14 = PW − C⊤
1 Ψ1C4,Ξ15 = −C⊤

1 Ψ2 − C⊤
1 Ψ1C5 + PD,

Ξ22 = −K1hΛh − C⊤
2 Ψ1C2 − τP, Ξ23 = −C⊤

2 Ψ1C3,

Ξ24 = K2hΛh − C⊤
2 Ψ1C4,Ξ25 = −C⊤

2 Ψ2 − C⊤
2 Ψ1C5,

Ξ33 = rbH
⊤
b Hb − Λg − C⊤

3 Ψ1C3, Ξ34 = −C⊤
3 Ψ1C4,Ξ35 = −C⊤

3 Ψ2 − C⊤
3 Ψ1C5,

Ξ44 = rwH
⊤
wHw − Λh − C⊤

4 Ψ1C4, Ξ45 = −C⊤
4 Ψ2 − C⊤

4 Ψ1C5,

Ξ55 = rdH
⊤
d Hd − C⊤

5 Ψ2 −Ψ⊤
2 C5 − C⊤

5 Ψ1C5 −Ψ3 + γI − γ1I + γ2I +Q.

Chứng minh. Sử dụng Bổ đề 1.6.5, lấy đạo hàm Caputo với nhân suy giảm của

hàm V (x(t)) = x⊤(t)Px(t) dọc theo nghiệm của hệ, ta có

TCDα,λ
0 V (x(t)) ≤ 2x⊤(t)P TCDα,λ

0 x(t)

= 2x⊤(t)[−PA]x(t)− 2x⊤(t)P∆A(t)x(t)

+ 2x⊤(t)PBg(x(t)) + 2x⊤(t)P∆B(t)g(x(t))

+ 2x⊤(t)PWh(xτ (t)) + 2x⊤(t)P∆W (t)h(xτ (t))

+ 2x⊤(t)PDω(t) + 2x⊤(t)P∆D(t)ω(t).

(2.6)

Từ (2.2), áp dụng bất đẳng thức ma trận Cauchy, ta thu được các ước lượng sau

−2x⊤(t)P∆A(t)x(t) ≤r−1
a x⊤(t)PEaE

⊤
a Px(t)

+ rax
⊤(t)H⊤

a Hax(t),

2x⊤(t)P∆B(t)g(x(t)) ≤r−1
b x⊤(t)PEbE

⊤
b Px(t)

+ rbg
⊤(x(t))H⊤

b Hbg(x(t)),

2x⊤(t)P∆D(t)ω(t) ≤r−1
d x⊤(t)PEdE

⊤
d Px(t)

+ rdω
⊤(t)H⊤

d Hdω(t),

2x⊤(t)P∆W (t)h(xτ (t)) ≤r−1
w x⊤(t)PEwE

⊤
wPx(t)

+ rwh
⊤(xτ (t))H

⊤
wHwh(xτ (t)).

(2.7)
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Từ (2.3), dễ dàng kiểm chứng các bất đẳng thức sau

−x⊤(t)K1gΛgx(t) + 2x⊤(t)K2gΛgg(x(t))− g⊤(x(t))Λgg(x(t)) ≥ 0,

−x⊤τ (t)K1hΛhxτ (t)+2x⊤τ (t)K2hΛhh(xτ (t))−h⊤(xτ (t))Λhh(xτ (t)) ≥ 0.
(2.8)

Bên cạnh đó, ta có[
y(t)

ω(t)

]⊤ [
Ψ1 Ψ2

∗ Ψ3 − γI − γ2I −Q

][
y(t)

ω(t)

]
=2 y⊤(t)Ψ2 ω(t) + y⊤(t)Ψ1 y(t) + ω⊤(t) [Ψ3 − γI − γ2I −Q]ω(t)

= 2x⊤(t)C⊤
1 Ψ2 ω(t) + 2 x⊤τ (t)C

⊤
2 Ψ2 ω(t)

+ 2 g⊤(x(t))C⊤
3 Ψ2 ω(t) + 2h⊤(xτ (t))C

⊤
4 Ψ2 ω(t)

+ 2ω⊤(t)C⊤
5 Ψ2 ω(t) + x⊤(t)C⊤

1 Ψ1C1 x(t)

+ x⊤τ (t)C
⊤
2 Ψ1C1 x(t) + g⊤(x(t))C⊤

3 Ψ1C1 x(t)

+ h⊤(xτ (t))C
⊤
4 Ψ1C1 x(t) + ω⊤(t)C⊤

5 Ψ1C1 x(t)

+ x⊤(t)C⊤
1 Ψ1C2 xτ (t) + x⊤τ (t)C

⊤
2 Ψ1C2 xτ (t)

+ g⊤(x(t))C⊤
3 Ψ1C2 xτ (t) + h⊤(xτ (t))C

⊤
4 Ψ1C2 xτ (t)

+ ω⊤(t)C⊤
5 Ψ1C2 xτ (t) + x⊤(t)C⊤

1 Ψ1C3 g(x(t))

+ x⊤τ (t)C
⊤
2 Ψ1C3 g(x(t)) + g⊤(x(t))C⊤

3 Ψ1C3 g(x(t))

+ h⊤(xτ (t))C
⊤
4 Ψ1C3 g(x(t)) + ω⊤(t)C⊤

5 Ψ1C3 g(x(t))

+ x⊤(t)C⊤
1 Ψ1C4 h(xτ (t)) + x⊤τ (t)C

⊤
2 Ψ1C4 h(xτ (t))

+ g⊤(x(t))C⊤
3 Ψ1C4 h(xτ (t)) + h⊤(xτ (t))C

⊤
4 Ψ1C4 h(xτ (t))

+ ω⊤(t)C⊤
5 Ψ1C4 h(xτ (t)) + x⊤(t)C⊤

1 Ψ1C5 ω(t)

+ x⊤τ (t)C
⊤
2 Ψ1C5 ω(t) + g⊤(x(t))C⊤

3 Ψ1C5 ω(t)

+ h⊤(xτ (t))C
⊤
4 Ψ1C5 ω(t) + ω⊤(t)C⊤

5 Ψ1C5 ω(t)

+ ω⊤(t)[Ψ3 − γI − γ2I −Q]ω(t). (2.9)

Mặt khác, ta có các đẳng thức sau

0 = −τ x⊤(t)P x(t)− τ x⊤τ (t)P xτ (t) + τ V (x(t)) + τ V (xτ (t)),

0 = −γ1 ω
⊤(t)ω(t) + γ1 ω

⊤(t)ω(t).
(2.10)
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Từ các bất đẳng thức (2.6)–(2.10), ta thu được bất đẳng thức sau

TCDα,λ
0 V (x(t)) ≤ η⊤(t) Ξ η(t) + τV (x(t)) + τV (xτ (t)) + γ1 ω

⊤(t)ω(t)

+

[
y(t)

ω(t)

]⊤ [
Ψ1 Ψ2

∗ Ψ3 −Q− γI − γ2I

][
y(t)

ω(t)

]
,

(2.11)

trong đó

η⊤(t) =
[
x⊤(t) x⊤τ (t) g⊤(x(t)) h⊤(xτ (t)) ω⊤(t)

]
,

và ma trận đối xứng Ξ = [Ξij]5×5 được xác định bởi

Ξ11 = −PA− A⊤P + r−1
a PEaE

⊤
a P + raH

⊤
a Ha + r−1

b PEbE
⊤
b P

+ r−1
w PEwE

⊤
wP + r−1

d PEdE
⊤
d P −K1gΛg − C⊤

1 Ψ1C1 − τP,

Ξ12 = −C⊤
1 Ψ1C2, Ξ13 = PB +K2gΛg − C⊤

1 Ψ1C3,

Ξ14 = PW − C⊤
1 Ψ1C4, Ξ15 = −C⊤

1 Ψ2 − C⊤
1 Ψ1C5 + PD,

Ξ22 = −K1hΛh − C⊤
2 Ψ1C2 − τP, Ξ23 = −C⊤

2 Ψ1C3,

Ξ24 = K2hΛh − C⊤
2 Ψ1C4, Ξ25 = −C⊤

2 Ψ2 − C⊤
2 Ψ1C5,

Ξ33 = rbH
⊤
b Hb − Λg − C⊤

3 Ψ1C3, Ξ34 = −C⊤
3 Ψ1C4,

Ξ35 = −C⊤
3 Ψ2 − C⊤

3 Ψ1C5, Ξ44 = rwH
⊤
wHw − Λh − C⊤

4 Ψ1C4,

Ξ45 = −C⊤
4 Ψ2 − C⊤

4 Ψ1C5,

Ξ55 = rdH
⊤
d Hd − C⊤

5 Ψ2 −Ψ⊤
2 C5 − C⊤

5 Ψ1C5 −Ψ3 + γI − γ1I + γ2I +Q.

Sử dụng Bổ đề Schur, điều kiện Ξ < 0 tương đương với bất đẳng thức ma trận

được cho trong (2.5b). Do đó, áp dụng điều kiện (2.11), ta có

TCDα,λ
0 V (x(t))−τV (x(t)) ≤τV (xτ (t)) + γ1 ω

⊤(t)ω(t)

+

[
y(t)

ω(t)

]⊤[
Ψ1 Ψ2

∗ Ψ3−Q−γI−γ2I

][
y(t)

ω(t)

]
.

(2.12)

Mặt khác, kết hợp (2.5a) và (2.12), ta suy ra bất đẳng thức sau

TCDα,λ
0 V (x(t))− τV (x(t)) ≤ τV (xτ (t)) + γ1 ω

⊤(t)ω(t). (2.13)

Đến đây, chúng tôi chia quá trình chứng minh thành hai bước:

Bước 1: Ta chứng minh rằng hệ (2.4) bị chặn vững trong thời gian hữu hạn
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đối với bộ tham số (c1, c2, T, ω̄).

Để thuận tiện cho các biến đổi tiếp theo, ta đặt

Υ(t) = TCDα,λ
0 V (x(t))− τV (x(t)). (2.14)

Áp dụng phép biến đổi Laplace (Bổ đề 1.1.21) cho cả hai vế của (2.14), ta thu

được

L[Υ(t)](s) = L
[
TCDα,λ

0 V (x(t))
]
(s)− τ L[V (x(t))](s)

= (s+ λ)αL[V (x(t))](s)− (s+ λ)α−1V (x(0))− τ L[V (x(t))](s)

= [(s+ λ)α − τ ]L[V (x(t))](s)− (s+ λ)α−1V (x(0)),

điều này tương đương với

L[V (x(t))](s) =
1

(s+ λ)α − τ
L[Υ(t)](s) +

(s+ λ)α−1

(s+ λ)α − τ
V (x(0)). (2.15)

Từ Bổ đề 1.1.20, ta có

(s+ λ)α−1

(s+ λ)α − τ
= L[Eα(τt

α)](s+ λ) = L[Eα(τt
α)e−λt](s),

1

(s+ λ)α − τ
= L[tα−1Eα,α(τt

α)](s+ λ) = L[tα−1Eα,α(τt
α)e−λt](s).

Do đó, ta có

L[V (x(t))](s) = L[Eα(τt
α)e−λt](s)V (x(0))

+ L[tα−1Eα,α(τt
α)e−λt](s)L[Υ(t)](s)

= L[Eα(τt
α)e−λt](s)V (x(0))

+ L
[
tα−1Eα,α(τt

α)e−λt ∗Υ(t)
]
(s)

= L
[
e−λtEα(τt

α)
]
(s)V (x(0))

+ L
[∫ t

0

e−λ(t−µ)(t− µ)α−1Eα,α(τ(t− µ)α)Υ(µ)dµ

]
(s).

(2.16)

Sử dụng phép biến đổi Laplace ngược cho cả hai vế của (2.16), ta thu được

V (x(t)) = e−λtEα(τt
α)V (x(0)) +

∫ t

0

e−λ(t−µ)(t− µ)α−1Eα,α(τ(t− µ)α)Υ(µ) dµ.
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Do đó, ta thu được đẳng thức

eλtV (x(t)) = Eα(τt
α)V (x(0)) +

∫ t

0

(t− µ)α−1Eα,α(τ(t− µ)α) eλµΥ(µ) dµ.

Với mọi t > 0, sử dụng Giả thiết 2.1.2 và bất đẳng thức (2.13), ta thu được ước

lượng sau

sup
θ∈[0,t]

eλθΥ(θ) ≤ eλtγ1ω̄ + τ sup
θ∈[0,t]

eλθV (xτ (θ)). (2.17)

Do đó, ta có

eλtV (x(t))

≤ Eα(τt
α)V (x(0))

+ sup
θ∈[0,t]

eλθΥ(θ)

∫ t

0

(t− µ)α−1Eα,α(τ(t− µ)α) dµ

≤ Eα(τt
α)V (x(0)) +

(
eλtγ1ω̄ + τ sup

θ∈[0,t]
eλθV (xτ (θ))

)
Eα(τt

α)− 1

τ
.

(2.18)

Bây giờ, với t ∈ [0, T ], ta ước lượng hàm Lyapunov trên hai khoảng thời gian sau:

� Với s ∈ [−τ, 0], do x(s) = φ(s), suy ra rằng

eλsx⊤(s)Px(s) = eλsφ⊤(s)Pφ(s) ≤ Eα(τT
α) sup

θ∈[−τ,0]

eλθφ⊤(θ)Pφ(θ),

trong đó bất đẳng thức được suy ra do tính đơn điệu của hàm Mittag–Leffler

Eα(·) trên [0, T ].

� Với s ∈ [0, t], áp dụng bất đẳng thức (2.18), ta thu được

eλsV (x(s)) ≤ Eα(τs
α)V (x(0))

+

(
eλsγ1ω̄ + τ sup

θ∈[0,t]
eλθV (xτ (θ))

)
Eα(τs

α)− 1

τ

≤ Eα(τT
α) sup

θ∈[−τ,0]

eλθφ⊤(θ)Pφ(θ)

+

(
eλTγ1ω̄ + τeλτ sup

θ∈[0,t]
eλ(θ−τ)V (xτ (θ))

)
Eα(τT

α)− 1

τ
,

41



trong đó ta đã sử dụng các tính chất Eα(τs
α) ≥ 1 và hàm Eα(·) tăng trên

đoạn [0, T ].

Do đó, ta thu được ước lượng sau

sup
θ∈[−τ,t]

eλθV (x(θ)) ≤ Eα(τT
α) sup

θ∈[−τ,0]

eλθφ⊤(θ)Pφ(θ)

+

(
eλTγ1ω̄ + τeλτ sup

θ∈[0,t]
eλ(θ−τ)V (xτ (θ))

)
Eα(τT

α)− 1

τ
.

(2.19)

Áp dụng Bổ đề 1.6.8 với Π(t) = sup
θ∈[−τ,t]

eλθV (x(θ)),

ξ1 = Eα(τT
α), ξ2 = eλτ (Eα(τT

α)− 1), ξ3 = γ1ω̄e
λT (Eα(τT

α)− 1)

τ
,

từ bất đẳng thức (2.19) và điều kiện Π(0) ≤ λmax(P )∥φ∥2, ta suy ra

sup
θ∈[−τ,t]

eλθV (x(θ)) ≤
(
Π(0) +

ξ3
ξ1 + ξ2 − 1

)
ξ1

[T/τ ]+1∑
j=0

ξj2 −
ξ3

ξ1 + ξ2 − 1

≤ λ1∥φ∥2 + λ2.

(2.20)

Do đó, với mọi t ∈ [0, T ], ta có

∥x(t)∥2 ≤ x(t)⊤Px(t)

λmin(P )

=
e−λt

λmin(P )
eλtV (x(t)) ≤ 1

λmin(P )

(
λ1∥φ∥2+λ2

)
.

(2.21)

Từ (2.21) và điều kiện (2.5c), ta có, nếu ∥φ∥2 ≤ c1 thì

∥x(t)∥2 ≤ 1

λmin(P )
(λ1c1 + λ2) < c2.

Do đó, hệ (2.4) bị chặn vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số

(c1, c2, T, ω̄).

Bước 2: Với điều kiện ban đầu φ(t) ≡ 0 với mọi t ∈ [−τ, 0], ta chứng minh bất

đẳng thức sau được thỏa mãn∫ t

0

e−λ(t−s)(t− s)α−1Ĵ(s) ds ≥ γ

∫ t

0

e−λ(t−s)(t− s)α−1ω⊤(s)ω(s) ds, ∀t ∈ [0, T ].
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Từ (2.12), ta suy ra

TCDα,λ
0 V (x(t)) ≤ τV (x(t)) + τV (xτ (t)) + γ1ω

⊤(t)ω(t)

+

[
y(t)

ω(t)

]⊤ [
Ψ1 Ψ2

∗ Ψ3 −Q− γI − γ2I

][
y(t)

ω(t)

]
.

Do đó, ta có

TCDα,λ
0 V (x(t)) ≤τV (x(t)) + τV (xτ (t)) + ω⊤(t)[γ1I −Q− γ2I]ω(t)

+

[
y(t)

ω(t)

]⊤ [
Ψ1 Ψ2

∗ Ψ3 − γI

][
y(t)

ω(t)

]
=τV (x(t))+τV (xτ (t))+ω⊤(t)[γ1I−Q−γ2I]ω(t)−ℑ(t),

(2.22)

trong đó

ℑ(t) = −

[
y(t)

ω(t)

]⊤ [
Ψ1 Ψ2

∗ Ψ3 − γI

][
y(t)

ω(t)

]
.

Từ (2.5d), ta thu được

Q− (γ1 − γ2)I > γ0(1 + eλτ )I > 0,

0 <
[
λmin(Q− (γ1 − γ2)I)− γ0(1 + eλτ )

]
∥x∥2.

Từ đó, suy ra  Q− (γ1 − γ2)I > 0,

λmin(Q− (γ1 − γ2)I) > γ0(1 + eλτ ).
(2.23)

Lấy tích phân hai vế của bất đẳng thức (2.22) trên khoảng [0, t] và lưu ý

rằng V (x(t)) ≥ 0, đồng thời sử dụng các bất đẳng thức (2.20) và (2.23), ta thu

được

T Iα,λ0 ℑ(t) ≤ T Iα,λ0

(
τe−λteλtV (x(t))

)
+ T Iα,λ0

(
τe−λ(t−τ)eλ(t−τ)V (xτ (t))

)
+ T Iα,λ0

(
ω⊤(t)[γ1I −Q− γ2I]ω(t)

)
− T Iα,λ0

TCDα,λ
0 V (x(t))

≤ T Iα,λ0

(
τe−λt[λ1∥φ∥2 + λ2]

)
+ T Iα,λ0

(
τe−λ(t−τ)[λ1∥φ∥2 + λ2]

)
− T Iα,λ0

(
ω⊤(t)[Q− γ1I + γ2I]ω(t)

)
− T Iα,λ0

TCDα,λ
0 V (x(t))
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≤ γ0
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
γ0e

λτ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds

− λmin(Q− γ1I + γ2I)ω̄

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds− V (x(t))

+ e−λtV (x(0))

≤
[
γ0(1 + eλτ )− λmin(Q− γ1I + γ2I)ω̄

] Tα

Γ(α + 1)

+ λmax(P )∥φ∥2. (2.24)

Với điều kiện ban đầu φ(·) ≡ 0, kết hợp (2.23) và (2.24), ta suy ra

T Iα,λ0 ℑ(t) ≤
(
γ0(1 + eλτ )− λmin(Q− γ1I + γ2I)ω̄

) Tα

Γ(α + 1)
≤ 0.

Điều này chứng tỏ rằng điều kiện tiêu hao được thỏa mãn. Do đó, chứng minh

của Định lý được hoàn tất.

Nhận xét 2.1.6. Trong khi Zitane và Torres [88] nghiên cứu tính ổn định trong

thời gian hữu hạn cho các lớp hệ cấp phân số Caputo với nhân suy giảm có trễ

bằng cách sử dụng các bất đẳng thức Hölder, Jensen và Grönwall với nhân suy

giảm, thì trong mục này, chúng tôi nghiên cứu bài toán tổng quát hơn là bài

toán tiêu hao trong thời gian hữu hạn vững đối với lớp hệ nơ-ron không chắc

chắn phi tuyến cấp phân số Caputo với nhân suy giảm có nhiễu và trễ hằng

số. Chúng tôi sử dụng cách tiếp cận kết hợp giữa kỹ thuật “inf–sup”, biến đổi

Laplace đối với đạo hàm Caputo với nhân suy giảm và các điều kiện dựa trên

LMI nhằm thiết lập các tiêu chuẩn ít bảo thủ và dễ kiểm chứng hơn.

Các kết quả thu được không chỉ đảm bảo tính bị chặn của trạng thái hệ

trong thời gian hữu hạn mà còn thiết lập được mối quan hệ năng lượng giữa

nhiễu đầu vào và đầu ra của hệ thông qua bất đẳng thức tiêu hao của hệ trong

một khuôn khổ thống nhất. Do đó, các kết quả của chúng tôi không chỉ được

thiết lập cho một lớp hệ tổng quát hơn mà còn đưa ra một hướng tiếp cận hiệu

quả hơn trong việc phân tích tính tiêu hao trong thời gian hữu hạn so với các

kết quả đã được công bố trước đó.

Trong trường hợp λ = 0 và với mọi t ≥ 0, hệ (2.1) trở thành lớp hệ nơ-ron
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không chắc chắn cấp phân số Caputo có trễ hằng số sau

C
0 D

α
t x(t) = −[A+ EaFa(t)Ha]x(t) + [B + EbFb(t)Hb]g(x(t))

+[W+EwFw(t)Hw]h(x(t−τ))+[D + EdFd(t)Hd]ω(t),

y(t) = C1x(t) + C2x(t− τ) + C3g(x(t)) + C4h(x(t− τ)) + C5ω(t),

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ, 0].

(2.25)

Từ Định lý 2.1.5, ta thu được hệ quả sau.

Hệ quả 2.1.7. Cho các số dương c1, c2, T và ω̄ với c1 < c2. Giả sử tồn tại các

số dương ra, rb, rd, rw, γ, γ1, γ2, các ma trận P ∈ Rn×n, Q ∈ Rm×m đối xứng xác

định dương và các ma trận đường chéo xác định dương Λg, Λh thoả mãn các

điều kiện sau[
Ψ1 Ψ2

∗ Ψ3 −Q− γI − γ2I

]
< 0, (2.26a)

Ξ̂11 Ξ12 Ξ13 Ξ14 Ξ15 PEa PEb PEd PEw

∗ Ξ22 Ξ23 Ξ24 Ξ25 0 0 0 0

∗ ∗ Ξ33 Ξ34 Ξ35 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ Ξ44 Ξ45 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ Ξ55 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −raI 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −rbI 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −rdI 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −rwI



< 0, (2.26b)

1

λmin(P )
(λ1c1 + λ2) ≤ c2, (2.26c)

Q− (γ1 − γ2)I > 2γ̃0I. (2.26d)

Khi đó, hệ (2.25) là tiêu hao vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số

(c1, c2, T, ω̄),

trong đó

K1g = diag
{
k−1 k

+
1 , k

−
2 k

+
2 , . . . , k

−
n k

+
n

}
,
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K2g = diag

{
k−1 + k+1

2
,
k−2 + k+2

2
, . . . ,

k−n + k+n
2

}
,

K1h = diag
{
t−1 t

+
1 , t

−
2 t

+
2 , . . . , t

−
n t

+
n

}
,

K2h = diag

{
t−1 + t+1

2
,
t−2 + t+2

2
, . . . ,

t−n + t+n
2

}
,

Λg = diag{Λg
11,Λ

g
12, . . . ,Λ

g
1n}, Λh = diag{Λh

11,Λ
h
12, . . . ,Λ

h
1n},

ξ1 = Eα(τT
α), ξ2 = Eα(τT

α)− 1, ξ3 = γ1ω̄
Eα(τT

α)− 1

τ
,

λ1 = λmax(P )ξ1

[T/τ ]+1∑
j=0

ξ
j

2, λ2 =
ξ3

ξ1 + ξ2 − 1

(
ξ1

[T/τ ]+1∑
j=0

ξ
j

2 − 1
)
,

γ0 = (λ1∥φ∥2 + λ2)τ, γ̃0 =
γ1(Eα(τT

α)− 1)

ξ1 + ξ2 − 1

(
ξ1

[T/τ ]+1∑
j=0

ξ
j

2 − 1
)
,

Ξ̂11 = −PA− A⊤P + raH
⊤
a Ha −K1gΛg − C⊤

1 Ψ1C1 − τP,

Ξ12 = −C⊤
1 Ψ1C2, Ξ13 = PB +K2gΛg − C⊤

1 Ψ1C3, Ξ14 = PW − C⊤
1 Ψ1C4,

Ξ15 = −C⊤
1 Ψ2 − C⊤

1 Ψ1C5 + PD,

Ξ22 = −K1hΛh − C⊤
2 Ψ1C2 − τP, Ξ23 = −C⊤

2 Ψ1C3, Ξ24 = K2hΛh − C⊤
2 Ψ1C4,

Ξ25 = −C⊤
2 Ψ2 − C⊤

2 Ψ1C5,

Ξ33 = rbH
⊤
b Hb − Λg − C⊤

3 Ψ1C3, Ξ34 = −C⊤
3 Ψ1C4, Ξ35 = −C⊤

3 Ψ2 − C⊤
3 Ψ1C5,

Ξ44 = rwH
⊤
wHw − Λh − C⊤

4 Ψ1C4, Ξ45 = −C⊤
4 Ψ2 − C⊤

4 Ψ1C5,

Ξ55 = rdH
⊤
d Hd − C⊤

5 Ψ2 −Ψ⊤
2 C5 − C⊤

5 Ψ1C5 −Ψ3 + γI − γ1I + γ2I +Q.

Nhận xét 2.1.8. Trong trường hợp λ = 0, hệ (2.1) trở thành hệ nơ-ron cấp

phân số Caputo có trễ hằng số. Đối với lớp hệ này, các công trình nghiên cứu

trước đây [9,10,17–19,56,64,72,78,79] chủ yếu tập trung vào bài toán ổn định

trong thời gian hữu hạn, nhưng chưa xem xét bài toán tiêu hao trong thời gian

hữu hạn, mà ở đó mối quan hệ năng lượng giữa tín hiệu nhiễu đầu vào và đầu

ra của hệ được đặc trưng bởi một bất đẳng thức tiêu hao.

Bên cạnh đó, các công trình [30, 53] đã nghiên cứu tính tiêu hao cho các hệ

nơ-ron cấp phân số Caputo. Tuy nhiên, các kết quả này được thiết lập theo

nghĩa Lyapunov cổ điển, tức là chỉ xét tính tiêu hao trên khoảng thời gian vô
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hạn mà chưa xem xét tính tiêu hao trong thời gian hữu hạn.

Khác với các công trình nêu trên, kết quả trong mục này của luận án thiết

lập các điều kiện đảm bảo tính tiêu hao trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ

nơ-ron cấp phân số Caputo với nhân suy giảm có trễ hằng số. Các điều kiện

này không chỉ đảm bảo trạng thái của hệ bị chặn trong thời gian hữu hạn mà

còn mô tả mối quan hệ năng lượng giữa nhiễu đầu vào và đầu ra của hệ thông

qua bất đẳng thức tiêu hao. Vì vậy, ngay cả trong trường hợp đặc biệt λ = 0,

các kết quả thu được của chúng tôi tạo ra một bước tiến đáng kể so với các kết

quả đã được nghiên cứu trước đó.

Tiếp theo, chúng tôi trình bày một ví dụ số nhằm minh họa cho các kết quả

lý thuyết đã thu được.

Ví dụ 2.1.9. Với mọi t ≥ 0, xét lớp hệ nơ-ron không chắc chắn cấp phân số

Caputo với nhân suy giảm có trễ hằng số



TCD0.1,0.1
0 x(t) = −[A|+ EaFa(t)Ha]x(t) + [B + EbFb(t)Hb]g(x(t))

+[W+EwFw(t)Hw]h(x(t− 0.1))

+[D+EdFd(t)Hd]ω(t),

y(t) = C1x(t)+C2x(t− 0.1)+C3g(x(t))+C4h(x(t− 0.1))+C5ω(t),

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−0.1, 0],

(2.27)

trong đó x(t) = (x1(t), x2(t))
⊤ ∈ R2, y(t) ∈ R và ω(t) ∈ R. Các ma trận của hệ

được cho bởi

A =

[
0.5 0

0 0.5

]
, Ea =

[
0.1

0.2

]
, Ha =

[
0.1 0.3

]
, F1(t) = sin t,

B =

[
0.1 0.2

0.3 0.4

]
, Eb =

[
0.1

0.1

]
, Hb =

[
0.1 0.9

]
, F2(t) = cos t,

D =

[
0.1

0.2

]
, Ed =

[
0.1

0.1

]
, Hd =

[
0.5
]
, F3(t) = sin t,
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W =

[
0.5 0.1

0.1 0.2

]
, Ew =

[
0.1

0.1

]
, Hw =

[
0.1 0.1

]
, F4(t) = cos t,

C1 =
[
0.2 0.3

]
, C2 =

[
0.1 0.2

]
, C3 =

[
0.2 0.1

]
, C4 =

[
0.3 0.1

]
, C5 =

[
2
]
.

Các hàm kích hoạt được cho bởi

g(x(t)) = (tanh x1(t), tanh x2(t))
⊤ ∈ R2,

h(x(t− 0.1)) = (tanhx1(t− 0.1), tanhx2(t− 0.1))⊤ ∈ R2

và thỏa mãn Giả thiết 2.1.1 với

K1g =

[
1 0

0 1

]
, K2g =

[
0 0

0 0

]
, K1h =

[
1 0

0 1

]
, K2h =

[
0 0

0 0

]
.

Chọn c1 = 0.2, c2 = 2, T = 5 và nhiễu ω(t) =
√
0.1 sin t thỏa mãn Giả thiết 2.1.2

với ω̄ = 0.1. Các ma trận Ψi (i = 1, 2, 3) được chọn

Ψ1 = [−0.2], Ψ2 = [0.1], Ψ3 = [13].

Bằng cách sử dụng hộp công cụ LMI Control Toolbox trong MATLAB [21], ta

kiểm chứng được các dữ liệu nêu trên thỏa mãn tất cả các điều kiện của Định

lý 2.1.5 với các giá trị

ra = 4.7217, rb = 3.6513, rd = 4.4094, rw = 4.6454,

γ = 5.0986, γ1 = 6.5459, γ2 = 5.0986,

và các ma trận tương ứng là

P =

[
1.8791 −0.2389

−0.2389 1.5003

]
, Q =

[
5.0986

]
,

Λh =

[
4.6063 0

0 4.6156

]
, Λg =

[
3.9910 0

0 5.2308

]
.

Theo Định lý 2.1.5, hệ được xét là tiêu hao vững trong thời gian hữu hạn đối

với bộ tham số (0.2, 2, 5, 0.1).

Kết quả mô phỏng: Với điều kiện ban đầu x0 = (0.4, 0.19)⊤ ∈ R2. Hình 2.1

cho thấy quỹ đạo của ∥x(t)∥2 luôn bị chặn trên bởi đường c2 = 2 trong khoảng

thời gian [0, 5].
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Hình 2.1: Quỹ đạo của ∥x(t)∥2 trong Ví dụ 2.1.9.

Để đánh giá hiệu suất tiêu hao với điều kiện ban đầu bằng không, ta định

nghĩa hàm hiệu suất TP (t), t ∈ [0, 5] như sau

TP (t) =

∫ t

0

e−λ(t−s)(t− s)α−1Ĵ(s) ds− γ

∫ t

0

e−λ(t−s)(t− s)α−1ω⊤(s)ω(s) ds.

Hình 2.2 cho thấy rằng TP (t) luôn dương trên toàn bộ khoảng thời gian xem

xét, qua đó xác nhận điều kiện (ii) trong Định nghĩa 2.1.4.

0 1 2 3 4 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5
x 10

4

Time(sec)

 

 

TP(t)

Hình 2.2: Quỹ đạo của hàm hiệu suất TP (t) trong Ví dụ 2.1.9.
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2.2 Bài toán tiêu hao mở rộng trong thời gian hữu hạn cho
lớp hệ nơ-ron không chắc chắn cấp phân số Caputo
có nhiễu

Trong những năm gần đây, khái niệm tiêu hao mở rộng đã thu hút được

nhiều sự quan tâm trong lý thuyết điều khiển và hệ động lực. Khái niệm này

được B. Zhang và các cộng sự [83] đề xuất vào năm 2013 nhằm xây dựng một

khuôn khổ thống nhất cho việc khảo sát các tính chất hiệu suất của hệ, bao gồm

tính chất H∞, L2−L∞ và tính thụ động. Tiếp đó, H. Gao cùng các cộng sự [22]

đã mở rộng khái niệm này cho trường hợp thời gian hữu hạn, qua đó cho phép

xem xét đồng thời các tính chất H∞, L2−L∞, tính thụ động và (R, T, S)-tiêu

hao trong một khuôn khổ thống nhất.

Trong mục này, chúng tôi nghiên cứu bài toán tiêu hao mở rộng trong thời

gian hữu hạn đối với lớp hệ nơ-ron không chắc chắn phi tuyến cấp phân số

Caputo có nhiễu như sau

C
0 D

α
t x(t) = −[A+∆A(t)]x(t) + [W +∆W (t)]g(x(t))

+[D +∆D(t)]ω(t), t ≥ 0,

y(t) = C1x(t) + C2g(x(t)), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ Rn,

(2.28)

trong đó x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))
⊤ ∈ Rn là véc tơ trạng thái, y(t) ∈ Rm

là véc tơ đầu ra, ω(.) ∈ L2([0,+∞),Rq) là nhiễu đầu vào và

g(x(t)) = (g1(x1(t)), . . . , gn(xn(t)))
⊤

là các hàm kích hoạt phi tuyến. Ma trận A = diag{a1, . . . , an} là ma trận đường

chéo xác định dương, các ma trận W,D,C1, C2 là các ma trận thực đã biết với

kích thước phù hợp.

Để phân tích tính tiêu hao của hệ, chúng tôi sử dụng các giả thiết sau.

Giả thiết 2.2.1. Các ma trận tham số ∆A(t), ∆D(t) và ∆W (t) xác định bởi

∆A(t) = E1F1(t)H1, ∆W (t) = E2F2(t)H2, ∆D(t) = E3F3(t)H3,
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trong đó E1, E2, E3, H1, H2, H3 là các ma trận thực đã biết có kích thước phù

hợp, còn F1(t), F2(t), F3(t) là các ma trận chưa biết biến thiên theo thời gian,

thỏa mãn

F⊤
i (t)Fi(t) ≤ I, ∀t ≥ 0, i = 1, 2, 3.

Giả thiết 2.2.2. Các hàm kích hoạt phi tuyến gi(t)(i = 1, 2, . . . , n) là liên tục

và bị chặn với gi(0) = 0, thỏa mãn

k−i ≤ gi(u)− gi(v)

u− v
≤ k+i , (2.29)

trong đó k−i , k
+
i là các số thực đã biết, u, v ∈ R, u ̸= v.

Khi không có véc tơ đầu ra y(t), hệ (2.28) trở thành
C
0 D

α
t x(t) = −[A+∆A(t)]x(t) + [W +∆W (t)]g(x(t))

+[D +∆D(t)]ω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ Rn.

(2.30)

Định nghĩa 2.2.3. Cho ma trận R ∈ S+n và các số dương c1, c2, ω, T (c1 < c2).

Hệ (2.30) được gọi là bị chặn vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số

(c1, c2, T, ω̄, R) nếu điều kiện sau được thoả mãn

x⊤0 Rx0 ≤ c1 ⇒ x⊤(t)Rx(t) < c2, ∀t ∈ [0, T ],

với mọi nhiễu đầu vào ω(t) thỏa mãn Giả thiết 2.1.2.

Định nghĩa 2.2.4. Giả sử các Giả thiết 2.1.2, 2.2.1, 2.2.2 được thoả mãn. Hệ

(2.28) được gọi là tiêu hao mở rộng vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ

tham số (c1, c2, T, ω,R), nếu hai điều kiện sau được thỏa mãn

(i) Hệ (2.30) là bị chặn vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số

(c1, c2, T, ω,R).

(ii) Với điều kiện ban đầu bằng không, bất đẳng thức sau đây được thỏa mãn

0I
α
t Ĵ(t)− y⊤(t)Ψ4y(t) ≥ 0, ∀t ∈ [0, T ], (2.31)
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trong đó

Ĵ(t) = y⊤(t)Ψ1y(t) + 2y⊤(t)Ψ2ω(t) + ω⊤(t)Ψ3ω(t),

với Ψ1,Ψ3,Ψ4 là các ma trận thực đối xứng, có số chiều thích hợp thỏa mãn

Ψ1 ≤ 0,Ψ3 ≥ 0,Ψ4 ≥ 0 và Ψ2 là một ma trận thực có số chiều thích hợp.

Nhận xét 2.2.5. Định nghĩa 2.2.4 bao hàm nhiều chỉ số hiệu suất quan trọng

như các trường hợp riêng thông qua việc lựa chọn thích hợp các ma trận

Ψ1,Ψ2,Ψ3 và Ψ4.

(i) Nếu chọn Ψ1 = −ρI,Ψ2 =
1
2I,Ψ3 = 0,Ψ4 = 0, với ρ > 0, thì ta nhận được

0I
α
t

(
y⊤(t)ω(t)− ρy⊤(t)y(t)

)
≥ 0,

tương ứng với tính thụ động trong thời gian hữu hạn cho hệ cấp phân số.

(ii) Nếu chọn Ψ1 = −I,Ψ2 = 0,Ψ3 = γ2I,Ψ4 = 0, thì điều kiện (2.31)

trở thành

0I
α
t

(
γ2ω⊤(t)ω(t)− y⊤(t)y(t)

)
≥ 0,

đây chính là hiệu suất H∞ trong thời gian hữu hạn cho hệ cấp phân số.

(iii) Nếu chọn Ψ1 = Q,Ψ2 = S,Ψ3 = R,Ψ4 = 0, thì Định nghĩa 2.2.4 suy biến

về tính tiêu hao (Q,S,R) trong thời gian hữu hạn cho hệ cấp phân số.

Do đó, Định nghĩa 2.2.4 cung cấp một khuôn khổ tổng quát và thống nhất để

khảo sát nhiều chỉ số hiệu suất khác nhau cho các hệ cấp phân số.

Đối với hệ (2.28), chúng tôi thiết lập các điều kiện đủ đảm bảo tính tiêu hao

mở rộng vững trong thời gian hữu hạn như sau.

Định lý 2.2.6. Cho các số dương c1, c2, ω, T với c1 < c2 và ma trận R ∈ S+n .
Giả sử các giả thiết 2.1.2, 2.2.1, 2.2.2 được thoả mãn. Hệ (2.28) là tiêu hao mở

rộng vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T, R, ω), nếu tồn

tại ba số dương ϵ1, ϵ2, ϵ3, hai ma trận Q,X ∈ S+n , và ma trận đường chéo xác
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định dương Λ ∈ Rn×n sao cho các điều kiện sau được thỏa mãn

Ω11 Ω12 Ω13 QE1 QE2 QE3

∗ Ω22 −C⊤
2 Ψ2 0 0 0

∗ ∗ Ω33 0 0 0

∗ ∗ ∗ −ϵ1I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −ϵ2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ϵ3I


< 0, (2.32a)

λ2c1 +
λmax(Ψ3)ω

Γ(α + 1)
Tα < λ1c2, (2.32b)[

C⊤
1 Ψ4C1 C⊤

1 Ψ4C2

∗ C⊤
2 Ψ4C2

]
<

[
X 0

0 I

]
, (2.32c)

X +K2 < Q, (2.32d)

trong đó

K = diag
{
k+1 , k

+
2 , . . . , k

+
n

}
, K1 = diag

{
k−1 k

+
1 , k

−
2 k

+
2 , . . . , k

−
n k

+
n

}
,

K2 = diag

{
k−1 + k+1

2
,
k−2 + k+2

2
, . . . ,

k−n + k+n
2

}
,

Q = R− 1
2QR− 1

2 , λ1 = λmin(Q), λ2 = λmax(Q),

Ω11 = −QA− A⊤Q+ ϵ1h
⊤
1 h1 − C⊤

1 Ψ1C1 −K1Λ,

Ω22 = ϵ2H
⊤
2 H2 − C⊤

2 Ψ1C2 − Λ,

Ω33 = ϵ3H
⊤
3 H3 −Ψ3, Ω12 = QW − C⊤

1 Ψ1C2 +K2Λ, Ω13 = QD − C⊤
1 Ψ2.

Chứng minh. Xét hàm Lyapunov cho hệ (2.28) dưới dạng như sau

V (x(t)) = x⊤(t)Qx(t).

Sử dụng Bổ đề 1.6.3, ta đánh giá đạo hàm Caputo cấp α của V (x(t)) như sau

C
0 D

α
t V (x(t)) ≤ 2x⊤(t)Q C

0 D
α
t x(t)

= x⊤(t)[−QA− A⊤Q]x(t)− 2x⊤(t)QE1F1(t)H1x(t)

+ 2x⊤(t)QWg(x(t)) + 2x⊤(t)QE2F2(t)H2g(x(t))

+ 2x⊤(t)QDω(t) + 2x⊤(t)QE3F3(t)H3ω(t).

(2.33)
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Áp dụng bất đẳng thức ma trận Cauchy, kết hợp với Giả thiết 2.2.1 ta thu được

các ước lượng sau

−2x⊤(t)QE1F1(t)H1x(t) ≤ ϵ−1
1 x⊤(t)QE1E

⊤
1 Qx(t)

+ ϵ1x
⊤(t)H⊤

1 H1x(t),

2x⊤(t)QE2F2(t)H2g(x(t))≤ϵ−1
2 x⊤(t)QE2E

⊤
2 Qx(t)

+ ϵ2g
⊤(x(t))H⊤

2 H2g(x(t)),

2x⊤(t)QE3F3(t)H3ω(t) ≤ ϵ−1
3 x⊤(t)QE3E

⊤
3 Qx(t)

+ ϵ3ω
⊤(t)H⊤

3 H3ω(t).

(2.34)

Cộng các bất đẳng thức trong (2.34) vào (2.33), ta thu được

C
0 D

α
t V (x(t)) ≤ x⊤(t)

[
−QA− A⊤Q+ ϵ−1

1 QE1E
⊤
1 Q+ ϵ1H

⊤
1 H1

+ ϵ−1
2 QE2E

⊤
2 Q+ ϵ−1

3 QE3E
⊤
3 Q
]
x(t)

+ ϵ3ω
⊤(t)H⊤

3 H3ω(t) + ϵ2g
⊤(x(t))H⊤

2 H2g(x(t))

+ 2x⊤(t)QWg(x(t)) + 2x⊤(t)QDω(t).

(2.35)

Mặt khác, ta có

Ĵ(t) = y⊤(t)Ψ1y(t) + 2y⊤(t)Ψ2ω(t) + ω⊤(t)Ψ3ω(t)

= x⊤(t)C⊤
1 Ψ1C1x(t) + 2x⊤(t)C⊤

1 Ψ1C2g(x(t))

+ g⊤(x(t))C⊤
2 Ψ1C2g(x(t))

+ 2x⊤(t)C⊤
1 Ψ2ω(t) + 2g⊤(x(t))C⊤

2 Ψ2ω(t)

+ ω⊤(t)Ψ3ω(t).

(2.36)

Kết hợp (2.35) và (2.36), ta thu được

C
0 D

α
t V (x(t))− Ĵ(t)

≤ x⊤(t)
[
−QA− A⊤Q+ ϵ−1

1 QE1E
⊤
1 Q+ ϵ1H

⊤
1 H1

+ ϵ−1
2 QE2E

⊤
2 Q+ ϵ−1

3 QE3E
⊤
3 Q− C⊤

1 Ψ1C1

]
x(t)

+ ω⊤(t)[ϵ3H
⊤
3 H3 −Ψ3]ω(t)

+ g⊤(x(t))[ϵ2H
⊤
2 H2 − C⊤

2 Ψ1C2]g(x(t))

+ 2x⊤(t)[QW − C⊤
1 Ψ1C2]g(x(t)) + 2x⊤(t)[QD − C⊤

1 Ψ2]ω(t)

− 2g⊤(x(t))C⊤
2 Ψ2ω(t).

(2.37)
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Mặt khác, từ Giả thiết 2.2.2 cho ta

k−i xi(t) ≤ gi(xi(t)) ≤ k+i xi(t).

Do đó, với mọi Λii > 0, i = 1, 2, . . . , n, ta suy ra

[gi(xi(t))− k−i xi(t)]Λii[k
+
i xi(t)− gi(xi(t))] ≥ 0.

Bất đẳng thức trên tương đương với

gi(xi(t))Λii(k
−
i + k+i )xi(t)− xi(t)Λiik

−
i k

+
i − gi(xi(t))Λiigi(xi(t)) ≥ 0.

Từ đó, ta có

[
x⊤(t) g⊤(x(t))

] [−K1Λ K2Λ

ΛK⊤
2 −Λ

][
x(t)

g(x(t))

]
= −x⊤(t)K1Λx(t) + 2x⊤(t)K2Λg(x(t))− g⊤(x(t))Λg(x(t))

=
n∑

i=1

[
gi(xi(t))Λiikixi(t)− xi(t)Λiik

−
i k

+
i − gi(xi(t))Λiigi(xi(t))

]
≥ 0,

(2.38)

trong đó Λ = diag{Λ11,Λ22, . . . ,Λnn} và ki = k−i + k+i .

Kết hợp (2.37) và (2.38), ta có

C
0 D

α
t V (x(t))− Ĵ(t)

≤ x⊤(t)

[
−QA− A⊤Q+ ϵ−1

1 QE1E
⊤
1 Q+ ϵ1H

⊤
1 H1

+ ϵ−1
2 QE2E

⊤
2 Q+ ϵ−1

3 QE3E
⊤
3 Q− C⊤

1 Ψ1C1 −K1Λ

]
x(t)

+ ω⊤(t)[ϵ3H
⊤
3 H3 −Ψ3]ω(t)

+ g⊤(x(t))[ϵ2H
⊤
2 H2 − C⊤

2 Ψ1C2 − Λ]g(x(t))

+ 2x⊤(t)[QW − C⊤
1 Ψ1C2 +K2Λ]g(x(t)) + 2x⊤(t)[QD − C⊤

1 Ψ2]ω(t)

− 2g⊤(x(t))C⊤
2 Ψ2ω(t).

Hay, ta có

C
0 D

α
t V (x(t))− Ĵ(t) ≤ η⊤(t)Ξη(t), (2.39)
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trong đó

η⊤(t) =
[
x⊤(t) g⊤(x(t)) ω⊤(t)

]
,

Ξ =


Ξ11 Ξ12 Ξ13

∗ Ξ22 −C⊤
2 Ψ2

∗ ∗ Ξ33

 ,

Ξ11 = −QA− A⊤Q+ ϵ−1
1 QE1E

⊤
1 Q+ ϵ1H

⊤
1 H1 + ϵ−1

2 QE2E
⊤
2 Q

+ ϵ−1
3 QE3E

⊤
3 Q− C⊤

1 Ψ1C1 −K1Λ,

Ξ22 = ϵ2H
⊤
2 H2 − C⊤

2 Ψ1C2 − Λ,

Ξ33 = ϵ3H
⊤
3 H3 −Ψ3,

Ξ12 = QW − C⊤
1 Ψ1C2 +K2Λ, Ξ13 = QD − C⊤

1 Ψ2.

Áp dụng Bổ đề Schur, điều kiện Ξ < 0 là tương đương với (2.32a). Do đó, kết

hợp với (2.39), ta suy ra được bất đẳng thức

C
0 D

α
t V (x(t)) ≤ Ĵ(t),∀t ≥ 0. (2.40)

Tiếp theo, chúng tôi chia quá trình chứng minh thành hai bước:

Bước 1. Ta sẽ chứng minh rằng hệ đóng (2.30) là bị chặn vững trong thời gian

hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T, ω,R).

Trong trường hợp hệ (2.30) không có véc tơ đầu ra y(t), ta có

Ĵ(t) = ω⊤(t)Ψ3ω(t).

Khi đó, bất đẳng thức (2.40) được rút gọn thành

C
0 D

α
t V (x(t)) ≤ ω⊤(t)Ψ3ω(t) ≤ λmax(Ψ3)ω

⊤(t)ω(t), ∀t ∈ [0, T ]. (2.41)

Lấy tích phân hai vế của bất đẳng thức (2.41) từ 0 đến t với 0 ≤ t ≤ T , ta thu

được ước lượng sau

x⊤(t)Qx(t) ≤ x(0)Qx(0) +
λmax(Ψ3)

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ω⊤(s)ω(s)ds

≤ x⊤0 Qx0 +
ωλmax(Ψ3)

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds

≤ x⊤0 Qx0 +
ωλmax(Ψ3)

Γ(α + 1)
Tα.

(2.42)
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Mặt khác, với

x⊤(t)Qx(t) = x⊤(t)R
1
2QR

1
2x(t) ≥ λmin(Q) x⊤(t)Rx(t) = λ1x

⊤(t)Rx(t), (2.43)

x⊤0 Qx0 = x⊤0 R
1
2 QR

1
2x0 ≤ λmax(Q) x⊤0 Rx0 = λ2 x

⊤
0 Rx0 ≤ λ2c1. (2.44)

Từ các bất đẳng thức (2.42), (2.43) và (2.44), ta suy ra

λ1x
⊤(t)Rx(t) ≤ V (x(t)) = x⊤(t)Qx(t) ≤ λ2c1 +

ω λmax(Ψ3)

Γ(α + 1)
Tα. (2.45)

Kết hợp với điều kiện (2.32b), từ (2.45) suy ra rằng nếu điều kiện ban đầu

thỏa mãn

x⊤0 Rx0 ≤ c1 ⇒ x⊤(t)Rx(t) < c2.

Do đó, hệ (2.30) là bị chặn vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số

(c1, c2, T, ω,R).

Bước 2. Chứng minh tính tiêu hao mở rộng vững của hệ(2.28).

Xét điều kiện đầu bằng không, tức là x(0) = 0. Khi đó, V (0) = 0. Áp dụng

toán tử 0I
α
t vào hai vế của (2.40), ta thu được

0I
α
t

(
C
0 D

α
t V (x(t))

)
≤ 0I

α
t Ĵ(t), t ∈ [0, T ]. (2.46)

Theo Bổ đề 1.1.14, ta có

0I
α
t

(
C
0 D

α
t V (x(t))

)
= V (x(t))− V (x(0)).

Do đó, từ điều kiện V (x(0)) = 0 và bất đẳng thức (2.46), ta suy ra

V (x(t)) ≤ 0I
α
t Ĵ(t), ∀t ∈ [0, T ], (2.47)

trong đó

0I
α
t Ĵ(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1Ĵ(s) ds.

Mặt khác, từ (2.32c), ta có

y⊤(t)Ψ4y(t) =
[
x⊤(t) g⊤(x(t))

] [C⊤
1 Ψ4C1 C⊤

1 Ψ4C2

∗ C⊤
2 Ψ4C2

][
x(t)

g(x(t))

]

<
[
x⊤(t) g⊤(x(t))

] [X 0

0 I

][
x(t)

g(x(t))

]
=x⊤(t)Xx(t) + g⊤(x(t))g(x(t)).

(2.48)
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Từ Giả thiết 2.2.2, ta có

g⊤(x(t))g(x(t)) ≤ x⊤(t)K2x(t).

Từ đó, suy ra

y⊤(t)Ψ4y(t) < x⊤(t)(X +K2)x(t). (2.49)

Kết hợp với (2.32d), ta có

y⊤(t)Ψ4y(t) < x⊤(t)Qx(t) = V (x(t)). (2.50)

Từ (2.47) và (2.50), ta suy ra

y⊤(t)Ψ4y(t) < 0I
α
t Ĵ(t), ∀t ∈ [0, T ]. (2.51)

Kết hợp Bước 1 và Bước 2, ta kết luận rằng hệ (2.28) là tiêu hao mở rộng vững

trong thời gian hữu hạn đối với (c1, c2, T, ω̄, R). Định lý được chứng minh.

Nhận xét 2.2.7. Trong lĩnh vực hệ nơ-ron cấp phân số, bài toán phân tích

tiêu hao đã được nghiên cứu trong [59]. Công trình này xem xét bài toán dưới

góc độ ổn định tiệm cận theo nghĩa Lyapunov, trong đó tập trung vào quỹ đạo

của véc tơ trạng thái khi thời gian tiến tới vô cùng. Trong khi đó, tính bị chặn

trong thời gian hữu hạn liên quan đến việc ràng buộc quỹ đạo trạng thái trong

một khoảng thời gian hữu hạn xác định. Nghiên cứu này của chúng tôi là công

trình đầu tiên nghiên cứu bài toán phân tích tiêu hao cho lớp hệ nơ-ron cấp

phân số theo nghĩa bị chặn trong thời gian hữu hạn.

Bằng cách chọn các ma trận Ψ1 = 0, Ψ2 = I, Ψ3 = γI và Ψ4 = 0, trong đó

γ là một hằng số dương, từ Định lý 2.2.6 ta suy ra các tiêu chí thụ động cho

hệ (2.28) như sau.

Hệ quả 2.2.8. Cho các số dương c1, c2, ω, T với c1 < c2 và một ma trận R ∈ S+n .
Giả sử các giả thiết 2.1.2, 2.2.1 và 2.2.2 được thoả mãn. Hệ (2.28) là thụ động

vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T, R, ω) nếu tồn tại các

số dương ϵ1, ϵ2, ϵ3, γ, hai ma trận Q,X ∈ S+n và một ma trận đường chéo xác
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định dương Λ ∈ Rn×n sao cho các điều kiện sau được thỏa mãn

M11 M12 M13 QE1 QE2 QE3

∗ M22 −C⊤
2 0 0 0

∗ ∗ M33 0 0 0

∗ ∗ ∗ −ϵ1I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −ϵ2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ϵ3I


< 0, (2.52a)

λ2c1 +
γ ω

Γ(α + 1)
Tα < λ1c2, (2.52b)[

X 0

0 I

]
> 0, (2.52c)

X +K2 < Q, (2.52d)

trong đó

K = diag{k+1 , k+2 , . . . , k+n }, K1 = diag{k−1 k+1 , k−2 k+2 , . . . , k−n k+n },

K2 = diag

{
k−1 + k+1

2
,
k−2 + k+2

2
, . . . ,

k−n + k+n
2

}
,

Q = R−1/2QR−1/2, λ1 = λmin(Q), λ2 = λmax(Q),

M11 = −QA− A⊤Q+ ϵ1H
⊤
1 H1 −K1Λ,

M22 = ϵ2H
⊤
2 H2 − Λ, M33 = ϵ3H

⊤
3 H3 − γI,

M12 = QW +K2Λ, M13 = QD − C⊤
1 .

Tiếp theo, ta xét một trường hợp đặc biệt của hệ (2.28) khi các thành phần

bất định bị triệt tiêu, tức là

∆A(t) = 0,∆W (t) = 0 và ∆D(t) = 0.

Khi đó, hệ (2.28) suy biến về mạng nơ-ron dưới đây
C
0 D

α
t x(t) = −Ax(t) +Wg(x(t)) +Dω(t), t ≥ 0,

y(t) = C1x(t) + C2g(x(t)), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ Rn.

(2.53)
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Từ Định lý 2.2.6, ta thu được hệ quả về tính tiêu hao như sau.

Hệ quả 2.2.9. Cho các số dương c1, c2, ω, T với c1 < c2 và một ma trận R ∈ S+n .
Giả sử các giả thiết 2.2.2–2.1.2 được thoả mãn. Hệ (2.53) là tiêu hao vững trong

thời gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T, R, ω), nếu tồn tại hai ma trận

Q,X ∈ S+n và một ma trận đường chéo xác định dương Λ ∈ Rn×n sao cho các

điều kiện sau được thỏa mãn
Φ11 Φ12 QD − C⊤

1 Ψ2

∗ −C⊤
2 Ψ1C2 − Λ −C⊤

2 Ψ2

∗ ∗ −Ψ3

 < 0, (2.54a)

λ2c1 +
λmax(Ψ3)ω

Γ(α + 1)
Tα < λ1c2, (2.54b)[

C⊤
1 Ψ4C1 C⊤

1 Ψ4C2

∗ C⊤
2 Ψ4C2

]
<

[
X 0

0 I

]
, (2.54c)

X +K2 < Q, (2.54d)

trong đó

Φ11 = −QA− A⊤Q− C⊤
1 Ψ1C1 −K1Λ, Φ12 = QW − C⊤

1 Ψ1C2 +K2Λ.

Để so sánh với các kết quả đã có trước đó, ta xét trường hợp đặc biệt sau,

trong đó hệ đang xét trở thành một hệ cấp phân số tuyến tính sauC
0 D

α
t x(t) = Ax(t) +Dω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ Rn,
(2.55)

trong đó α ∈ (0, 1) là cấp phân số của hệ, x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái,

ω(t) ∈ Rq là véc tơ nhiễu đầu vào thỏa mãn Giả thiết 2.1.2, và x0 ∈ Rn là điều

kiện ban đầu. Các ma trận A ∈ Rn×n và D ∈ Rn×q là các ma trận thực đã biết.

Từ Hệ quả 2.2.9, ta thu được kết quả cho tính bị chặn trong thời gian hữu

hạn như sau.

Hệ quả 2.2.10. Cho các số dương c1, c2, ω, T với c1 < c2 và một ma trận

R ∈ S+n . Giả sử giả thiết 2.1.2 được thoả mãn. Hệ (2.55) là bị chặn trong thời
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gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T, R, ω), nếu tồn tại hai ma trận đối

xứng xác định dương Q,P sao cho các điều kiện sau được thỏa mãn[
QA+ A⊤Q QD

D⊤Q −P

]
< 0, (2.56a)

λ2c1 +
λmax(P )ω

Γ(α + 1)
Tα < λ1c2, (2.56b)

trong đó

λ1 = λmin(Q), λ2 = λmax(Q), Q = R− 1
2QR− 1

2 .

Tiếp theo, chúng tôi trình bày một ví dụ số nhằm minh họa cho các kết quả

lý thuyết đã thu được.

Ví dụ 2.2.11. Xét hệ nơ-ron cấp phân số (2.28) với

x(t) = (x1(t), x2(t))
⊤ ∈ R2,

cấp phân số α = 0.5 và các tham số sau

A =

[
2 0

0 2

]
, E1 =

[
0.1

0

]
, H1 =

[
0.5 0.6

]
, F1(t) = sin t,

W =

[
0.5 0.5

0.8 0.9

]
, E2 =

[
0

0.1

]
, H2 =

[
0.4 0.5

]
, F2(t) = cos t,

D =

[
0.1

0.2

]
, E3 =

[
0.5

0.6

]
, H3 =

[
0.1
]
, F3(t) = cos t,

C1 =

[
0.1 0.1

0.4 0.8

]
, C2 =

[
0.2 0.3

0.1 0.1

]
.

Hàm kích hoạt được chọn

g(x(t)) = (tanh x1(t), tanhx2(t))
⊤ ∈ R2,

thoả mãn Giả thiết 2.2.2 với

K =

[
1 0

0 1

]
, K1 =

[
0 0

0 0

]
, K2 =

[
0.5 0

0 0.5

]
.
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Chọn c1 = 1, c2 = 4.9, R =

[
1 0

0 1

]
, T = 10, và véc tơ nhiễu ω(t) = sin t.

Dễ thấy rằng Giả thiết 2.1.2 được thỏa mãn với ω = 1 và các ma trận Ψi

(i = 1, 2, 3, 4) được chọn như sau

Ψ1 =

[
0 0

0 0

]
, Ψ2 =

[
0

0

]
, Ψ3 =

[
10
]
, Ψ4 =

[
4 0

0 3

]
.

Bằng cách sử dụng Hộp công cụ Điều khiển LMI trong MATLAB [21], ta thấy rằng

các điều kiện trong Định lý 2.2.6 được thỏa mãn với

ϵ1 = 5.3550, ϵ2 = 4.9576, ϵ3 = 21.9482,

Q =

[
10.9993 −0.3774

−0.3774 9.6456

]
, X =

[
6.1501 −0.0119

−0.0119 5.6736

]
,Λ =

[
23.1580 0

0 21.3563

]
.

Do đó, theo Định lý 2.2.6, hệ được xét là bị chặn vững trong thời gian hữu hạn

đối với bộ tham số (1, 4,9, 10, I, 1).

Với điều kiện ban đầu được chọn là x0 = (0.7, 0.7)
⊤ ∈ R2. Hình 2.3 thể hiện

quỹ đạo của x⊤(t)Rx(t) của hệ đang xét là bị chặn vững trong thời gian hữu

hạn đối với bộ tham số (1, 4,9, 10, I, 1).
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Time(sec)

 

 

x(t)
T
Rx(t)

c
1
=1

c
2
=4.9

x(t)
T
Rx(t)

Hình 2.3: Quỹ đạo của x⊤(t)Rx(t) trong Ví dụ 2.2.11

Để kiểm tra hiệu suất tiêu hao trong thời gian hữu hạn, chúng tôi định nghĩa

hàm hiệu suất tiêu hao như sau

TP (t) := 0I
α
t Ĵ(t)− y⊤(t)Ψ4y(t) ≥ 0, ∀t ∈ [0, T ], t ∈ [0, 10].
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Hình 2.4 cho thấy rằng hàm hiệu suất tiêu hao TP (t) luôn dương, điều này cho

thấy điều kiện (ii) trong Định nghĩa 2.2.4 được thoả mãn.
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Hình 2.4: Quỹ đạo của hàm TP (t) trong Ví dụ 2.2.11

Để so sánh với các nghiên cứu đã trước đó, ta xét trường hợp đặc biệt của

hệ (2.56) dưới dạng hệ cấp phân số tuyến tính sau.

Ví dụ 2.2.12. Xét hệ tuyến tính cấp phân số sauC
0 D

0.4
t x(t) = Ax(t) +Dω(t), t ≥ 0,

x(0) = (x1(0), x2(0))
⊤ ∈ R2,

(2.57)

trong đó

x(t) ∈ R2, ω(t) =

(
0.1 sin t

0.1 cos t

)
∈ R2, A =

[
−1 2

0 −1

]
, D =

[
1 0

0 1

]
.

Sau đây, ta xét hai trường hợp nhằm so sánh với kết quả trong [46].

Trường hợp I. Giả sử c1 = 1, T = 10, R = I và ω = 0.01. Ta nhận thấy rằng

các điều kiện (2.56a) và (2.56b) trong Hệ quả 2.2.10 được thỏa mãn với

Q =

[
0.2601 0.0692

0.0692 0.5574

]
, P =

[
1.1161 0

0 1.1161

]
,

và với mọi c2 ≥ 2.5. Do đó, theo Hệ quả 2.2.10, hệ (2.57) là bị chặn trong thời

gian hữu hạn đối với bộ tham số (1, c2, 10, I, 0.01) với mọi c2 ≥ 2.5.

Sử dụng Định lý 3 trong [46], ta có thể xác minh rằng hệ thống là bị chặn trong

thời gian hữu hạn với bộ tham số (1, c2, 10, I, 0.01) với mọi c2 ≥ 10.2957. Do
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đó, kết quả của chúng tôi thể hiện sự cải thiện rõ rệt về giới hạn đánh giá so

với kết quả trong [46].

Trường hợp II. Giả sử c1 = 1, c2 = 5.7, R = I và ω = 0.01. Theo Bổ

đề 2.2.10, hệ (2.57) là bị chặn trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số

(1, 5.7, T, I, 0.01) với mọi 0 < T ≤ Tmax = 20.

Lưu ý rằng trong [46], giá trị lớn nhất của T được đảm bảo là Tmax = 1. Do đó,

kết quả của chúng tôi mang lại miền khả thi lớn hơn so với kết quả trong [46].

2.3 Kết luận chương 2

Chương này đã nghiên cứu bài toán tiêu hao trong thời gian hữu hạn đối với

một số lớp hệ nơ-ron không chắc chắn cấp phân số. Đối với lớp hệ Caputo với

nhân suy giảm, việc xây dựng các đánh giá Lyapunov gặp khó khăn do cấu trúc

của toán tử khác với trường hợp Caputo cổ điển. Để xử lý vấn đề này, luận án

đã thiết lập các Bổ đề 1.6.4 và 1.6.5, kết hợp với phương pháp hàm Lyapunov

và kỹ thuật bất đẳng thức ma trận tuyến tính. Các kết quả chính đạt được như

sau:

� Đối với lớp hệ nơ-ron không chắc chắn cấp phân số Caputo với nhân suy

giảm, có nhiễu ngoài và trễ hằng số, luận án đã thiết lập các điều kiện đủ

đảm bảo tính tiêu hao trong thời gian hữu hạn dưới dạng các bất đẳng

thức ma trận tuyến tính, trên cơ sở sử dụng phương pháp hàm Lyapunov.

� Đối với lớp hệ nơ-ron không chắc chắn cấp phân số Caputo có nhiễu, luận

án đã thiết lập các điều kiện đủ đảm bảo tính tiêu hao mở rộng trong thời

gian hữu hạn dưới dạng các bất đẳng thức ma trận tuyến tính, trên cơ sở

sử dụng phương pháp hàm Lyapunov.

� Các ví dụ số và mô phỏng được xây dựng nhằm minh họa tính khả thi của

các điều kiện đủ đã thiết lập. Kết quả mô phỏng cho thấy các điều kiện lý

thuyết thu được có thể được kiểm chứng bằng tính toán số.
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Chương 3

Bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong
thời gian hữu hạn cho một số lớp hệ phương
trình vi phân cấp phân số

Tiếp theo, luận án chuyển từ việc phân tích tính ổn định và các chỉ số hiệu

năng trong thời gian hữu hạn sang bài toán thiết kế điều khiển. Cụ thể, Chương

3 nghiên cứu bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn cho

một số lớp hệ phương trình vi phân cấp phân số có trễ. Mục tiêu là thiết lập

các điều kiện đủ dưới dạng bất đẳng thức ma trận tuyến tính nhằm xây dựng

luật điều khiển phản hồi trạng thái, bảo đảm hệ đóng ổn định trong thời gian

hữu hạn và hàm chi phí không vượt quá một chặn trên cho trước.

Nội dung của chương được xây dựng dựa trên hai bài báo [CT2, CT3] trong

danh mục các công trình khoa học đã công bố của tác giả liên quan đến luận án.

3.1 Bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian
hữu hạn cho lớp hệ tổ hợp lồi cấp phân số Caputo có
trễ biến thiên

Xét hệ không chắc chắn tổ hợp lồi cấp phân số Caputo có trễ biến thiên

như sau{
C
0 D

αx(t) = A(ξ)x(t) +D(ξ)x(t− h(t)) +B(ξ)u(t), t > 0,

x(η) = φ(η), ∀η ∈ [−h2, 0],
(3.1)

trong đó 0 < α < 1, x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm là luật điều
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khiển và các ma trận chưa biết A(ξ), B(ξ), D(ξ) của hệ thuộc tổ hợp lồi Ω được

cho bởi

Ω :=

{
[A,B,D](ξ) =

s∑
i=1

ξi[Ai, Bi, Di]

∣∣∣∣∣
s∑

i=1

ξi = 1, ξi > 0, i ∈ {1, . . . , s}

}
,

trong đó Ai, Di ∈ Rn×n, Bi ∈ Rn×m, (i = 1, 2, ...s, s > 1) là các ma trận thực,

hàm trễ h(t) thỏa mãn 0 < h1 ≤ h(t) ≤ h2, ∀t > 0, hàm điều kiện ban đầu

φ(t) ∈ C([−h2, 0],Rn) với ∥φ∥ = sup
s∈[−h2,0]

∥φ(s)∥.

Cho số T > 0. Liên kết với hệ (3.1) là hàm chi phí toàn phương sau

J =
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1
[
x⊤(s)Mx(s) + u⊤(s)Ru(s)

]
ds, (3.2)

trong đó M và R là các ma trận đối xứng xác định dương.

Khi không có điều khiển u(t), hệ (3.1) trở thành{
C
0 D

α
t x(t) = A(ξ)x(t) +D(ξ)x(t− h(t)), t > 0,

x(η) = φ(η), ∀η ∈ [−h2, 0].
(3.3)

Định nghĩa 3.1.1. Cho c2 > c1 > 0, T > 0. Hệ (3.3) được gọi là ổn định vững

trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T ) nếu điều kiện sau được

thỏa mãn

∥φ∥2 ≤ c1 ⇒ ∥x(t)∥2 < c2, ∀t ∈ [0, T ].

Định nghĩa 3.1.2. Cho c2 > c1 > 0, T > 0. Hệ (3.1) được gọi là ổn định hóa

vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T ) nếu tồn tại một điều

khiển phản hồi trạng thái dạng u(t) = Kx(t) sao cho hệ đóng{
C
0 D

α
t x(t) = [A(ξ) +B(ξ)K]x(t) +D(ξ)x(t− h(t)),

x(η) = φ(η), ∀η ∈ [−h2, 0],
(3.4)

là ổn định vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T ).

Định nghĩa 3.1.3. Đối với hệ (3.1) và hàm chi phí (3.2), nếu tồn tại một điều

khiển phản hồi trạng thái u∗(t) và một hằng số dương J∗ sao cho hệ đóng (3.4)
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là ổn định vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T ) và hàm

chi phí thỏa mãn J ≤ J∗, thì u∗(t) được gọi là luật điều khiển đảm bảo chi phí

trong thời gian hữu hạn và J∗ được gọi là chi phí đảm bảo.

Để xây dựng các điều kiện LMI trong quá trình thiết kế điều khiển, chúng

tôi xét các chỉ số i, j = 1, 2, . . . , s với i ̸= j và định nghĩa ma trận

S =

[
S 0

0 0

]
,

trong đó S là một ma trận đối xứng xác định dương chưa biết. Các biểu thức

sau được sử dụng trong quá trình thiết kế điều kiện LMI

Wii = AiP +BiY + (AiP +BiY )⊤ − h2P + S,

Wjj = AiP +BiY + AjP +BjY + (AiP +BiY + AjP +BjY )⊤

− 2h2P − 2S

s− 1
,

q = Eα(h2T
α)

[T/h1]+1∑
j=0

(Eα(h2T
α)− 1)

j
, β =

λmax(P )

λmin(P )
, β0 =

2h2qT
α

Γ(α + 1)
+ 1

λmin(P )
.

Định lý 3.1.4. Cho c2 > c1 > 0, T > 0. Xét hệ (3.1) với hàm chi phí (3.2).

Giả sử tồn tại các ma trận P , S ∈ S+n và ma trận thực Y với kích thước phù

hợp sao cho các điều kiện sau được thỏa mãn
Wii DiP PM Y ⊤R

∗ −h2P 0 0

∗ ∗ −M 0

∗ ∗ ∗ −R

 < 0, ∀i ∈ 1, s, (3.5a)


Wjj DiP +DjP PM Y ⊤R

∗ −2h2P 0 0

∗ ∗ −1
2M 0

∗ ∗ ∗ −1
2R

 < 0, ∀i ̸= j, i, j ∈ 1, s, (3.5b)

Eα(h2T
α)

⌊T/h1⌋+1∑
j=0

(Eα(h2T
α)− 1)

j λmax(P )

λmin(P )
≤ c2

c1
, (3.5c)
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thì u(t) = Y P−1x(t) là luật điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn

và chi phí đảm bảo được xác định bởi

J∗ =

2h2qT
α

Γ(α + 1)
+ 1

λmin(P )
∥φ∥2.

Chứng minh. Chúng tôi chia chứng minh định lý thành hai bước như sau:

Bước 1: Chứng minh Hệ (3.1) là ổn định vững trong thời gian hữu hạn đối với

bộ tham số (c1, c2, T ).

Xét hàm Lyapunov sau

V (x(t)) = x(t)⊤P−1x(t).

Áp dụng Bổ đề 1.6.3, lấy đạo hàm Caputo theo t của V (x(t)) dọc theo nghiệm

của hệ, ta có

C
0 D

α
t V (x(t)) ≤ 2x(t)⊤P−1C

0 D
α
t x(t)

≤ 2x(t)⊤P−1
(
[A(ξ) +B(ξ)K]x(t) +D(ξ)x(t− h(t))

)
− h2x(t− h(t))⊤P−1x(t− h(t)) + h2V (x(t− h(t)))

− h2x(t)
⊤P−1x(t)+h2V (x(t))+x(t)⊤Hx(t)−x(t)⊤Hx(t)

=

[
x(t)

x(t− h(t))

]⊤
Ω(ξ)

[
x(t)

x(t− h(t))

]
+ h2V (x(t− h(t))) + h2V (x(t))− x(t)⊤Hx(t),

(3.6)

trong đó

H = M +K⊤RK, K = Y P−1, Ω(ξ) = [Ωij]2×2,

Ω11 = P−1
[
A(ξ) +B(ξ)K

]
+
[
A(ξ) +B(ξ)K

]⊤
P−1 − h2 P

−1 +M +K⊤RK,

Ω12 = P−1D(ξ), Ω22 = −h2P
−1.

Nhân cả hai phía trái và phải của Ω(ξ) với P = diag{P, P}, ta thu được

Ω̄(ξ) =

[
P 0

0 P

]
Ω(ξ)

[
P 0

0 P

]
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=

[
A(ξ)P +B(ξ)Y + (A(ξ)P +B(ξ)Y )⊤ − h2P + PMP + Y ⊤RY D(ξ)P

∗ −h2P

]
.

Lưu ý rằng các ma trận A(ξ), B(ξ), D(ξ) thuộc tổ hợp lồi với hệ số ξi, nên ta

có thể biểu diễn Ω̄(ξ) dưới dạng

Ω̄(ξ) =

Ω11

∑s
i=1 ξiDiP

∗ −h2(
s∑

i=1

ξi)P

( s∑
i=1

ξi

)
,

trong đó

Ω11 =
s∑

i=1

ξi(AiP +BiY ) +

(
s∑

i=1

ξi(AiP +BiY )

)⊤

− h2(
s∑

i=1

ξi)P + (
s∑

i=1

ξi)PMP + (
s∑

i=1

ξi)Y
⊤RY.

Từ đó, ta có

Ω̄(ξ) =
s∑

i=1

ξ2i

[
W̄ii DiP

∗ −h2P

]
+
∑
i<j

ξiξj

[
W̄ij DiP +DjP

∗ −2h2P

]
,

trong đó

W ii = AiP +BiY + (AiP +BiY )⊤ − h2P + PMP + Y ⊤RY,

W ij = AiP +BiY + (AiP +BiY )⊤ + AjP +BjY + (AjP +BjY )⊤

− 2h2P + 2PMP + 2Y ⊤RY.

Hay, ta có

Ω̄(ξ) =
s∑

i=1

ξ2i

[
Wii + PMP + Y ⊤RY − S DiP

∗ −h2P

]

+
∑
i<j

ξiξj

Wij + 2PMP + 2Y ⊤RY +
2S

s− 1
DiP +DjP

∗ −2h2P


=

s∑
i=1

ξ2i

[
Wii + PMP + Y ⊤RY DiP

∗ −h2P

]
−

s∑
i=1

ξ2i

[
S 0

0 0

]
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+
∑
i<j

ξiξj

[
Wij + 2PMP + 2Y ⊤RY DiP +DjP

∗ −2h2P

]

+
2

s− 1

∑
i<j

ξiξj

[
S 0

0 0

]
.

Từ các điều kiện (3.5a) và (3.5b), áp dụng Bổ đề Schur, ta thu được[
Wii + PMP + Y ⊤RY DiP

∗ −h2P

]
< 0,

[
Wij + 2PMP + 2Y ⊤RY DiP +DjP

∗ − 2h2P

]
< 0.

Từ đó, suy ra

Ω̄(ξ) < −
s∑

i=1

ξ2i S+
2

s− 1
S
∑
i<j

ξiξj = − S
s− 1

∑
i<j

(ξi − ξj)
2 ≤ 0.

Điều này tương đương với Ω(ξ) < 0. Vì vậy, từ (3.6), ta có

C
0 D

α
t V (x(t))− h2V (x(t)) ≤ h2V (x(t− h(t)))− x(t)⊤Hx(t). (3.7)

Mặt khác, vì H = M +K⊤RK > 0, ta suy ra

C
0 D

α
t V (x(t))− h2V (x(t)) ≤ h2V (x(t− h(t))). (3.8)

Để thuận tiện cho việc trình bày, ta đặt Ψ(t) = C
0 D

α
t V (x(t))− h2V (x(t)).

Sử dụng Bổ đề 1.1.20, áp dụng phép biến đổi Laplace hai vế của biểu thức

Ψ(t) = C
0 D

α
t V (x(t))− h2V (x(t)),

ta có

L[Ψ(t)](s) = sαL[V (x(t))](s)− sα−1V (x(0))− h2L[V (x(t))](s).

Điều này tương đương với

(sα − h2)L[V (x(t))](s) = sα−1V (x(0)) + L[Ψ(t)](s).
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Từ đó, suy ra

L[V (x(t))](s) =
sα−1

sα − h2
V (x(0)) +

L[Ψ(t)](s)

sα − h2
. (3.9)

Mặt khác, từ phần (ii) của Bổ đề 1.1.20, ta thu được

sα−1

sα − h2
= L

[
Eα,1(h2t

α)
]
(s),

1

sα − h2
= L

[
tα−1Eα,α(h2t

α)
]
(s).

Thay các biểu thức trên vào (3.9), ta suy ra

L[V (x(t))](s) = L[Eα,1(h2t
α)](s) · V (x(0))

+ L
[
tα−1Eα,α(h2t

α)
]
(s) · L[Ψ(t)](s)

= L[Eα,1(h2t
α)](s) · V (x(0))

+ L
[
tα−1Eα,α(h2t

α) ∗Ψ(t)
]
(s).

(3.10)

Từ phần (iii) của Bổ đề 1.1.20, ta có

tα−1Eα,α(h2t
α) ∗Ψ(t) =

∫ t

0

(t− τ)α−1Eα,α(h2(t− τ)α)Ψ(τ) dτ.

Thay biểu thức trên vào (3.10), ta được

L[V (x(t))](s) = L[Eα,1(h2t
α)](s) · V (x(0))

+ L
[∫ t

0

(t− τ)α−1Eα,α(h2(t− τ)α)Ψ(τ) dτ

]
(s).

(3.11)

Sử dụng phép biến đổi Laplace ngược hai vế của biểu thức (3.11), ta thu được

V (x(t)) = Eα,1(h2t
α)V (x(0)) +

∫ t

0

(t− τ)α−1Eα,α(h2(t− τ)α)Ψ(τ) dτ. (3.12)

Mặt khác, vì (t−τ)α−1Eα,α(h2(t−τ)α) ≥ 0 với mọi τ ∈ [0, t], nên từ (3.8), ta có

sup
τ∈[0,t]

(
C
0 D

α
t V (x(τ))− h2V (x(τ))

)
≤ h2 sup

τ∈[0,t]
V (x(τ − h(τ))).

Điều này tương đương với

sup
τ∈[0,t]

Ψ(τ) ≤ h2 sup
τ∈[0,t]

V (x(τ − h(τ))). (3.13)
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Từ (3.12) và (3.13), suy ra được

V (x(t)) ≤ Eα,1(h2t
α)V (x(0))

+ h2 sup
τ∈[0,t]

V (x(τ − h(τ)))

∫ t

0

(t− τ)α−1Eα,α(h2(t− τ)α) dτ.
(3.14)

Đến đây, với hàm Mittag–Leffler Eα,α(h2(t− τ)α) được xác định bởi

Eα,α(h2(t− τ)α) =
∞∑
n=0

[h2(t− τ)α]
n

Γ(nα + α)
,

ta dễ dàng tính được∫ t

0

(t− τ)α−1Eα,α(h2(t− τ)α) dτ =
Eα(h2t

α)− 1

h2
. (3.15)

Từ (3.14) và (3.15), ta suy ra

V (x(t)) ≤ Eα(h2t
α)V (x(0)) + (Eα(h2t

α)− 1) sup
τ∈[0,t]

V (x(τ − h(τ)))

≤ Eα(h2t
α)V (x(0))+(Eα(h2t

α)−1) sup
η∈[−h2,t−h1]

V (x(η)), ∀t ≥ 0.
(3.16)

Bây giờ, ta cần đánh giá giá trị của V (x(t)) trên [−h2, t], ∀t ∈ [0, T ].

Đầu tiên, lưu ý rằng theo Bổ đề 1.6.6, hàm Mittag–Leffler Eα(h2t
α) ≥ 1, với

mọi t > 0. Khi đó, với mọi τ ∈ [−h2, 0], và từ điều kiện ban đầu của hệ (3.1),

ta có

x⊤(τ)P−1x(τ) = φ⊤(τ)P−1φ(τ) ≤ sup
η∈[−h2,0]

φ⊤(η)P−1φ(η) · Eα(h2t
α). (3.17)

Hơn nữa, vì Eα(·) là hàm không giảm, nên từ (3.16) và (3.17), với mọi 0 ≤ τ ≤ t,

ta có

V (x(τ)) ≤ Eα(h2τ
α) sup

η∈[−h2,0]

φ⊤(η)P−1φ(η) · Eα(h2t
α)

+ (Eα(h2τ
α)− 1) sup

η∈[−h2,t−h1]

V (x(η)).
(3.18)

Từ (3.17) và (3.18), với mọi τ ∈ [−h2, t], ta suy ra

V (x(τ)) ≤ Eα(h2τ
α) sup

η∈[−h2,0]

φ⊤(η)P−1φ(η) · Eα(h2t
α)

+ (Eα(h2τ
α)− 1) sup

η∈[−h2,t−h1]

V (x(η)).
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Điều này chứng tỏ rằng

sup
η∈[−h2,t]

V (x(η)) ≤ Eα(h2τ
α) sup

η∈[−h2,0]

φ⊤(η)P−1φ(η) · Eα(h2t
α)

+ (Eα(h2τ
α)− 1) sup

η∈[−h2,t−h1]

V (x(η))

≤ Eα(h2T
α) sup

η∈[−h2,0]

φ⊤(η)P−1φ(η) · Eα(h2T
α)

+ (Eα(h2T
α)− 1) sup

η∈[−h2,t−h1]

V (x(η)), ∀t ∈ [0, T ].

(3.19)

Đặt

Π(t) = sup
η∈[−h2,t]

V (x(η)), a = Eα(h2T
α), b = Eα(h2T

α)− 1, ∀t ∈ [0, T ].

Khi đó, bất đẳng thức (3.19) tương đương với

Π(t) ≤ aΠ(0) + bΠ(t− h1). (3.20)

Dễ thấy rằng Π(t) là hàm không giảm với mọi t ∈ [0, T ], nên áp dụng Bổ

đề 1.6.7, ta thu được

x⊤(t)P−1x(t) ≤ Π(t) ≤ a

[T/h1]+1∑
j=0

bjΠ(0) = qΠ(0) = q sup
η∈[−h2,0]

V (x(η)), (3.21)

trong đó

q = a

[T/h1]+1∑
j=0

bj.

Mặt khác, vì P−1 là ma trận đối xứng xác định dương, nên ta có

λmin(P
−1)I ≤ P−1 ≤ λmax(P

−1)I.

Do đó, suy ra

sup
η∈[−h2,0]

V (x(η)) = sup
η∈[−h2,0]

φ⊤(η)P−1φ(η)

≤ λmax(P
−1) sup

η∈[−h2,0]

φ⊤(η)φ(η)

=
1

λmin(P )
sup

η∈[−h2,0]

∥φ(η)∥2 = 1

λmin(P )
∥φ∥2.

(3.22)
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Từ (3.21) và (3.22), ta thu được

Π(t) = sup
η∈[−h2,t]

V (x(η)) ≤ q

λmin(P )
∥φ∥2. (3.23)

Hơn nữa, với mọi t ∈ [0, T ], ta có

x⊤(t)P−1x(t) ≥ λmin(P
−1)∥x(t)∥2 = 1

λmax(P )
∥x(t)∥2.

Vì vậy, ta có

∥x(t)∥2 ≤ λmax(P )x⊤(t)P−1x(t)

≤ λmax(P ) sup
η∈[−h2,t]

V (x(η))

≤ qλmax(P )

λmin(P )
∥φ∥2 = qβ∥φ∥2.

(3.24)

Từ (3.5c) và (3.24) suy ra q β ≤ c2
c1
. Như vậy, khi ∥φ∥2 ≤ c1, ta có

∥x(t)∥2 ≤ qβc1 < c2.

Điều này chứng tỏ rằng hệ (3.1) là ổn định vững trong thời gian hữu hạn

đối với bộ tham số (c1, c2, T ).

Bước 2: Để xác định giá trị chi phí đảm bảo, từ (3.7) và (3.22), ta có

C
0 D

α
t V (x(t)) ≤ h2V (x(t)) + h2V (x(t− h(t)))− x⊤(t)Hx(t)

≤ 2h2 sup
η∈[−h2,t]

V (x(η))− x⊤(t)Hx(t)

≤ 2h2q

λmin(P )
∥φ∥2 − x⊤(t)Hx(t).

(3.25)

Khi đó, với mọi t ∈ [0, T ], tích phân Riemann–Liouville cấp α > 0 hai vế của

(3.25), ta thu được

0I
α
t

[
C
0 D

α
t V (x(t))

]
≤ 0I

α
t

[
2h2q

λmin(P )
∥φ∥2

]
− 0I

α
t

[
x⊤(t)Hx(t)

]
=

2h2q

λmin(P )
∥φ∥2 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds− 0I
α
t

[
x⊤(t)Hx(t)

]
=

2h2q

λmin(P )
∥φ∥2 tα

Γ(α + 1)
− 0I

α
t

[
x⊤(t)Hx(t)

]
.
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Từ đó, suy ra

0I
α
t

[
x⊤(t)Hx(t)

]
≤ 2h2q

λmin(P )
∥φ∥2 tα

Γ(α + 1)
− 0I

α
t

[
C
0 D

α
t V (x(t))

]
=

2h2q

λmin(P )
∥φ∥2 tα

Γ(α + 1)
+ V (x(0))− V (x(t)).

Hơn nữa, do V (x(t)) > 0 với mọi t ∈ [0, T ], nên ta có

0I
α
t

[
x⊤(t)Hx(t)

]
≤ 2h2q

λmin(P )
∥φ∥2 tα

Γ(α + 1)
+ V (x(0)).

Mặt khác, từ (3.22), ta có

V (x(0)) ≤ sup
η∈[−h2,0]

V (x(η)) ≤ 1

λmin(P )
∥φ∥2.

Do đó, với mọi t ∈ [0, T ], ta thu được

0I
α
t

[
x⊤(t)Hx(t)

]
≤ 2h2q

λmin(P )
∥φ∥2 Tα

Γ(α + 1)
+

1

λmin(P )
∥φ∥2

=

(
2h2qT

α

Γ(α + 1)
+ 1

)
1

λmin(P )
∥φ∥2 = J∗.

(3.26)

Từ đó, suy ra

0I
α
t [x

⊤(t)Hx(t) =
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1[x⊤(s)Mx(s) + u⊤(s)Ru(s)] ds = J ≤ J∗.

Điều này hoàn tất việc chứng minh Định lý 3.1.4.

Nhận xét 3.1.5. Các kết quả hiện tại về bài toán điều khiển đảm bảo chi phí

trong thời gian hữu hạn chủ yếu tập trung vào các hệ cấp số nguyên [39, 49,

55, 76, 89], trong khi chỉ có một số ít công trình nghiên cứu các hệ cấp phân

số [43, 44, 60, 67]. Tuy nhiên, các công trình này mới chỉ nghiên cứu cho các hệ

cấp phân số không có trễ. Cho đến nay, vẫn chưa có công trình nào nghiên cứu

bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn cho các hệ dạng

tổ hợp lồi cấp phân số Caputo có trễ biến thiên.

Phương pháp phổ biến được sử dụng trong các tài liệu nêu trên là phương

pháp hàm Lyapunov–Krasovskii. Tuy nhiên, việc mở rộng phương pháp này cho

các hệ không chắc chắn cấp phân số có trễ biến thiên gặp nhiều khó khăn đáng
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kể. Cụ thể, việc xây dựng hàm Lyapunov–Krasovskii phù hợp cho các hệ cấp

phân số có trễ là một vấn đề phức tạp. Bên cạnh đó, việc tính đạo hàm cấp

phân số của hàm này cũng gặp nhiều trở ngại do quy tắc Leibniz không còn

đúng đối với đạo hàm cấp phân số. Những khó khăn này, cùng với việc thiếu

các bất đẳng thức tích phân thích hợp và chưa có các kỹ thuật thay thế hữu

hiệu, đã hạn chế sự phát triển của hướng nghiên cứu này đối với các hệ cấp

phân số có trễ.

Dựa trên biến đổi Laplace, phương pháp “inf-sup” kết hợp với kỹ thuật LMI,

Định lý 3.1.4 thiết lập các điều kiện đủ cho bài toán điều khiển đảm bảo chi

phí trong thời gian hữu hạn đối với các hệ không chắc chắn dạng tổ hợp lồi cấp

phân số Caputo có trễ biến thiên.

Xét trường hợp đặc biệt của hệ (3.1) khi các ma trận của hệ không phụ

thuộc tham số bất định. Khi s = 2 và các ma trận của hệ thỏa mãn

Ai = A, Di = D, Bi = B, ∀i ∈ {1, 2},

thì hệ (3.1) trở thành hệ cấp phân số Caputo với trễ biến thiên như sauC
0 D

α
t x(t) = Ax(t) +Dx(t− h(t)) +Bu(t),

x(t) = φ(t), ∀t ∈ [−h2, 0],
∀t ∈ [0, T ], (3.27)

trong đó 0 < α < 1, x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm là tín hiệu điều

khiển, và các ma trận A,D ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m là ma trận cho trước.

Hàm trễ h(t) là một hàm bị chặn, thỏa mãn

0 < h1 ≤ h(t) ≤ h2, ∀t ≥ 0.

Hàm điều kiện ban đầu φ(t) ∈ C([−h2, 0],Rn) liên tục trên đoạn [−h2, 0], với

chuẩn được xác định bởi

∥φ∥ = sup
θ∈[−h2,0]

∥φ(θ)∥.

Từ Định lý 3.1.4, ta suy ra hệ quả sau.
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Hệ quả 3.1.6. Cho các số dương c1, c2, T với c1 < c2. Xét hệ (3.27) với hàm

chi phí (3.2). Giả sử tồn tại các ma trận đối xứng xác định dương P, S ∈ Rn×n

và một ma trận Y ∈ Rm×n có kích thước phù hợp, sao cho các điều kiện sau

được thỏa mãn 
W DP PM Y ⊤R

∗ −h2P 0 0

∗ ∗ −M 0

∗ ∗ ∗ −R

 < 0, (3.28a)


W1 2DP 2PM 2Y ⊤R

∗ −2h2P 0 0

∗ ∗ −1
2M 0

∗ ∗ ∗ −1
2R

 < 0, (3.28b)

Eα(h2T
α)

⌈T/h1⌉+1∑
j=0

(Eα(h2T
α)− 1)

j λmax(P )

λmin(P )
≤ c2

c1
, (3.28c)

khi đó,

u(t) = Y P−1x(t)

là luật điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn và chi phí đảm bảo

tương ứng được xác định bởi

J∗ =

(
2h2qT

α

Γ(α + 1)
+ 1

)
1

λmin(P )
∥φ∥2,

trong đó

W = [AP +BY ] + [AP +BY ]⊤ − h2P + S,

W1 = 2[AP +BY ] + 2[AP +BY ]⊤ − 2h2P − 2S,

q = Eα(h2T
α)

⌈T/h1⌉+1∑
j=0

(Eα(h2T
α)− 1)

j
,

β =
λmax(P )

λmin(P )
, β0 =

(
2h2qT

α

Γ(α+1) + 1
)

λmin(P )
.
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Để minh họa cho các kết quả đạt được trong phần lý thuyết, dưới đây chúng

tôi xét ví dụ số cho lớp hệ đã nghiên cứu.

Ví dụ 3.1.7. Xem xét hệ cấp phân số có điều khiển (3.1) và hàm chi phí (3.2)

với cấp α = 0.1 và các ma trận tham số sau

A1 =

[
−0.1 1

0.0 −0.1

]
, A2 =

[
1 1

1 1

]
, B1 =

[
1 0

0 1

]
, B2 =

[
1 0

0 2

]
,

D1 =

[
0.1 0.1

0.1 0.1

]
, D2 =

[
0.4 0.3

0.2 0.1

]
, M =

[
1 0

0 1

]
, R =

[
1 0

0 1

]
.

Hàm trễ biến thiên theo thời gian được chọn là h(t) = 0.1 + 0.1 sin t, dễ thấy

rằng hàm này thỏa mãn điều kiện 0 < h1 ≤ h(t) ≤ h2, với h1 = 0.1, h2 = 0.2.

Bằng cách sử dụng LMI Toolbox trong MATLAB, ta thu được nghiệm thỏa mãn

các điều kiện LMI (3.28a) và (3.28b) với các ma trận

P =

[
0.3801 −0.1624

−0.1624 0.5038

]
, S =

[
0.2209 0.0217

0.0217 0.2502

]
, Y =

[
−0.7370 0.0323

−0.2645 −0.6318

]
.

Với các giá trị được chọn trước c1 = 1, c2 = 5 và T = 10, ta thu được

c1Eα(h2T
α)

⌊T/h2⌋+1∑
j=0

(Eα(h2T
α)− 1)

j λmax(P )

λmin(P )
= 4.8503 ≤ c2 = 5.

Do đó, điều kiện (3.28c) được thỏa mãn.

Theo Định lý 3.1.4, hệ đóng (3.4) là ổn định vững trong thời gian hữu hạn đối

với bộ tham số (1, 5, 10). Luật điều khiển đảm bảo chi phí tương ứng được xác

định bởi

u(t) = Y P−1x(t) =

[
−2.2163 −0.6500

−1.4279 −1.7141

]
x(t).

Với chi phí đảm bảo là

J∗ =

(
2h2qT

α

Γ(α + 1)
+ 1

)
1

λmin(P )
∥φ∥2 = 7.8976∥φ∥2.

Hình 3.1 mô tả quỹ đạo của ∥x(t)∥2 của hệ được khảo sát với điều kiện ban đầu

φ(t) = (0.7, 0.7)⊤ ∈ R2 và các hệ số lồi ξ1 = 0.3, ξ2 = 0.7. Có thể quan sát thấy
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Hình 3.1: Quỹ đạo của ∥x(t)∥2 trong Ví dụ 3.1.7

rằng ∥x(t)∥2 trên đoạn [0, 10] bị chặn bởi hằng số c2 = 5. Điều này phù hợp với

kết quả phân tích trong Định lý 3.1.4, và khẳng định tính ổn định vững trong

thời gian hữu hạn của hệ dưới tác dụng của luật điều khiển u(t) đã thiết kế.

Tiếp theo, chúng tôi xét một ví dụ về hệ mô tả chuyển động của robot

Newcastle như sau.

Ví dụ 3.1.8. Xét hệ tuyến tính cấp phân số có điều khiển với trễ biến thiên mô

tả chuyển động của robot Newcastle ( [37]) khi sử dụng luật điều khiển PDα

như sauC
0 D

0.15
t x(t) = Ax(t) +Dx(t− h(t)) +Bu(t), t ≥ 0,

x(t) = φ(t), ∀t ∈ [−0.15, 0],
(3.29)

trong đó x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t), x4(t))
⊤ ∈ R4 là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ R

là tín hiệu điều khiển, và các ma trận của hệ được cho bởi

A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

17.8 0 12.8 0

 , D =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

−0.04 −0.04 0 0

 , B =


3

3

3

4

 .

Hàm trễ biến thiên được chọn là

h(t) = 0.1 + 0.05| cos t|.
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Rõ ràng, hàm trễ h(t) thỏa mãn điều kiện

0 < h1 ≤ h(t) ≤ h2, với h1 = 0.1, h2 = 0.15.

Hàm chi phí liên kết với hệ (3.29) được cho bởi (3.2), với các ma trận

M =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , R = [1].

Chọn c1 = 1, c2 = 22.5 và T = 10, ta nhận thấy rằng các điều kiện (3.28a),

(3.28b) trong Hệ quả 3.1.6 được thỏa mãn với các ma trận

P =


0.2002 0.1055 −0.1302 0.2735

0.1055 0.4621 −0.0574 0.1196

−0.1302 −0.0574 0.2800 −0.3351

0.2735 0.1196 −0.3351 0.9718

 ,

S =


0.2772 0.0687 0.2124 −0.0093

0.0687 0.0735 0.0431 0.0226

0.2124 0.0431 0.3049 −0.0557

−0.0093 0.0226 −0.0557 0.5604

 ,

Y =
[
−0.2030 −0.1438 −0.0761 −0.4863

]
.

Theo Hệ quả 3.1.6, hệ đóng (3.29) là ổn định vững trong thời gian hữu hạn đối

với bộ tham số (1, 22.5, 10), với luật điều khiển đảm bảo chi phí tương ứng được

xác định bởi

u(t) =
[
−0.9804 −0.0921 −1.7058 −0.8014

]
x(t), t ∈ [0, 10].

và giá trị chi phí đảm bảo được cho bởi

J∗ =

(
2h2qT

α

Γ(α + 1)
+ 1

)
1

λmin(P )
∥φ∥2 = 19.7449∥φ∥2.

Hình 3.2 minh họa quỹ đạo trạng thái ∥x(t)∥2 của hệ mở, với điều kiện ban đầu

φ(t) = (0.4, 0.4, 0.4, 0.4)⊤ ∈ R4,

ta có thể thấy rằng khi không có điều khiện u(t) = Kx(t) thì hệ không đạt tính

ổn định.
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Hình 3.2: Quỹ đạo của ∥x(t)∥2 của hệ mở trong Ví dụ 3.1.8
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Hình 3.3: Quỹ đạo của ∥x(t)∥2 của hệ đóng trong Ví dụ 3.1.8

Hình 3.3 minh họa quỹ đạo trạng thái ∥x(t)∥2 của hệ đóng, với điều kiện

ban đầu

φ(t) = (0.4, 0.4, 0.4, 0.4)⊤ ∈ R4.

ta thấy rằng hệ đóng (3.29) đạt được tính ổn định vững trong thời gian hữu

hạn đối với bộ tham số (1, 22.5, 10).

81



3.2 Bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian
hữu hạn cho hệ phi tuyến cấp phân số với nhân suy
giảm có trễ

Xét lớp hệ phi tuyến cấp phân số Caputo với nhân suy giảm không chắc

chắn, với trễ hằng số sau
TCDα,λ

0 x(t) =
(
A+∆A(t)

)
x(t) +

(
D +∆D(t)

)
x(t− τ)

+f(t, x(t)) + g(t, x(t− τ)) +
(
B +∆B(t)

)
u(t), t ≥ 0,

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ, 0],

(3.30)

trong đó λ ≥ 0, α ∈ (0, 1) là cấp của hệ, x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái,

u(t) ∈ Rm là véc tơ điều khiển, φ(·) ∈ C([−τ, 0],Rn) là hàm điều kiện ban đầu

với chuẩn

∥φ∥ = sup
θ∈[−τ,0]

∥φ(θ)∥,

các ma trận thực cho trước A, B, D có kích thước phù hợp, các ma trận phụ

thuộc tham số ∆A(t), ∆B(t) và ∆D(t) thỏa mãn Giả thiết 3.2.1, còn f và g là

các hàm kích hoạt phi tuyến thỏa mãn Giả thiết 3.2.2.

Trong mục này, chúng tôi sử dụng các giả thiết sau.

Giả thiết 3.2.1. Các ma trận ∆A(t), ∆D(t) và ∆B(t) có dạng

∆A(t) = EaF1(t)Ha, ∆D(t) = EdF2(t)Hd, ∆B(t) = EbF3(t)Hb,

trong đó Ea, Ed, Eb, Ha, Hd, Hb là các ma trận thực đã biết có kích thước phù

hợp và Fi(t), i = 1, 2, 3, là các ma trận biến thiên theo thời gian thỏa mãn

F⊤
i (t)Fi(t) ≤ I, ∀t ≥ 0, i = 1, 2, 3.

Giả thiết 3.2.2. Các hàm f, g : [0,+∞)× Rn → Rn thỏa mãn

f⊤(t, x)f(t, x) ≤ x⊤Qx,

g⊤(t, x)g(t, x) ≤ x⊤Gx,
(3.31)

với mọi (t, x) ∈ [0,+∞) × Rn, trong đó Q và G là các ma trận đối xứng xác

định dương.
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Khi không có điều khiển u(t), hệ (3.30) trở thành
TCDα,λ

0 x(t) =
(
A+∆A(t)

)
x(t) +

(
D +∆D(t)

)
x(t− τ)

+f(t, x(t)) + g(t, x(t− τ)), t ≥ 0,

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ, 0].

(3.32)

Định nghĩa 3.2.3. Cho các số dương c1, c2, T với c1 < c2. Hệ (3.32) được gọi

là ổn định vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T ) nếu điều

kiện sau được thỏa mãn

∥φ∥2 ≤ c1 ⇒ ∥x(t)∥2 < c2, ∀t ∈ [0, T ].

Định nghĩa 3.2.4. Cho các số dương c1, c2, T thỏa mãn c2 > c1. Hệ (3.30) được

gọi là ổn định hoá vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T )

nếu tồn tại một điều khiển phản hồi trạng thái u(t) = Kx(t) sao cho hệ đóng
TCDα,λ

0 x(t) =
(
A+∆A(t) +BK +∆B(t)

)
x(t)

+
(
D+∆D(t)

)
x(t−τ)+f(t, x(t))+g(t, x(t−τ)), t ≥ 0,

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ, 0],

(3.33)

là ổn định vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T ).

Với số dương T > 0, hàm chi phí liên quan đến hệ (3.30) được xác định bởi

J(t) =
1

Γ(α)

t∫
0

e−λ(t−s)(t− s)α−1
[
x⊤(s)Mx(s) + u⊤(s)Ru(s)

]
ds, (3.34)

với mọi t ∈ [0, T ] và M , R là các ma trận đối xứng xác định dương cho trước.

Định nghĩa 3.2.5. Đối với hệ (3.30) và hàm chi phí (3.34), nếu tồn tại luật điều

khiển phản hồi trạng thái u∗(t) và một hằng số dương J∗ sao cho hệ đóng (3.33)

là ổn định vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham số (c1, c2, T ) và hàm

chi phí thỏa mãn J ≤ J∗, thì u∗(t) được gọi là luật điều khiển đảm bảo chi phí

trong thời gian hữu hạn và J∗ được gọi là chi phí đảm bảo.
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Tiếp theo, chúng tôi nghiên cứu bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong

thời gian hữu hạn cho hệ (3.30) thông qua luật điều khiển phản hồi trạng thái

u(t) = Kx(t). Kết quả chính được trình bày trong Định lý sau.

Định lý 3.2.6. Cho các số dương c1, c2, T với c1 < c2. Giả sử tồn tại các

số dương ϵ1, ϵ2, ϵ3, ma trận đối xứng xác định dương P ∈ Rn×n, và ma trận

Y ∈ Rm×n sao cho các điều kiện sau được thỏa mãn

Θ11 DP I I PQ PM Y ⊤R PH⊤
a Y ⊤H⊤

b 0 0

∗ −τP 0 0 0 0 0 0 0 PH⊤
d PG

∗ ∗ −I 0 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −I 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −Q 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −M 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −R 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε1I 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε3I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −G



< 0,

(3.35a)

Eα(τT
α)

[T/τ ]+1∑
j=0

eλτj(Eα(τT
α)− 1)j

λmax(P )

λmin(P )
<

c2
c1
, (3.35b)

Khi đó, u(t) = Y P−1x(t) là luật điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu

hạn cho hệ (3.30) và giá trị chi phí đảm bảo tương ứng được xác định bởi

J∗ = ∥φ∥2 1

λmin(P )
+

2γτ

λmin(P )
∥φ∥2 · Tα

Γ(α + 1)
,

trong đó

Θ11 = AP + PA⊤ +BY + Y ⊤B⊤ + ε1EaE
⊤
a + ε3EdE

⊤
d + ε2EbE

⊤
b − τP,

γ = Eα(τT
α)

⌊T/τ⌋+1∑
j=0

eλτj(Eα(τT
α)− 1)j.
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Chứng minh. Xét hàm Lyapunov sau

V (x(t)) = x⊤(t)P−1x(t).

Lấy đạo hàm Caputo với nhân suy giảm của V (x(t)) theo biến thời gian t dọc

theo nghiệm của hệ. Theo Bổ đề 1.6.5, ta có

TCDα,λ
0 V (x(t)) ≤ 2x⊤(t)P−1 TCDα,λ

0 x(t)

= 2x⊤(t)P−1 [A+BK]x(t) + 2x⊤(t)P−1Dx(t− τ)

+ 2x⊤(t)P−1f(t, x(t)) + 2x⊤(t)P−1g(t, x(t− τ))

+ 2x⊤(t)P−1∆A(t)x(t) + 2x⊤(t)P−1∆B(t)Kx(t)

+ 2x⊤(t)P−1∆D(t)x(t− τ).

(3.36)

Áp dụng Bổ đề 1.6.1 và Giả thiết 3.2.1, ta thu được các đánh giá sau

2x⊤(t)P−1∆A(t) x(t) ≤ ε1x
⊤(t)P−1EaE

⊤
a P

−1x(t)

+ ε−1
1 x⊤(t)H⊤

a Hax(t),

2x⊤(t)P−1∆B(t) K x(t) ≤ ε2x
⊤(t)P−1EbE

⊤
b P

−1x(t)

+ ε−1
2 x⊤(t)K⊤H⊤

b HbKx(t),

2x⊤(t)P−1∆D(t)x(t− τ) ≤ ε3x
⊤(t)P−1EdE

⊤
d P

−1x(t)

+ ε−1
3 x⊤(t− τ)H⊤

d Hdx(t− τ).

(3.37)

Mặt khác, từ điều kiện (3.31) của Giả thiết 3.2.2, suy ra

0 ≤ x⊤(t)Qx(t)− f⊤(t, x(t))f(t, x(t)),

0 ≤ x⊤(t− τ)Gx(t− τ)− g⊤(t, x(t− τ))g(t, x(t− τ)).
(3.38)

Hơn nữa, ta có

0 = −τx⊤(t)P−1x(t) + τx⊤(t)P−1x(t),

0 = −τx⊤(t− τ)P−1x(t− τ) + τx⊤(t− τ)P−1x(t− τ),

0 = x⊤(t)[M +K⊤RK]x(t)− x⊤(t)[M +K⊤RK]x(t).

(3.39)

Do đó, từ các biểu thức (3.36)–(3.39), ta thu được đánh giá sau

TCDα,λ
0 V (x(t)) ≤ η(t)Ωη⊤(t) + τx⊤(t− τ)P−1x(t− τ)

+ τx⊤(t)P−1x(t)− x⊤(t)[M +K⊤RK]x(t),
(3.40)
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trong đó η(t) = [x(t), x(t− τ), f(t, x(t)), g(t, x(t− τ))], Ω = [Ωij]4×4 ,

Ω11 = P−1A+ A⊤P−1 + P−1BK +K⊤B⊤P−1 +Q− τP−1 +M +K⊤RK

+ ε1P
−1EaE

⊤
a P

−1 + ε−1
1 H⊤

a Ha + ε2P
−1EbE

⊤
b P

−1 + ε−1
2 K⊤H⊤

b HbK

+ ε3P
−1EdE

⊤
d P

−1,

Ω12 = P−1D, Ω13 = P−1, Ω14 = P−1,

Ω22 = ε−1
3 H⊤

d Hd +G− τP−1, Ω23 = 0, Ω24 = 0,

Ω33 = −I, Ω34 = 0, Ω44 = −I.

Điều kiện Ω < 0 tương đương với

Ω̄ = diag{P, P, I, I}Ωdiag{P, P, I, I} < 0,

trong đó

Ω̄ =
[
Ω̄ij

]
4×4

, K = Y P−1,

Ω̄11 = AP + PA⊤ +BY + Y ⊤B⊤ + ε1EaE
⊤
a + ε2EbE

⊤
b + ε3EdE

⊤
d

− τP + PQP + PMP + Y ⊤RY + ε−1
1 PH⊤

a HaP + ε−1
2 Y ⊤H⊤

b HbY,

Ω̄12 = DP, Ω̄13 = I, Ω̄14 = I,

Ω̄22 = ε−1
3 PH⊤

d HdP + PGP − τP, Ω̄23 = 0, Ω̄24 = 0,

Ω̄33 = −I, Ω̄34 = 0, Ω̄44 = −I.

Theo Bổ đề 1.6.9 (Bổ đề Schur), bất đẳng thức Ω̄ < 0 tương đương với điều

kiện (3.35a). Do đó, từ (3.40), ta suy ra

TCDα,λ
0 V (x(t)) ≤τx⊤(t− τ)P−1x(t− τ) + τx⊤(t)P−1x(t)

− x⊤(t)[M +K⊤RK]x(t).
(3.41)

Vì M và R là các ma trận đối xứng xác định dương, nên M +K⊤RK cũng xác

định dương, do đó

TCDα,λ
0 V (x(t))− τV (x(t)) ≤ τV (x(t− τ)). (3.42)

Đến đây, chúng tôi chia quá trình chứng minh thành hai bước:

Bước 1: Chứng minh hệ đóng (3.33) là ổn định vững trong thời gian hữu hạn
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đối với bộ tham số (c1, c2, T ).

Để thuận tiện cho việc trình bày, ta đặt

Υ(t) = TCDα,λ
0 V (x(t))− τV (x(t)). (3.43)

Áp dụng biến đổi Laplace (như đã nêu trong Bổ đề 1.1.21) cho hai vế của (3.43),

ta thu được biểu thức sau

L[Υ(t)](s) = L
[
TCDα,λ

0 V (x(t))
]
(s)− τ L[V (x(t))](s)

= (s+ λ)αL[V (x(t))](s)− (s+ λ)α−1V (x(0))− τ L[V (x(t))](s)

= [(s+ λ)α − τ ]L[V (x(t))](s)− (s+ λ)α−1V (x(0)).

Từ đó, ta có

L[V (x(t))](s) =
1

(s+ λ)α − τ
L[Υ(t)](s) +

(s+ λ)α−1

(s+ λ)α − τ
V (x(0)). (3.44)

Áp dụng Bổ đề 1.1.20, ta có

(s+ λ)α−1

(s+ λ)α − τ
= L[Eα(τt

α)](s+ λ) = L[Eα(τt
α)e−λt](s),

1

(s+ λ)α − τ
= L[tα−1Eα,α(τt

α)](s+ λ) = L[tα−1Eα,α(τt
α)e−λt](s).

Do đó, ta thu được

L[V (x(t))](s) =L[Eα(τt
α)e−λt](s)V (x(0))

+ L[tα−1Eα,α(τt
α)e−λt](s) · L[Υ(t)](s)

=L[Eα(τt
α)e−λt](s)V (x(0))

+ L[tα−1Eα,α(τt
α)e−λt ∗Υ(t)](s)

=L[e−λtEα(τt
α)](s)V (x(0))

+ L
[∫ t

0

e−λ(t−µ)(t− µ)α−1Eα,α(τ(t−µ)α)Υ(µ) dµ

]
(s).

(3.45)

Áp dụng phép biến đổi Laplace ngược cho hai vế của phương trình (3.45), ta
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thu được

V (x(t)) =e−λtEα(τt
α)V (x(0)) +

∫ t

0

e−λ(t−µ)(t− µ)α−1Eα,α(τ(t− µ)α)Υ(µ) dµ

=e−λtEα(τt
α)V (x(0))

+

∫ t

0

e−λ(t−µ)(t− µ)α−1Eα,α(τ(t− µ)α)e−λ(µ−τ)
[
eλ(µ−τ)Υ(µ)

]
dµ

≤e−λtEα(τt
α)V (x(0))

+ e−λ(t−τ)

∫ t

0

(t− µ)α−1Eα,α(τ(t− µ)α)
[
eλ(µ−τ)Υ(µ)

]
dµ

≤e−λtEα(τt
α)V (x(0))

+ e−λ(t−τ)τ sup
θ∈[0,t]

[
eλ(θ−τ)V (x(θ − τ))

] ∫ t

0

(t− µ)α−1Eα,α(τ(t− µ)α) dµ

=e−λtEα(τt
α)V (x(0))

+ e−λ(t−τ) sup
θ∈[0,t]

[
eλ(θ−τ)V (x(θ − τ))

]
(Eα(τt

α)− 1) , t ≥ 0.

Từ đó, ta có

eλtV (x(t)) ≤Eα(τt
α)V (x(0))

+ eλτ sup
θ∈[0,t]

[eλ(θ−τ)V (x(θ − τ))](Eα(τt
α)− 1), t ≥ 0.

(3.46)

Mặt khác, từ Bổ đề 1.6.6, do hàm Mittag–Leffler Eα(τt
α) không giảm và

Eα(τt
α) ≥ 1 với mọi t ≥ 0. Do đó, với mọi θ ∈ [−τ, 0] và t ∈ [0, T ], ta có

eλθx⊤(θ)P−1x(θ) = eλθφ⊤(θ)P−1φ(θ) ≤ Eα(τt
α) sup

θ∈[−τ,0]

φ⊤(θ)P−1φ(θ). (3.47)

Kết hợp hai bất đẳng thức (3.46) và (3.47), với −τ ≤ θ ≤ t và t ∈ [0, T ], ta thu

được đánh giá sau

eλtV (x(t)) ≤Eα(τt
α) sup

θ∈[−τ,0]

φ⊤(θ)P−1φ(θ)

+ eλτ sup
θ∈[0,t]

[eλ(θ−τ)V (x(θ − τ))](Eα(τt
α)− 1).

(3.48)
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Từ đó, suy ra

sup
θ∈[−τ,t]

eλtV (x(θ)) ≤ Eα(τt
α) sup

θ∈[−τ,0]

φ⊤(θ)P−1φ(θ)

+ eλτ (Eα(τt
α)− 1) sup

θ∈[−τ,t−τ ]

eλθV (x(θ)).
(3.49)

Áp dụng Bổ đề 1.6.7 cho bất đẳng thức (3.49), với

Π(t) = sup
θ∈[−τ,t]

eλθV (x(θ)), ς1 = Eα(τt
α), ς2 = eλτ (Eα(τt

α)− 1),

ta thu được

sup
θ∈[−τ,t]

eλθV (x(θ)) ≤Eα(τt
α)

⌊T/τ⌋+1∑
j=0

eλτj(Eα(τt
α)− 1)j sup

θ∈[−τ,0]

V (x(θ))

≤Eα(τT
α)

⌊T/τ⌋+1∑
j=0

eλτj(Eα(τT
α)− 1)j sup

θ∈[−τ,0]

V (x(θ))

=γ sup
θ∈[−τ,0]

V (x(θ)) = γ sup
θ∈[−τ,0]

x⊤(θ)P−1x(θ)

≤γλmax(P
−1) sup

θ∈[−τ,0]

∥φ(θ)∥2 = γ

λmin(P )
∥φ∥2,

(3.50)

Từ đó, suy ra

∥x(t)∥2 ≤ x(t)⊤P−1x(t)

λmin(P−1)

= λmax(P )e−λteλtx(t)⊤P−1x(t)

≤ λmax(P )e−λt sup
θ∈[−τ,t]

eλθV (x(θ))

≤ e−λtγλmax(P )

λmin(P )
∥φ∥2.

Từ (3.50) kết hợp với điều kiện (3.35b), suy ra nếu

∥φ∥2 ≤ c1, thì ∥x(t)∥2 ≤ γλmax(P )

λmin(P )
c1 < c2.

Do đó, hệ đóng (3.33) ổn định vững trong thời gian hữu hạn đối với bộ tham

số (c1, c2, T ).
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Bước 2: Để xác định giá trị chi phí đảm bảo của hệ (3.30). Từ bất đẳng

thức (3.41) và (3.50), ta suy ra

TCDα,λ
0 V (x(t)) ≤τx⊤(t− τ)P−1x(t− τ) + τx⊤(t)P−1x(t)

− x⊤(t)[M +K⊤RK]x(t)

≤e−λt 2γτ

λmin(P )
∥φ∥2 − x⊤(t)[M +K⊤RK]x(t).

(3.51)

Lấy tích phân cấp phân số Caputo với nhân suy giảm cấp α cho hai vế của bất

đẳng thức (3.51), ta thu được

V (x(t))−e−λtV (x(0)) = T Iα,λ0

[
TCDα,λ

0 V (x(t))
]

≤ T Iα,λ0

[
e−λt 2γτ

λmin(P )
∥φ∥2

]
−T Iα,λ0

[
x⊤(t)[M +K⊤RK]x(t)

]
=

2γτ

λmin(P )
∥φ∥2 1

Γ(α)

∫ t

0

e−λ(t−s)(t− s)α−1e−λsds− J(t)

≤e−λt 2γτ

λmin(P )
∥φ∥2 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds− J(t)

≤e−λt 2γτ

λmin(P )
∥φ∥2 Tα

Γ(α + 1)
− J(t), ∀t ∈ [0, T ].

Mặt khác, do V (x(t)) ≥ 0, ta suy ra

J(t) ≤ e−λtV (x(0))− V (x(t)) + e−λt 2γτ

λmin(P )
∥φ∥2 Tα

Γ(α + 1)

≤ ∥φ∥2 1

λmin(P )
+

2γτ

λmin(P )
∥φ∥2 Tα

Γ(α + 1)
= J∗, ∀t ∈ [0, T ].

Điều này kết thúc phần chứng minh Định lý 3.2.6.

Nhận xét 3.2.7. Các kết quả thu được trong Mục 3.2 đề xuất một hướng tiếp

cận mới cho bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn đối

với lớp hệ phi tuyến không chắc chắn cấp phân số với nhân suy giảm có trễ.

Khác với các công trình trước đó như [43, 44, 54, 60, 65, 67] và các nghiên cứu

gần đây [24,88] chủ yếu tập trung vào bài toán ổn định trong thời gian hữu hạn

hoặc thiết kế điều khiển mà chưa xét đến ràng buộc hiệu suất, nghiên cứu này

thiết lập được một chặn trên cho hàm chi phí trong một khoảng thời gian hữu

hạn, ngay cả khi tồn tại tham số không chắc chắn và trễ. Đây là một đóng góp

đáng kể so với các phương pháp hiện có.
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Ví dụ số sau được sử dụng để kiểm chứng các kết quả lý thuyết thu được.

Ví dụ 3.2.8. Xét hệ động lực được mô tả bởi phương trình
TCD0.1, 0.1

0 x(t) =
(
A+∆A(t)

)
x(t) +

(
D +∆D(t)

)
xτ (t)

+f(t, x(t))+g(t, xτ (t))+
(
B+∆B(t)

)
u(t), t ≥ 0,

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−0.5, 0],

(3.52)

với xτ (t) = x(t− τ) và véc tơ trạng thái x(t) =
(
x1(t) x2(t)

)⊤
∈ R2. Các ma

trận liên quan đến hệ được cho bởi

A =

[
−0.1 0.1

0 2

]
, D =

[
0.1 0.1

0.1 0.1

]
, B =

[
1 0

0 1

]
.

Các ma trận liên quan đến cấu trúc không chắc chắn được cho bởi

Ea = Eb = Ed = Ha = Hb = Hd =

[
0.01 0

0 0.01

]
.

Các hàm kích hoạt phi tuyến f(t, x(t)) và g(t, x(t)) có dạng

f(t, x(t)) = 0.01

(
x1(t)

√
x21(t) + 2x22(t)

)⊤

∈ R2,

g(t, x(t− 0.5)) = 0.01

(√
2x21(t− 0.5) + x22(t− 0.5) x2(t− 0.5)

)⊤

∈ R2,

thỏa mãn điều kiện (3.31) của Giả thiết 3.2.2 với

Q = G =

[
0.01 0

0 0.01

]
.

Các ma trận của hàm chi phí toàn phương (3.34) liên quan đến hệ (3.52) được

cho như sau

M =

[
0.01 0

0 0.02

]
, R =

[
0.01 0

0 0.01

]
.

Sử dụng LMI Toolbox trong MATLAB, điều kiện LMI (3.35a) được thỏa mãn với

P =

[
2.6266 −0.2599

−0.2599 2.6003

]
, Y =

[
0.5910 −0.1082

−0.1395 −4.9204

]
,
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ε1 = 1.4564, ε2 = 1.4563, ε3 = 1.4570.

Hơn nữa, khi chọn các giá trị

c1 = 0.1, c2 = 0.5, τ = 0.5, T = 5,

thì điều kiện bất đẳng thức (3.35b) trong Định lý 3.2.6 được thỏa mãn, vì

c1Eα(τT
α)

[T/τ ]+1∑
j=0

eλτj
(
Eα(τT

α)− 1
)jλmax(P )

λmin(P )
= 0.4332 < c2 = 0.5.

Vậy, theo Định lý 3.2.6, hệ (3.52) là ổn định vững trong thời gian hữu hạn

đối với bộ tham số (0.1, 0.5, 5) dưới tác động của luật điều khiển phản hồi

trạng thái

u(t) =

[
0.2231 −0.0193

−0.2427 −1.9165

]
x(t).

Với chi phí đảm bảo cho hệ đóng là

J∗ =
∥φ∥2

λmin(P )

(
1 +

2γτTα

Γ(α + 1)

)
= 0.2058.

Kết quả mô phỏng cho thấy rằng, với điều kiện ban đầu

φ(t) =
(
0.3 0

)⊤
∈ R2, ∀t ∈ [−0.5, 0].
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Hình 3.4: Quỹ đạo của ∥x(t)∥2 khi không có điều khiển trong Ví dụ 3.2.8.

Hình 3.4 thể hiện quỹ đạo của ∥x(t)∥2 trong trường hợp không áp dụng điều

khiển, cho thấy rằng hệ không ổn định vững trong thời gian hữu hạn.
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Hình 3.5: Quỹ đạo của ∥x(t)∥2 khi có điều khiển u(t) trong Ví dụ 3.2.8.

Hình 3.5 minh họa hiệu quả của luật điều khiển được thiết kế, qua đó khẳng

định rằng hệ đóng ổn định vững trong thời gian hữu hạn.
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Hình 3.6: Quỹ đạo của J(t) với J∗ = 0.2058 trong Ví dụ 3.2.8.

Hình 3.6 biểu diễn hàm chi phí J(t) luôn nhỏ hơn hằng số cho trước

J∗ = 0.2058.
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Tiếp theo, chúng tôi xét một ví dụ thực tiễn sau đây liên quan đến mô hình

hệ nơ-ron cấp phân số với nhân suy giảm với trễ hằng số.

Ví dụ 3.2.9. Với mọi t ≥ 0, xét hệ sau

TCD0.1, 0.1
0 x(t) = (A+EaF1(t)Ha)x(t)+(D + EdF3(t)Hd)x(t−0.5)

+f(t, x(t)) +g(t, x(t− 0.5))

+(B + EbF2(t)Hb)u(t),

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−0.5, 0],

(3.53)

trong đó x(t) =
(
x1(t) x2(t)

)⊤
∈ R2 là véc tơ trạng thái của hệ nơ-ron và các

ma trận liên quan đến hệ được xác định như sau

A =

[
−1.2 0

0 −0.5

]
, D =

[
1.21 0

0 1

]
, B =

[
2 0.1

0.1 3

]
,

Ea =

[
0.01 0

0 0.02

]
, Ha = Eb = Ed = Hb =

[
0.02 0

0 0.01

]
,

F1(t) =

[
cos t 0

0 cos t

]
, F2(t) = cos t, F3(t) = sin t.

Các hàm kích hoạt phi tuyến f(t, x(t)) và g(t, x(t)) được cho bởi

f(t, x(t)) =

[
|x1(t) + 1| − |x1(t)− 1|
|x2(t) + 1| − |x2(t)− 1|

]
,

g(t, x(t− 0.5)) =

[
tanh x1(t− 0.5)

tanh x2(t− 0.5)

]
,

thỏa mãn điều kiện (3.31) của Giả thiết 3.2.2 với

Q = G =

[
1 0

0 1

]
.

Các ma trận của hàm chi phí toàn phương (3.34) liên quan đến hệ (3.53) được

cho bởi

M =

[
0.02 0

0 0.02

]
, R =

[
0.02 0

0 0.01

]
.
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Sử dụng LMI Toolbox trong MATLAB, điều kiện LMI (3.35a) trong Định lý 3.2.6

cho nghiệm như sau

P =

[
0.2230 0

0 0.2373

]
, Y =

[
−2.1290 0.0705

0.0705 −1.4511

]
,

ε1 = 7.3979, ε2 = 7.3980, ε3 = 7.3980.

Tiếp theo, với các số dương được chọn c1 = 0.1, c2 = 0.5, T = 5, điều kiện

(3.35b) trong Định lý 3.2.6 được thoả mãn với

c1Eα(τT
α)

[T/τ ]+1∑
j=0

eλτj(Eα(τT
α)− 1)j

λmax(P )

λmin(P )
= 0.3776 < c2 = 0.5.

Như vậy, theo Định lý 3.2.6, hệ (3.53) là ổn định vững trong thời gian hữu hạn

đối với bộ tham số (0.1, 0.5, 5) dưới tác động của luật điều khiển phản hồi

trạng thái

u(t) =

[
−9.5477 0.2970

0.3241 −6.1140

]
x(t).

Với giá trị đảm bảo chi phí điều khiển là

J∗ =
∥φ∥2

λmin(P )

(
1 +

2γτTα

Γ(α + 1)

)
= 2.1713.

Kết quả mô phỏng cho thấy, với điều kiện ban đầu được chọn là

φ(t) =
(
0.3 0

)⊤
∈ R2, ∀t ∈ [−0.5, 0].

� Hình 3.7 minh họa quỹ đạo của ∥x(t)∥2 đối với hệ (3.53) khi không có điều

khiển, cho thấy rằng hệ không ổn định vững trong thời gian hữu hạn.

� Hình 3.8, có thể thấy rằng hệ điều khiển được thiết kế đạt tính ổn định

vững trong thời gian hữu hạn.

� Hình 3.9 biểu diễn quỹ đạo của hàm chi phí J(t), từ đó cho thấy rằng J(t)

luôn nhỏ hơn J∗ = 2.1713.
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Hình 3.7: Quỹ đạo của ∥x(t)∥2 khi không có điều khiển trong Ví dụ 3.2.9.
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Hình 3.8: Quỹ đạo của ∥x(t)∥2 khi có điều khiển u(t) trong Ví dụ 3.2.9.
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Hình 3.9: Quỹ đạo của hàm chi phí J(t) với J∗ = 2.1713 trong Ví dụ 3.2.9.
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3.3 Kết luận chương 3

Trong chương này, luận án đã nghiên cứu bài toán điều khiển đảm bảo chi

phí trong thời gian hữu hạn cho hai lớp hệ cấp phân số. Đầu tiên, chúng tôi

nghiên cứu bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn cho lớp

hệ tổ hợp lồi cấp phân số Caputo có trễ biến thiên. Tiếp theo, luận án nghiên

cứu bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ phi

tuyến không chắc chắn cấp phân số Caputo với nhân suy giảm có trễ hằng số.

Các kết quả chính đạt được như sau:

� Đối với lớp hệ tổ hợp lồi cấp phân số Caputo có trễ biến thiên, luận án đã

thiết lập các điều kiện đủ cho sự tồn tại của luật điều khiển phản hồi trạng

thái đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn dưới dạng các bất đẳng thức

ma trận tuyến tính, trên cơ sở sử dụng phương pháp hàm Lyapunov.

� Đối với lớp hệ phi tuyến không chắc chắn cấp phân số Caputo với nhân suy

giảm có trễ hằng số, luận án đã sử dụng Bổ đề 1.6.5 về đạo hàm Caputo

với nhân suy giảm của dạng toàn phương để thiết lập các điều kiện đủ cho

sự tồn tại của luật điều khiển phản hồi trạng thái đảm bảo chi phí trong

thời gian hữu hạn dưới dạng các bất đẳng thức ma trận tuyến tính, trên

cơ sở sử dụng phương pháp hàm Lyapunov.

� Các ví dụ số và mô phỏng được xây dựng nhằm minh họa tính khả thi của

các điều kiện đủ đã thiết lập. Kết quả mô phỏng cho thấy các điều kiện lý

thuyết thu được có thể được kiểm chứng bằng tính toán số.

97



KẾT LUẬN

Luận án nghiên cứu tính ổn định trong thời gian hữu hạn của một số lớp hệ

phương trình vi phân cấp phân số và một số bài toán liên quan.

Các kết quả chính của luận án

� Đưa ra một số điều kiện đủ cho bài toán tiêu hao trong thời gian hữu hạn

đối với lớp hệ nơ-ron phi tuyến không chắc chắn cấp phân số Caputo với

nhân suy giảm có nhiễu và trễ hằng số (Định lý 2.1.5), cũng như bài toán

tiêu hao mở rộng trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ nơ-ron phi tuyến

không chắc chắn cấp phân số Caputo có nhiễu (Định lý 2.2.6).

� Đưa ra một số điều kiện đủ cho bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong

thời gian hữu hạn đối với lớp hệ tổ hợp lồi cấp phân số Caputo có trễ

biến thiên (Định lý 3.1.4), cũng như lớp hệ phi tuyến không chắc chắn cấp

phân số Caputo với nhân suy giảm có trễ hằng số (Định lý 3.2.6).

Bên cạnh các kết quả nêu trên, một khó khăn đáng chú ý trong quá trình

nghiên cứu xuất phát từ tính phi địa phương của các toán tử đạo hàm cấp phân

số, ảnh hưởng của trạng thái trễ và đặc biệt là sự xuất hiện của nhân suy giảm

trong đạo hàm Caputo với nhân suy giảm. Để xử lý những khó khăn này, luận

án đã thiết lập các bổ đề bổ trợ thích hợp cho đạo hàm Caputo với nhân suy

giảm, đồng thời kết hợp phương pháp hàm Lyapunov, phép biến đổi Laplace,

các tính chất của hàm Mittag–Leffler và kỹ thuật bất đẳng thức ma trận tuyến

tính để xây dựng các điều kiện đủ cho các bài toán được nghiên cứu.
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Hướng nghiên cứu tiếp theo

Từ các kết quả nghiên cứu của luận án, có thể tiếp tục phát triển các hướng

nghiên cứu về ổn định trong thời gian hữu hạn, tiêu hao, thụ động, điều khiển

đảm bảo chi phí và điều khiển H∞ cho một số lớp hệ động lực cấp phân số khác,

chẳng hạn như hệ hai pha, hệ quy mô lớn và hệ chuyển mạch. Các bài toán này

có thể được tiếp cận theo phương pháp hàm Lyapunov kết hợp với các công cụ

giải tích cấp phân số và bất đẳng thức ma trận.
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