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Mở đầu

1. Tổng quan về hướng nghiên cứu và lý do chọn đề tài

Giải tích phân thứ, với hai phép toán cơ bản là đạo hàm và tích phân bậc thực

hoặc phức tùy ý, được xem như một sự mở rộng và tổng quát hóa các khái niệm

trong giải tích cổ điển. Lịch sử của giải tích phân thứ khởi nguồn gần như đồng

thời với sự phát triển của phép toán vi tích phân cổ điển. Ý tưởng về đạo hàm bậc

không nguyên được đề cập lần đầu tiên vào năm 1695, trong thư từ trao đổi giữa

M.D. L’Hospital và G.W. Leibniz. Sau đó, các kiến thức cơ bản của giải tích bậc

phân thứ được đặt nền tảng vững chắc từ kết quả của nhiều nhà toán học nổi tiếng

như L. Euler, J. Liouville, B. Riemann, J.L. Lagrange, A. Grünwald, A. Letnikov

... qua các thế kỷ. Từ những năm 1970, lý thuyết về phép tính phân thứ đã có

những bước phát triển vượt bậc, trở thành một công cụ mạnh mẽ để giải quyết

các bài toán liên quan đến phân tích và điều khiển các hệ thống phức tạp mà các

phương pháp cổ điển còn nhiều hạn chế. Đặc biệt, lý thuyết này hữu ích trong việc

mô tả quá trình động lực học, mô hình hóa tính chất của vật liệu có đặc tính nhớ,

mạch điện [39, 76], các quá trình sinh học và hóa học phức tạp, [10, 13, 41, 54],

phân tích các chu kỳ kinh tế, dự đoán xu hướng thị trường của tài chính [18], các

vấn đề của ngành Khoa học xã hội ... Có nhiều loại đạo hàm phân thứ khác nhau

đã được xây dựng tùy thuộc vào cách người ta tổng quát hóa đạo hàm bậc n cho

trường hợp n không nguyên như đạo hàm phân thứ Riemann–Liouville, đạo hàm

Caputo, đạo hàm Hadamard, đạo hàm Grünwald–Letnikov, đạo hàm Marchaud,

... Cùng với hệ phương trình vi phân cổ điển, hệ phương trình vi phân phân thứ

có khả năng mô tả chính xác sự biến đổi theo thời gian của các hệ thống thực tế,

đồng thời được ứng dụng rộng rãi trong khoa học và kỹ thuật.

Để thiết lập một mô hình trạng thái biểu diễn một quá trình hoặc hiện tượng

vật lý, ta cần xây dựng mối liên hệ giữa các biến đặc trưng của hệ thống và biểu

diễn chúng thông qua hệ phương trình vi phân. Các biến đặc trưng này thường
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là những đại lượng phản ánh đầy đủ và chính xác trạng thái của hệ thống, chẳng

hạn như tốc độ, khối lượng, nhiệt độ, hay gia tốc. Chúng không chỉ thỏa mãn các

phương trình vi phân mà đôi khi còn phải tuân theo các ràng buộc đại số. Kết quả

thu được khi mô hình hóa kết hợp cả phương trình vi phân và phương trình đại số

là một hệ phương trình vi phân suy biến. Hệ phương trình vi phân suy biến (bao

gồm cả bậc nguyên và bậc phân thứ) còn được biết với tên gọi hệ phương trình vi

phân đại số hay hệ trạng thái tổng quát, là một lĩnh vực nghiên cứu quan trọng

của toán học ứng dụng. Trong 15 năm qua, các hệ động lực được biểu diễn qua hệ

phương trình vi phân suy biến đã thu hút sự chú ý mạnh mẽ từ giới nghiên cứu

khoa học nhờ vào tầm quan trọng và ứng dụng rộng rãi của chúng. Nhiều bài toán

thực tiễn và kỹ thuật được mô hình hóa bằng hệ phương trình vi phân suy biến

với đạo hàm bậc nguyên như mạng lưới điện [12], hệ thống cơ học [58], quá trình

hóa học, hệ thống xã hội, hệ thống kinh tế [53], ... và được biểu diễn bởi các hệ

suy biến với đạo hàm bậc phân thứ như hệ thống sinh học [13, 41, 54], hệ thống

năng lượng [76], hệ thống tài chính [18] và các lĩnh vực khác [39].

Tính ổn định là một trong những đặc tính định tính quan trọng, luôn được chú

trọng khi nghiên cứu và phân tích các hệ động lực. Trong bài toán ổn định của

hệ phương trình suy biến, hai hướng nghiên cứu chính thường được đề cập là tính

ổn định theo nghĩa Lyapunov và tính ổn định trong thời gian hữu hạn. Đây là hai

khái niệm độc lập với nhau, có những tiêu chuẩn và ý nghĩa riêng trong thực tế và

các bài toán kỹ thuật. Tính ổn định theo nghĩa Lyapunov nghiên cứu quỹ đạo của

véc tơ trạng thái trong thời gian vô hạn, tập trung đưa ra các điều kiện để đảm

bảo hệ thống quay về trạng thái cân bằng trong thời gian vô hạn. Trong khi đó,

tính ổn định trong thời gian hữu hạn nhấn mạnh đến việc hệ thống duy trì trạng

thái ổn định trong một khoảng thời gian cụ thể. Một hệ thống có thể đạt trạng

thái ổn định trong một khoảng thời gian hữu hạn mà không nhất thiết phải ổn

định tiệm cận. Ngược lại, tính ổn định tiệm cận của một hệ thống không đảm bảo

rằng hệ thống sẽ duy trì trạng thái ổn định trong một khoảng thời gian nhất định.

Việc nghiên cứu các tính chất định tính của hệ phương trình vi phân suy biến

gặp nhiều thách thức hơn so với hệ phương trình vi phân thường. Trước hết, nghiệm

của hệ suy biến không phải lúc nào cũng tồn tại, ngay cả khi xét trường hợp hệ

tuyến tính. Phương pháp thường được các nhà nghiên cứu áp dụng cho các hệ với

đạo hàm bậc nguyên chủ yếu dựa trên việc xây dựng các hàm Lyapunov-Krasovskii
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thích hợp. Tuy nhiên, khi mở rộng sang hệ phương trình vi phân phân thứ suy

biến, phương pháp này gặp nhiều thách thức do khó khăn trong việc xây dựng

hàm Lyapunov phù hợp cũng như tính toán đạo hàm phân thứ của nó, đòi hỏi các

kỹ thuật phân tích phức tạp hơn. Trường hợp hệ suy biến liên tục, tính chất không

có xung (impulse-free) đảm bảo rằng với các điều kiện tương thích ban đầu, hệ sẽ

không xuất hiện các thành phần dạng xung. Điều này có ý nghĩa đặc biệt quan

trọng trong việc đảm bảo tính khả thi vật lý của mô hình. Đối với hệ suy biến rời

rạc, tính nhân quả (causal) được hiểu là: đầu ra tại một thời điểm xác định chỉ

phụ thuộc vào các giá trị của đầu vào tại hiện tại và quá khứ, hoàn toàn không bị

ảnh hưởng bởi các giá trị đầu vào trong tương lai. Điều này đảm bảo hệ thống có

tính thực tế, vì việc dự đoán chính xác tương lai là không khả thi trong các ứng

dụng thực tiễn [21]. Trong bài toán ổn định hóa, quá trình thiết kế hàm điều khiển

cho hệ suy biến cần đảm bảo hệ đóng tương ứng không chỉ ổn định mà còn thỏa

mãn tính chính quy (regular) đồng thời đáp ứng không chứa thành phần xung đối

với hệ liên tục hoặc điều kiện nhân quả đối với hệ rời rạc.

Lý thuyết ổn định theo nghĩa Lyapunov là phương pháp phổ biến để phân tích

tính ổn định của hệ động lực. Theo đó, một hệ ổn định nếu hệ thống không chỉ

giữ được gần trạng thái cân bằng (nghiệm không) mà còn quay về trạng thái cân

bằng theo thời gian (ổn định tiệm cận). Điều này được kiểm tra thông qua hàm

Lyapunov, một hàm năng lượng mà nếu hàm đó giảm theo thời gian và có giá trị

không âm, hệ sẽ ổn định. Phương pháp Lyapunov cho phép đánh giá tính ổn định

của một hệ mà không cần phải biết chính xác nghiệm. Ổn định mũ (exponential

stability) là một khái niệm cơ bản trong lý thuyết ổn định của hệ động lực, miêu

tả mức độ nhanh chóng mà một hệ thống quay trở lại trạng thái cân bằng sau khi

hệ chịu các tác động từ nhiễu bên trong hoặc thay đổi đột ngột của môi trường

bên ngoài. Do đó, so với ổn định tiệm cận (hội tụ chậm hơn, không định lượng tốc

độ), ổn định mũ cung cấp một cách định lượng để đo lường mức độ ổn định thông

qua tốc độ giảm, có lợi thế hơn so với ổn định tiệm cận.

Trong lý thuyết điều khiển, ta thường gặp hệ dương, hệ mà trạng thái và đầu

ra luôn không âm khi điều kiện ban đầu không âm [8, 17, 27, 31, 59, 64, 66]. Hệ

động lực dương được xây dựng để đáp ứng nhu cầu mô hình hóa các hệ thống thực

tế của nhiều lĩnh vực như hóa học [16], sinh thái học [45] và y sinh học [11], khi

các đại lượng như lưu lượng, nồng độ, quần thể hay năng lượng luôn mang giá trị
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không âm. Khi hệ có sự thay đổi trạng thái đột ngột tại những thời điểm cụ thể,

thường được gây ra bởi các nhiễu hoặc xung tức thời ta thu được hệ dương có

xung. Gần đây, các hệ dương có xung đã thu hút được nhiều sự chú ý từ các nhà

nghiên cứu. Hệ được sử dụng để biểu diễn một số lớp mô hình trong dịch tễ học

[70], các mô hình dân số [51] và hệ sinh thái [4]. Trong [88], lần đầu tiên J.Zhang

cùng đồng tác giả đã đề xuất các tiêu chuẩn mới cho các hệ dương tuyến tính có

xung không có trễ theo thời gian. Như đã biết, độ trễ theo thời gian là một yếu tố

xuất hiện trong nhiều lĩnh vực khoa học và kỹ thuật và chúng thường là nguyên

nhân làm suy giảm hiệu suất hoặc gây mất ổn định cho hệ thống. Vì vậy, cần thiết

phải phân tích tính ổn định cho các hệ dương có xung với trễ theo thời gian. Bằng

cách kết hợp hàm Lyapunov-Krasovskii cải tiến và phương pháp khoảng thời gian

xung trung bình, Y. Wang và các cộng sự [77] đã thiết lập một tiêu chuẩn đủ độc

lập với trễ để đảm bảo tính ổn định mũ toàn cục thông qua bài toán lập trình

tuyến tính cho các hệ dương có xung với trễ theo thời gian. Ổn định và ổn định

hóa theo thời gian duy trì cho các hệ dương tuyến tính có xung và chuyển mạch

được nghiên cứu trong [9]. Trong [49], các tác giả đề xuất một cách tiếp cận mới

dựa trên hàm Lyapunov cải tiến cùng với phương pháp thời gian xung trung bình

để nghiên cứu bài toán bị chặn trong thời gian hữu hạn đối với hệ dương có xung

và chuyển mạch rời rạc cùng vẫn đề đảm bảo chi phí.

Cần lưu ý rằng, đối với các kết quả hiện tại về tính ổn định của các hệ xung

và hệ suy biến, có rất ít công trình nghiên cứu về các hệ dương có xung, đặc biệt

đối với các hệ suy biến dương có xung. Theo hiểu biết của chúng tôi, bài toán ổn

định mũ cho hệ suy biến dương có xung rời rạc với trễ theo thời gian vẫn chưa

được quan tâm và nghiên cứu sâu rộng. Trong kỷ nguyên số hiện đại, các hệ rời rạc

được ứng dụng rộng rãi trong các lĩnh vực như xử lý ảnh và nhận dạng hệ thống.

Sự ổn định của các hệ rời rạc có xung đã thu hút sự chú ý của cộng đồng nghiên

cứu [49, 59, 64]. Nghiên cứu các hệ suy biến dương có xung rời rạc với trễ theo

thời gian đặt ra một số thách thức quan trọng, bao gồm các khía cạnh chính sau:

Trước hết, ma trận của hệ là suy biến, dẫn đến hệ có thể không chính quy hoặc

không nhân quả, cần phân tích các điều kiện đảm bảo nghiệm tồn tại và duy nhất.

Ngoài ra, trong các hệ có xung, các biến trạng thái có thể trải qua các bước nhảy

đột ngột hoặc thay đổi do các tác động xung, việc đảm bảo rằng tất cả các biến

trạng thái của hệ thống luôn không âm theo thời gian là một thách thức không
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nhỏ. Tiếp đến là các yêu cầu kỹ thuật toán học, các phương pháp truyền thống để

phân tích hệ không suy biến hoặc hệ rời rạc có thể không áp dụng trực tiếp cho

các hệ suy biến có xung với trễ theo thời gian.

Khái niệm ổn định trong thời gian hữu hạn (finite-time stability) cho hệ phương

trình vi phân với đạo hàm bậc nguyên được giới thiệu lần đầu tiên bởi các nhà toán

học người Nga vào những năm 50 của thế kỷ XX. Trong thực tế, việc giám sát và

điều chỉnh dáng điệu của véc tơ trạng thái được mô tả bởi hệ phương trình vi phân

trong một khoảng thời gian cụ thể là quan trọng. Việc đảm bảo véc tơ trạng thái

duy trì trong giới hạn cho phép trong một khoảng thời gian nhất định có tác động

đến sự ổn định và hiệu suất của hệ thống. Đến năm 1961, P. Dorato đã công bố

một vài kết quả nghiên cứu bài toán ổn định trong thời gian hữu hạn [24] và sau đó

vấn đề này đã nhận được sự chú ý rộng rãi từ giới nghiên cứu lý thuyết điều khiển

[5, 25, 26]. Khái niệm bị chặn trong thời gian hữu hạn (finite-time boundedness)

được F. Amato và cộng sự hệ thống hóa trong [5]. Một hệ phương trình vi phân

có nhiễu được gọi là bị chặn trong thời gian hữu hạn nếu với điều kiện ban đầu

không vượt quá một ngưỡng nhất định và nhiễu nằm trong một miền xác định thì

véc tơ trạng thái của hệ luôn duy trì trong một phạm vi giới hạn khác trong một

khoảng thời gian hữu hạn. Khái niệm này thường được nghiên cứu trong các bài

toán điều khiển và tối ưu hóa như điều khiển robot, mạng điện, hoặc hệ thống cơ

học, khi mà đảm bảo tính an toàn và hiệu quả ngắn hạn là rất quan trọng. Việc

khai thác bất đẳng thức ma trận tuyến tính (LMI) trong thiết kế hàm điều khiển

nhằm đảm bảo tính ổn định và giới hạn trạng thái trong một khoảng thời gian hữu

hạn mang lại một hướng tiếp cận hiệu quả, tận dụng được các công cụ toán học

hiện đại. Năm 2005, M.P. Lazarevic và D.Lj Debeljkovic đã xét các vấn đề trên đối

với hệ có trễ [43]. Một số kết quả về vấn đề bị chặn trong thời gian hữu hạn cho

các hệ suy biến rời rạc đã được công bố [47, 85].

Hiệu suất của hệ động lực được biểu thị qua mối tương quan giữa các tham số

đầu vào và đầu ra, giúp đánh giá khả năng tối ưu hóa của hệ thống trong việc đáp

ứng các yêu cầu vận hành. Từ đây, một số bài toán định tính quan trọng khác

cho hệ phương trình vi phân bậc nguyên và bậc phân thứ suy biến được đề xuất

nghiên cứu như bài toán tiêu hao, bài toán đảm bảo chi phí điều khiển (GCC), bài

toán điều khiển hỗn hợp H∞ và thụ động, v.v.

Lần đầu tiên được giới thiệu bởi J.C. Willems vào năm 1972 [78], lý thuyết tiêu
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hao đã trở thành một công cụ hiệu quả trong phân tích tính ổn định và thiết kế

hệ điều khiển, thông qua việc khai thác mối quan hệ giữa năng lượng cung cấp

từ bên ngoài và năng lượng tích lũy bên trong hệ thống. Một trong những tính

chất quan trọng của hệ động lực tiêu hao là năng lượng tổng chứa trong hệ luôn

giảm theo thời gian. Phần năng lượng bị mất đi thường được tỏa ra bên ngoài,

như dưới dạng nhiệt hoặc ma sát. Bài toán tiêu hao cho các hệ thống điều khiển

đã trở thành hướng nghiên cứu được nhiều nhà toán học quan tâm. Với công cụ

là lý thuyết hàm Lyapunov cùng sự hỗ trợ của kỹ thuật bất đẳng thức ma trận

tuyến tính, đã có nhiều công bố đáng chú ý về bài toán tiêu hao cho các loại hệ

động lực khác nhau. Năm 2011, Z. Feng, J. Lam và H. Gao đã nghiên cứu về hệ

suy biến tiêu hao có trễ với đạo hàm bậc nguyên [28]. Đối với hệ phân thứ, năm

2022 trong [33], D.T. Hong, N.H. Sau và M.V. Thuan đã thiết lập một số điều kiện

mới để phân tích mức tiêu hao của mạng nơron phân thứ tĩnh với trễ biến thiên.

Các công bố vừa được nêu ở trên đều tập trung vào vấn đề ổn định theo nghĩa

Lyapunov. Gần đây, phương pháp ổn định trong thời gian hữu hạn đã được các

nhà nghiên cứu áp dụng vào lý thuyết tiêu hao. Nhiều kết quả thú vị về tính tiêu

hao hóa trong thời gian hữu hạn cho các hệ khác nhau đã được công bố. Trong

[55], Y. Ma và M. Chen đã đề xuất hàm điều khiển tiêu hao bền vững để đảm bảo

hệ đóng không chỉ bị chặn trong thời gian hữu hạn mà còn thỏa mãn chỉ số hiệu

suất tiêu hao cho hệ mờ không chắc chắn với trễ biến thiên. Thông qua việc xây

dựng hàm Lyapunov-Krasovskii kết hợp với các kỹ thuật LMI, Y. Ma, X. Jia và D.

Liu đã đề xuất một số điều kiện đủ nhằm giải quyết bài toán tiêu hao trong thời

gian hữu hạn (FTDC) đối với hệ bước nhảy Markovian suy biến rời rạc [56]. Trong

[20], bài toán FTDC cho lớp hệ chuyển mạch Markovian có trễ ngẫu nhiên rời rạc

đã được nghiên cứu bởi G. Chen, J. Yang và X. Zhou dựa trên phương pháp hàm

Lyapunov-Krasovskii. Đối với hệ phương trình vi phân phân thứ, năm 2022, trong

[34], D.T. Hong, N.H. Sau và M.V. Thuan đã xem xét bài toán FTDC đối với hệ

phân thứ Caputo có nhiễu phi tuyến. Nhóm tác giả đã xây dựng hàm điều khiển

phản hồi đầu ra để hệ đóng bị chặn trong thời gian hữu hạn và thỏa mãn chỉ số

hiệu năng tiêu hao.

Trong lý thuyết điều khiển, một trong những mục tiêu chính của việc thiết kế hệ

thống là tối ưu hóa một hàm hiệu suất, thường được gọi là hàm chi phí. Bên cạnh

việc đảm bảo tính ổn định, bài toán điều khiển còn hướng đến việc xây dựng hàm
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điều khiển đáp ứng đầy đủ các yêu cầu về hiệu suất hoạt động. Ý tưởng về GCC

được S.S.L. Chang giới thiệu năm 1969. Sau đó, năm 1972, S.S.L Chang và T.K.C

Keng lần đầu tiên đưa ra bài toán điều khiển cùng hàm chi phí điều khiển của hệ

[14]. Với công cụ là lý thuyết Lyapunov cùng sự hỗ trợ của phương pháp bất đẳng

thức ma trận tuyến tính, đã có nhiều công bố đáng chú ý về bài toán GCC của

các lớp hệ động lực [63, 79, 83]. Đối với hệ với đạo hàm bậc nguyên, năm 2015,

P. Niamsup, K. Ratchagit và V.N. Phat đã đề xuất tiêu chuẩn mới của bài toán

GCC cho hệ nơ ron có trễ [60]. Gần đây, V. Gokulakrishnan và các cộng sự nghiên

cứu bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời gian hữu hạn (FTGCC) cho hệ

chuyển mạch phi tuyến ngẫu nhiên có trễ biến thiên [30]. Đối với các hệ phương

trình vi phân phân thứ, đã có nhiều công bố đáng chú ý của các nhà nghiên cứu.

Trong công trình năm 2020, M.V. Thuan, N. Sup và V.N. Phat đã thiết kế hàm

điều khiển bảo đảm chi phí trong thời gian hữu hạn, đồng thời đề xuất một dạng

hàm chi phí mới cho lớp hệ phân thứ Caputo chịu tác động của nhiễu [74]. Trong

[72], N.T. Thanh và các cộng sự đã áp dụng phép biến đổi Laplace và cách tiếp

cận dựa trên bất đẳng thức ma trận tuyến tính để thiết kế hàm điều khiển đảm

bảo chi phí trong thời gian hữu hạn cho hệ phân thứ có trễ với thành phần không

chắc chắn dạng tổ hợp lồi. Ngoài ra, trong quá trình kiểm soát các phản hồi trạng

thái, ta nhận thấy những nhiễu tương đối nhỏ trong các tham số của hàm điều

khiển có thể làm mất tính ổn định của hệ [69]. Vì vậy cần thiết phải thiết kế một

hàm điều khiển bền vững có thể chấp nhận được sự thay đổi nhỏ của thành phần

của hàm điều khiển ở mức độ nhất định.

Mặc dù đã có nhiều kết quả nghiên cứu đối với hệ phương trình vi phân suy biến

với đạo hàm bậc nguyên và bậc phân thứ được công bố trong thời gian qua, tuy

nhiên theo tìm hiểu của chúng tôi, nhiều bài toán định tính quan trọng cho các hệ

phương trình vi phân suy biến vẫn chưa được nghiên cứu đầy đủ. Bài toán phân

tích tính ổn định mũ cho các hệ suy biến có xung rời rạc với trễ theo thời gian là

vấn đề phức tạp và vẫn còn nhiều thách thức kỹ thuật cần được giải quyết. Các

nghiên cứu về bài toán tiêu hao và bài toán đảm bảo giá trị điều khiển tập trung

vào các hệ với đạo hàm bậc nguyên, một số kết quả cho hệ phương trình vi phân

phân thứ, rất ít công trình nghiên cứu được công bố cho lớp hệ phân thứ suy biến.

Phương pháp được các nhà nghiên cứu hay sử dụng cho các hệ với đạo hàm bậc



8

nguyên chủ yếu thông qua việc thiết lập các hàm Lyapunov-Krasovskii phù hợp.

Phương pháp này không dễ dàng mở rộng cho các hệ phương trình phân thứ suy

biến vì khó khăn trong việc xây dựng hàm Lyapunov phù hợp và quá trình tính

toán đạo hàm phân thứ của nó. Chính từ các phân tích nêu trên, chúng tôi chọn

đề tài về tính chất định tính của một số hệ suy biến với các bài toán định tính lớn

là nghiên cứu tính ổn định và ổn định hóa được dạng mũ cho hệ suy biến có xung

rời rạc với trễ hằng, bài toán FTDC cho lớp hệ phân thứ suy biến thỏa mãn điều

kiện Lipschitz một phía với thành phần không chắc chắn và bài toán FTGCC cho

lớp hệ phân thứ suy biến phi tuyến có nhiễu.

2. Mục tiêu nghiên cứu

Mục tiêu của luận án là:

• Nghiên cứu tính ổn định mũ và ổn định hóa được dạng mũ của lớp hệ suy biến

dương rời rạc có xung và có trễ với đạo hàm bậc nguyên.

• Nghiên cứu tính bị chặn trong thời gian hữu hạn cho hệ phân thứ Caputo suy

biến Lipschitz một phía với tham số không chắc chắn và xây dựng hàm điều

khiển phản hồi trạng thái cho bài toán điều khiển FTDC cho lớp hệ đang xét.

• Nghiên cứu thiết kế hàm điều khiển phản hồi trạng thái bền vững cho lớp hệ

phân thứ Caputo suy biến với tham số không chắc chắn bị chặn trong thời

gian hữu hạn và thỏa mãn điều kiện đảm bảo giá trị điều khiển.

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu của luận án là một số lớp bài toán định tính trong lý thuyết

ổn định và điều khiển, gồm bài toán ổn định mũ Lyapunov, bài toán bị chặn trong

thời gian hữu hạn và các bài toán điều khiển liên quan (bài toán FTDC, bài toán

FTGCC).

Phạm vi nghiên cứu của luận án là tập trung vào lớp hệ phương trình vi phân

suy biến bao gồm cả với đạo hàm bậc nguyên và đạo hàm bậc phân thứ.

4. Phương pháp nghiên cứu

Để thực hiện nghiên cứu, chúng tôi đã áp dụng các phương pháp sau:
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• Phương pháp hàm Lyapunov: Phương pháp này được xem là nền tảng trong

việc phân tích tính ổn định của hệ phương trình vi phân, bao gồm cả ổn định

theo nghĩa Lyapunov và ổn định trong thời gian hữu hạn.

• Phép biến đổi toán ma trận, kỹ thuật LMI: Đây là các công cụ mạnh mẽ để

giải quyết các bài toán điều khiển có sử dụng lý thuyết bất đẳng thức ma trận

tuyến tính.

• Các biến đổi cơ bản của phép tính giải tích phân thứ: Chúng tôi áp dụng các

phép biến đổi liên quan đến giải tích phân thứ như đạo hàm và tích phân phân

thứ Riemann-Liouville, đạo hàm phân thứ Caputo và các tính chất liên quan.

• Sử dụng LMI Control Toolbox và Linear Programming (LP) của MATLAB

để giải các bất đẳng thức ma trận tuyến tính, giải bài toán quy hoạch tuyến

tính và thực hiện mô phỏng các kết quả thu được từ nghiên cứu lý thuyết.

5. Kết quả nghiên cứu và cấu trúc của luận án

Trong luận án, lớp hệ đầu tiên được xem xét nghiên cứu là hệ phương trình vi

phân suy biến rời rạc có xung và trễ theo thời gian sau:
Ex(t+ 1) = Ax(t) + Adx(t− h), t ̸= tm − 1,

x1(tm) = Hx1(tm − 1),m ∈ N∗,

x(s) = η(s), s ∈ {−h,−h+ 1, · · · , 0},

trong đó x(·) := (x1(·), x2(·)), x1(t) ∈ Rr và x2(t) ∈ Rn−r là véc tơ trạng thái. Ma

trận E ∈ Rn×n suy biến với rank(E) = r < n. A, Ad, H là các ma trận hằng đã

biết với số chiều phù hợp. Hằng số trễ h ∈ N∗ và η : [−h, 0] → Rn
+ là hàm điều kiện

ban đầu. Dãy xung {tm}∞m=1 thỏa mãn 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tm < · · · , tm → ∞
với m→ ∞. Nghiên cứu hệ suy biến dương rời rạc có xung với trễ thời gian đặt ra

nhiều thách thức đáng kể. Thứ nhất, chúng ta cần xác định ràng buộc đảm bảo sự

tồn tại và tính duy nhất của nghiệm do ma trận của hệ suy biến. Thứ hai, vấn đề

duy trì tính dương của các biến trạng thái, đặc biệt trong các hệ xung với những

thay đổi đột ngột. Thứ ba, các phương pháp truyền thống không thể áp dụng trực

tiếp cho các hệ suy biến có xung và trễ theo thời gian, do đó đòi hỏi các công cụ

cũng như kỹ thuật mới. Kết quả chúng tôi đưa ra trong luận án là điều kiện đủ để
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giải quyết bài toán ổn định và bài toán ổn định hóa được dạng mũ cho lớp hệ suy

biến dương rời rạc có xung và có trễ theo thời gian.

Việc phân tích các tính chất định tính của hệ phương trình vi phân phân thứ

suy biến gặp nhiều thách thức hơn so với hệ phương trình vi phân với đạo hàm bậc

nguyên. Trong luận án, lớp hệ tiếp theo được nghiên cứu là hệ phân thứ Caputo suy

biến thỏa mãn điều kiện Lipschitz một phía với tham số không chắc chắn có dạng:
E C

0D
α
t x(t) = [A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t)F (t, x(t)) +Bu(t), t ≥ 0,

z(t) = [C +∆C(t)]x(t) +Wω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,

trong đó α ∈ (0, 1) là bậc phân thứ của hệ, x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm

là véc tơ điều khiển đầu vào, ω(t) ∈ Rq là nhiễu đầu vào cho trước, z(t) ∈ Rp là

véc tơ đầu ra, x0 là điều kiện đầu. A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n, D ∈ Rn×q

và W ∈ Rp×q là các ma trận hằng số đã biết. E ∈ Rn×n là ma trận suy biến với

rank(E) = r < n. Các ma trận ∆A(t),∆C(t),∆D(t) thay đổi theo thời gian và

nhiễu ω(.) ∈ L2([0,∞),Rq) đáp ứng điều kiện sau

∃d > 0 : sup
t≥0

ωT (t)ω(t) ≤ d, ∀t ∈ [0, Tf ].

Việc xây dựng hàm điều khiển cho hệ phân thứ suy biến không chỉ cần bảo đảm

rằng hệ đóng bị chặn trong một khoảng thời gian hữu hạn mà còn phải đáp ứng

các tiêu chí về tính chính quy và không có xung. Trên nền tảng bài toán FTDC đối

với hệ phương trình vi phân suy biến có đạo hàm bậc nguyên cũng như hệ phương

trình vi phân phân thứ, chúng tôi tiếp tục mở rộng phạm vi nghiên cứu sang bài

toán FTDC đối với hệ phương trình vi phân phân thứ suy biến. Luận án thu được

kết quả quan trọng là thiết kế hàm điều khiển phản hồi trạng thái đảm bảo tính

FTDC cho lớp hệ phân thứ Caputo suy biến thỏa mãn điều kiện Lipschitz một

phía với các tham số không chắc chắn.

Tiếp theo, chúng tôi nghiên cứu bài toán FTGCC của lớp hệ phân thứ Caputo

suy biến có dạng:E
C
0D

α
t x(t) = [A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t) +Bu(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,
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với các giả thiết về các ma trận và hàm nhiễu tương tự như ở trên. Phương pháp

quen thuộc mà các nhà nghiên cứu thường áp dụng để phân tích sự ổn định của

các hệ với đạo hàm bậc nguyên là thông qua việc thiết lập hàm Lyapunov. Tuy

nhiên, việc mở rộng phương pháp này cho các hệ phương trình vi phân phân thứ

suy biến gặp phải nhiều thách thức, đặc biệt trong việc thiết lập hàm Lyapunov

thích hợp và cách thực hiện tính toán đạo hàm phân thứ của nó. Kết quả cuối cùng

trong luận án là thiết kế được hàm điều khiển bền vững cho bài toán FTGCC của

lớp hệ phân thứ Caputo suy biến có nhiễu.

Luận án bao gồm 4 chương, cùng với phần mở đầu, kết luận, danh mục các ký

hiệu, danh mục các công trình khoa học của tác giả và tài liệu tham khảo.

Chương 1: Cơ sở toán học.

Chương 2: Bài toán ổn định và ổn định hóa được dạng mũ cho hệ suy biến dương

rời rạc có xung với trễ hằng.

Chương 3: Tính tiêu hao hóa trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ phương trình

vi phân phân thứ suy biến thỏa mãn điều kiện Lipschitz một phía.

Chương 4: Bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời gian hữu hạn cho lớp

hệ phương trình vi phân phân thứ suy biến có nhiễu.

Nội dung luận án được xây dựng dựa trên các kết quả nghiên cứu đã công bố

trong ba bài báo (CT1), (CT2) và (CT3) trên các tạp chí SCIE Q1/Q2 trong Danh

mục các công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án. Những kết quả

quan trọng của luận án đã được trình bày tại:

• Seminar tại Bộ môn Toán ứng dụng và Tin học, Khoa Toán – Tin, Trường

Đại học Khoa học – Đại học Thái Nguyên các năm 2021 – 2025.

• Seminar tại Phòng Tối ưu và Điều khiển, Viện Toán học, Viện Hàn lâm Khoa

học và Công nghệ Việt Nam năm 2023.

• Hội nghị Toán học toàn quốc lần thứ X, Trường đại học Sư phạm, Đại học

Đà Nẵng, tháng 8 năm 2023.

• Hội nghị Nghiên cứu sinh, Trường Đại học Khoa học – Đại học Thái Nguyên,

tháng 11 năm 2024.
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Chương 1

Cơ sở toán học

Chương này nhắc lại một số kiến thức toán học cơ bản là cơ sở để trình bày

kết quả của các chương sau. Nội dung của Chương 1 gồm: Một số kiến thức cơ sở

của giải tích phân thứ, nghiệm của hệ phương trình vi phân suy biến, bài toán ổn

định và ổn định hóa được dạng mũ, bài toán bị chặn trong thời gian hữu hạn, các

bài toán điều khiển liên quan như bài toán tiêu hao, bài toán GCC và một số bổ

đề bổ trợ được sử dụng để chứng minh các kết quả chính của luận án.

1.1 Một số kiến thức cơ bản về tích phân và đạo hàm phân thứ

Các khái niệm và kết quả liên quan đến lý thuyết giải tích phân thứ trong phần

này được tham khảo trong các tài liệu [23, 38, 42].

Định nghĩa 1.1.1. (Xem [42], Chương 2, tr. 69). Cho α > 0, tích phân phân thứ

Riemann-Liouville bậc α của hàm f : [a, b] −→ R được định nghĩa là

aI
α
t f(t) :=

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds, t ∈ (a, b],

trong đó Γ(.) là hàm Gamma xác định bởi Γ(α) =
∞∫
0

tα−1e−t dt.

Khi α = 0, ta quy ước aI
0
t := I với I là toán tử đồng nhất. Ngoài ra, một điều

kiện đủ về sự tồn tại của tích phân Riemann–Liouville bậc α với α > 0 và tính khả

tích của hàm tích phân đó được phát biểu trong định lý dưới đây.

Định lý 1.1.2. (Xem [23], Chương 2, tr.13). Giả sử f : [a, b] −→ R là một hàm

khả tích trên [a, b]. Khi đó, tích phân aI
α
t f(t) tồn tại với hầu hết t ∈ [a, b] . Ngoài

ra, aI
α
t f(t) cũng thuộc tập hợp các hàm khả tích trên [a, b] .

Ví dụ 1.1.3. (Xem [42], Chương 2, tr. 71).
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Cho β > −1 và t > a. Với bất kì số thực α > 0, ta có

aI
α
t (t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(t− a)α+β.

Định lý 1.1.4. (Xem [42], Chương 2, tr.73). Cho v : [a, b] −→ R là một hàm số

liên tục và các số dương α1, α2. Khi đó, với hầu hết t ∈ [a, b] ta có:

aI
α1
t (aI

α2
t v(t)) = aI

α2
t (aI

α1
t v(t)) = aI

α1+α2
t (v(t)).

Đạo hàm Riemann–Liouville và đạo hàm Caputo là hai khái niệm quan trọng

trong giải tích phân thứ, được ứng dụng phổ biến trong nhiều lĩnh vực. Đạo hàm

phân thứ Riemann–Liouville được phát triển bởi N.H. Abel, B. Riemann và J.

Liouville trong nửa đầu thế kỉ XIX. Đạo hàm phân thứ Caputo được M. Caputo

xây dựng năm 1969 dựa trên sự cải biên khái niệm đạo hàm Riemann–Liouville.

Định nghĩa 1.1.5. (Xem [42], Chương 2, tr.70). Cho số thực dương α, số nguyên

n := [α] + 1 và hàm f : [a, b] −→ R. Đạo hàm phân thứ Riemann–Liouville bậc α

của f(t) được xác định bởi

RL
a Dα

t f(t) :=
dn

dtn
[ aI

n−α
t f(t)] =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−α−1f(s)ds

Khi α = m ∈ N∗ thì RL
a Dα

t f(t) = fm(t) (đạo hàm bậc m thông thường).

Ví dụ 1.1.6. Cho x(t) = (t− a)β trong đó β > −1 và t > a. Theo Ví dụ 1.1.3, ta

nhận được kết quả

aI
n−α
t x(t) =

Γ(β + 1)

Γ(n− α + β + 1)
(t− a)n−α+β, t > a.

Khi đó, ta có

RL
a Dα

t (t− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α, t > a.

Cho [a, b] ⊂ R và AC[a, b] là không gian các hàm tuyệt đối liên tục trên [a, b].

Giả sử n là số nguyên dương cho trước, ACn[a, b] là lớp hàm gồm các hàm khả vi

liên tục đến bậc n− 1 và đạo hàm bậc n− 1 liên tục tuyệt đối trên [a, b] (lớp hàm

liên tục tuyệt đối cấp n trên [a, b]). Một tiêu chí đảm bảo sự tồn tại của đạo hàm

phân thứ Riemann–Liouville được phát biểu trong định lý dưới đây.

Định lý 1.1.7. (Xem [42], Chương 2, tr.73) Cho số thực dương α, số nguyên
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n := [α]+1 và hàm f(t) ∈ ACn[a, b]. Khi đó, đạo hàm phân thứ Riemann–Liouville

tồn tại hầu khắp nơi trên [a, b] và được biểu diễn theo công thức sau

RL
a Dα

t f(t) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − α)
(t− a)k−α +

1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(s)ds

(t− s)α−n+1
.

Xuất phát từ Định lý 1.1.7, ta có được kết quả sau.

Hệ quả 1.1.8. (Xem [42], Chương 2, tr.73) Nếu α là một số thực với α ∈ (0, 1)

và hàm f(t) ∈ AC[a, b] thì

RL
a Dα

t f(t) =
1

Γ(1− α)

[
f(a)

(t− a)α
+

∫ t

a

f ′(s)ds

(t− s)α

]
.

Đạo hàm phân thứ Riemann–Liouville là một toán tử tuyến tính và điều này

được khẳng định trong định lý sau.

Định lý 1.1.9. (Xem [38], Chương 2, tr.29). Cho trước α > 0, hai số thực ν, µ ∈ R
và hai hàm f(t), g(t) ∈ ACn[a, b]. Khi đó đạo hàm phân thứ RL

a Dα
t là một toán tử

tuyến tính, tức là

RL
a Dα

t

[
νf(t) + µg(t)

]
= ν RL

a Dα
t f(t) + µ RL

a Dα
t g(t).

Đạo hàm phân thứ Caputo bậc α > 0 được định nghĩa thông qua đạo hàm

Riemann–Liouville như sau.

Định nghĩa 1.1.10. (Xem [42], Chương 2, tr.91). Cho số thực α > 0, n là số

nguyên dương nhỏ nhất lớn hơn hoặc bằng α, [a, b] ⊂ R và hàm f : [a, b] −→ R.
Đạo hàm phân thứ Caputo bậc α của f(t) được cho bởi

C
aD

α
t f(t) :=

RL
a Dα

t

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

]
.

Đặc biệt, khi 0 < α < 1, từ Định nghĩa 1.1.10 ta nhận được

C
aD

α
t f(t) :=

RL
a Dα

t

[
f(t)− f(a)

]
.

Cho một hàm véc tơ f(t) =
(
f1(t), f2(t), . . . , fd(t)

)T
. Đạo hàm phân thứ Caputo

bậc α > 0 của f(t) được định nghĩa theo từng thành phần như sau:

C
aD

α
t f(t) :=

(
C
aD

α
t f1(t),

C
aD

α
t f2(t), . . . ,

C
aD

α
t fd(t)

)T
.
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Điều kiện đủ cho sự tồn tại của đạo hàm phân thứ Caputo bậc α được phát

biểu trong định lý sau.

Định lý 1.1.11. (Xem [42], Chương 2, tr.93) Cho số thực dương α, n là số nguyên

dương nhỏ nhất lớn hơn hoặc bằng α và hàm f(t) ∈ ACn[a, b]. Khi đó đạo hàm

phân thứ Caputo C
aD

α
t f(t) tồn tại hầu khắp nơi trên [a, b]. Ngoài ra, ta có

i) Nếu α ̸∈ N thì C
aD

α
t f(t) được xác định thông qua biểu thức sau:

C
aD

α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(s)ds

(t− s)α−n+1
.

Đặc biệt, khi α ∈ (0, 1) và f(t) ∈ AC[a, b], ta thu được:

C
aD

α
t f(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

a

f ′(s)ds

(t− s)α
.

ii) Nếu α = n ∈ N∗ thì C
aD

n
t f(t) = f (n)(t), ngoài ra C

aD
0
t f(t) = f(t).

Định lý 1.1.12. (Xem [38], Chương 2, tr.30) Cho trước số α > 0, các số ν, µ ∈ R
bất kỳ và hai hàm f(t), g(t) ∈ ACn[a, b]. Khi đó

C
aD

α
t

[
νf(t) + µg(t)

]
= ν C

aD
α
t f(t) + µ C

aD
α
t g(t).

Chú ý 1.1.13. (Xem [38], Chương 2, tr.30). Từ Định nghĩa 1.1.10, nếu α là số

thực dương, β là hằng số thì C
aD

α
t β = 0.

Đạo hàm phân thứ Caputo, tương tự phép toán vi-tích phân cổ điển, được xem

là toán tử nghịch đảo trái của tích phân phân thứ. Tuy nhiên, nó không luôn thỏa

mãn tính nghịch đảo phải. Điều này được khẳng định trong hai định lý tiếp theo.

Định lý 1.1.14. (Xem [42], Chương 2, tr.95) Cho số thực dương α và f(t) ∈ C[a, b].

Khi đó, ta có

C
aD

α
t

(
aI

α
t f(t)

)
= f(t).

Định lý 1.1.15. (Xem [42], Chương 2, tr.96) Cho số thực dương α và n là số

nguyên dương nhỏ nhất lớn hơn hoặc bằng α. Nếu f(t) ∈ ACn[a, b] thì

aI
α
t

(
C
aD

α
t f(t)

)
= f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k.

Đặc biệt, nếu α ∈ (0, 1], f(t) ∈ AC[a, b] thì aI
α
t

(
C
aD

α
t f(t)

)
= f(t)− f(a).
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1.2 Bài toán ổn định của hệ phương trình vi phân suy biến

rời rạc có trễ

Trong nhiều hệ thống thực tế, sự thay đổi trạng thái hiện tại không xảy ra ngay

lập tức mà phải mất một khoảng thời gian nhất định để các yếu tố gây tác động

ảnh hưởng đến hệ. Trễ theo thời gian biểu thị sự phụ thuộc của trạng thái hiện tại

vào các trạng thái trong quá khứ. Để biểu diễn các quá trình có sự thay đổi theo

thời gian rời rạc, các hệ phương trình vi phân rời rạc có trễ được áp dụng.

1.2.1 Bài toán ổn định của hệ rời rạc có trễ

Xét hệ phương trình vi phân rời rạc tổng quát dạngx(k + 1) = f(k, x(k), x(k − h)), k ∈ N,

x(k) = ψ(k), k ∈ {−h,−(h− 1), . . . , 0},
(1.1)

với véc tơ x(k) ∈ Rn, k ∈ N. Hàm véc tơ f : N × Rn × Rn → Rn thỏa mãn

f(k, 0, 0) = 0, k ∈ N. Hằng số trễ h ∈ N∗ và ψ(·) : {−h,−(h − 1) . . . , 0} → Rn là

hàm điều kiện ban đầu với chuẩn

∥ψ∥ = max
k∈{−h,−(h−1),...,0}

∥ψ(k)∥.

Định nghĩa 1.2.1. (Xem [1], Chương 3, tr.109) Giả sử f(k, 0, 0) = 0 với ∀k ∈ N.
i) Điểm cân bằng x(k) = 0 của hệ (1.1) được gọi là ổn định nếu với mọi k0 ≥ 0,

ϵ > 0, tồn tại δ = δ(k0, ϵ) sao cho bất kỳ nghiệm x(k; k0, ψ) thỏa mãn ∥ψ∥ ≤ δ thì

∥x(k; k0, ψ)∥ ≤ ϵ với k ≥ k0.

ii) Điểm cân bằng x(k) = 0 của hệ (1.1) được gọi là ổn định tiệm cận nếu nghiệm

đó ổn định và tồn tại δ = δ(k0) > 0 sao cho bất kỳ nghiệm x(k; k0, ψ) thỏa mãn

∥ψ∥ ≤ δ thì limk→∞ x(k; k0, ψ) = 0.

iii) Điểm cân bằng x(k) = 0 của hệ (1.1) được gọi là ổn định mũ nếu tồn tại các

hằng số M > 0 và β ∈ (0, 1) sao cho nghiệm bất kỳ x(k;ψ) của hệ thỏa mãn

∥x(k;ψ)∥ ≤ M∥ψ∥βk, ∀k ∈ N.

Số M được gọi là hệ số ổn định Lyapunov và β được gọi là số mũ ổn định.
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1.2.2 Bài toán ổn định hóa của hệ rời rạc có trễ

Xét hệ điều khiển rời rạc với trễ theo thời gian saux(k + 1) = f(k, x(k), x(k − h), u(k)), k ∈ N,

x(k) = ψ(k), k ∈ {−h,−(h− 1), . . . , 0},
(1.2)

với véc tơ x(k) ∈ Rn, k ∈ N và véctơ điều khiển u(k) ∈ Rm, hằng số trễ h ∈ N∗.

Hàm véc tơ f : N×Rn×Rn×Rm → Rn sao cho điều kiện f(k, 0, 0, 0) = 0, k ∈ N.

Định nghĩa 1.2.2. (Xem [1], Chương 3, tr.140) Hệ (1.2) được gọi là ổn định hóa

được nếu tồn tại hàm điều khiển u(k) = η(x(k)) sao cho hệ đóng saux(k + 1) = f(k, x(k), x(k − h), η(x(k))), k ∈ N,

x(k) = ψ(k), k ∈ {−h,−(h− 1), . . . , 0}
(1.3)

ổn định tiệm cận.

Định nghĩa 1.2.3. (Xem [1], Chương 3, tr.143) Cho số 0 < β < 1. Hệ (1.2) được

gọi là β-ổn định hóa được dạng mũ nếu tồn tại hàm điều khiển u(k) = η(x(k)) sao

cho hệ đóng (1.3) là β-ổn định mũ, nghĩa là tồn tại hằng số dương M > 0 đảm

bảo mọi nghiệm x(k;ψ) của hệ đóng (1.3) thỏa mãn

∥x(k;ψ)∥ ≤ M∥ψ∥βk, ∀k ∈ N.

1.2.3 Hệ suy biến rời rạc có trễ

Xét hệ suy biến rời rạc có trễ sauEx(k + 1) = A0x(k) + A1x(k − τ), k ∈ N,

x(k) = ψ(k), k ∈ {−τ,−(τ − 1), . . . , 0},
(1.4)

trong đó véc tơ trạng thái x(k) ∈ Rn, k ∈ N, các ma trận cho trước A0, A1 ∈ Rn×n,

ma trận E ∈ Rn×n suy biến với rank(E) = r < n; 0 < τ ∈ N là hằng số trễ. Hàm

ψ(·) : {−τ, . . . , 0} → Rn là hàm điều kiện ban đầu với chuẩn được định nghĩa là

∥ψ∥ = maxk∈{−τ,−(τ−1),...,0} ∥ψ(k)∥.
Nếu E là ma trận đơn vị, nghiệm của hệ (1.4) luôn có thể xác định thông qua

việc truy hồi. Ngược lại, khi E là ma trận suy biến, việc xây dựng công thức nghiệm
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trở nên phức tạp, đòi hỏi phải phân tích tính chính quy của cặp ma trận (E,A0).

Vấn đề tồn tại nghiệm trong phần này được tham khảo từ tài liệu [21, 44].

Định nghĩa 1.2.4. (Xem [21])

i) Cặp ma trận (E,A0) được gọi là chính quy nếu tồn tại s ∈ C sao cho đa thức

det(sE − A0) không đồng nhất bằng 0.

ii) Cặp ma trận (E,A0) được gọi là nhân quả nếu tồn tại s ∈ C sao cho

deg(det(sE − A0)) = rank(E).

Giả sử cặp ma trận (E,A0) thỏa mãn đồng thời tính chất chính quy và nhân

quả. Khi đó điều kiện chính quy của (E,A0) tương đương với tồn tại hai ma trận

khả nghịch P và Q sao cho

PEQ = diag(Ir, N), PA0Q = diag(A01, In−r), PA1Q =

[
A11 A12

A21 A22

]
,

trong đó N là một ma trận ma trận lũy linh. Cặp (E,A0) là nhân quả nếu và chỉ

nếu N = 0 (xem Bổ đề 2.9, trang 21 [44]).

Với phép đổi biến Q−1x(k) =

[
y1(k)

y2(k)

]
, y1(k) ∈ Rr, y2(k) ∈ Rn−r, k ∈ N, hệ

(1.4) được biểu diễn theo công thức sau [2]y1(k + 1) = A01y1(k) + A11y1(k − τ) + A12y2(k − τ), y1(s) = ϕ1(s),

y2(k) = −A21y1(k − τ)− A22y2(k − τ), y2(s) = ϕ2(s), s ∈ {−τ, . . . , 0}.

Khi đó, ta nhận đượcy1(k) = Ak
01y1(0) +

∑k−1
i=0 A

k−1−i
01

[
A11y1(i− τ) + A12y2(i− τ)

]
,

y2(k) = −A21y1(k − τ)− A22y2(k − τ).

Tiến hành thêm một số phép biến đổi, ta xác định được nghiệm của hệ (1.4) làx(k) = A
k

01P1x(0) +
∑k−1

i=0 A
k−1−i

01 A1x(i− τ) + A2x(k − τ),

x(k) = ψ(k), k ∈ {−τ,−(τ − 1) . . . ,−1, 0},

trong đó
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A01 = Q

[
A01 0

0 0

]
Q−1, P1 = Q

[
I 0

0 0

]
Q−1,

A1 = Q

[
A11 A12

0 0

]
Q−1, A2 = Q

[
0 0

−A21 −A22

]
Q−1.

Khi điều kiện chính quy của cặp (E,A0) chưa được xác định, luôn tồn tại hai ma

trận khả nghịch M và N sao cho

MEN =

[
Ir 0

0 0

]
, MA0N =

[
A1 A2

A3 A4

]
.

Mệnh đề 1.2.5. (Xem [44], Chương 2, tr 22) Cặp ma trận (E,A0) là nhân quả

nếu và chỉ nếu A4 không suy biến.

1.3 Hệ phương trình vi phân phân thứ suy biến

Hệ phương trình vi phân suy biến thường gặp trong nhiều lĩnh vực của kỹ thuật

và vật lý, khi quan hệ giữa các biến không thể biểu diễn hoàn toàn dưới dạng vi

phân. Những ràng buộc đại số này có thể được tạo ra từ các định luật vật lý, như

bảo toàn năng lượng, bảo toàn động lượng hoặc từ các điều kiện ban đầu và biên

của hệ. Nội dung của mục này được tham khảo trong các tài liệu [40, 71, 82, 84].

Bậc của hệ phương trình vi phân thứ suy biến được xét trong trường hợp 0 < α < 1.

Xét hệ phương trình vi phân phân thứ CaputoF
(
C
0D

α
t x(t), x(t), u(t), t

)
= 0, t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ Rn,
(1.5)

với x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm là véc tơ điều khiển đầu vào, F (., ., t)

là hàm véc tơ.

Xét một trường hợp đặc biệt của hệ (1.5) là:E
C
0D

α
t x(t) = G

(
u(t), x(t), t

)
, t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ Rn,
(1.6)

trong đó E là ma trận suy biến, G(., ., t) là hàm véc tơ. Khi đó, hệ (1.6) được gọi
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là hệ phương trình vi phân phân thứ suy biến. Nếu G
(
u(t), x(t), t

)
là hàm tuyến

tính thì hệ có dạng E
C
0D

α
t x(t) = Ax(t) +Bu(t), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ Rn,

A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n và B ∈ Rp×m.

Tiếp theo, chúng ta xem xét vấn đề về sự tồn tại và duy nhất nghiệm của hệ

phương trình vi phân suy biến. Xét hệ phân thứE
C
0D

α
t x(t) = Ax(t) + f(t), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ Rn,
(1.7)

với f(t) ∈ Rn là hàm cho trước và khả vi tới bậc cần thiết, rank(E) = r.

Định nghĩa 1.3.1. (Xem [71, 82])

i) Cặp ma trận (E,A) được gọi là chính quy nếu tồn tại s ∈ C sao cho đa thức

det(sE − A) không đồng nhất bằng 0.

ii) Cặp ma trận (E,A) được gọi là không có xung nếu tồn tại s ∈ C sao cho

deg(det(sE − A)) = rank(E).

Tương tự với hệ phương trình vi phân suy biến bậc nguyên, nghiệm của hệ phân

thứ (1.7) có thể xuất hiện thành phần dạng xung với điều kiện tương thích ban

đầu. Tuy nhiên, tính chính quy và tính không có xung của cặp (E,A) đảm bảo

tính tồn tại và duy nhất của nghiệm theo các kết quả dưới đây trong [21, 84].

Mệnh đề 1.3.2. (Xem [21]) Cặp ma trận (E,A) là chính quy khi và chỉ khi tồn

tại hai ma trận không suy biến P,Q sao cho

PEQ = diag(In1, N), PAQ = diag(J, In2), (1.8)

trong đó n1 + n2 = n, J ∈ Rn1×n1 là ma trận chính tắc Jordan và N ∈ Rn2×n2 là

ma trận lũy linh bậc υ.

Theo Mệnh đề 1.3.2, hệ (1.7) được đưa về

C
0D

α
t y1(t) = Jy1(t) + g1(t), (1.9)
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N C
0D

α
t y2(t) = y2(t) + g2(t), (1.10)

với phép đổi biến Q−1x(t) =

[
y1(t)

y2(t)

]
, y1(t) ∈ Rn1, y2(t) ∈ Rn2 và

PEQ =

[
In1 0

0 N

]
, PAQ =

[
J 0

0 In2

]
,

f(t) =

[
f1(t)

f2(t)

]
, Pf(t) =

[
g1(t)

g2(t)

]
, Q−1x0 =

[
x1, 0

x2, 0

]
.

Theo kết quả trong [84], hệ (1.9) có nghiệm duy nhất được biểu diễn như sau

y1(t) =

∫ t

0

eJ(t−ξ)
α

[
f1(ξ) + Jx1, 0

]
dξ + x1,0,

trong đó

eJ(t−ξ)
α = (t− ξ)(α−1)

∞∑
k=0

Jk (t− ξ)kα

Γ
[
(k + 1)α

] .
Mệnh đề 1.3.3. (Xem [84]). Xét hệ (1.10) với f2(t) khả vi đến bậc [αυ] + 1 trên

[0,∞) trong đó υ là bậc lũy linh của N . Khi đó (1.10) có nghiệm duy nhất

y2(t) = −
υ−1∑
k=0

NkT kg2(t),

trong đó T k = C
0D

α
t ◦

C
0D

α
t ◦ . . . ◦

C
0D

α
t , (k lần).

Định lý 1.3.4. (Xem [84]). Cho (E,A) là một cặp ma trận chính quy, hàm f2(t)

khả vi đến bậc [αυ] + 1 trên [0,∞), υ là bậc lũy linh của N . Khi đó

i) Hệ phương trình vi phân đại số (1.7) giải được.

ii) Điều kiện đầu x0 tương thích khi và chỉ khi

x2,0 = −
υ−1∑
k=0

NkT kg2(0),

trong đó T k = C
0D

α
t ◦

C
0D

α
t ◦ . . . ◦

C
0D

α
t , (k lần).

iii) Hệ phương trình vi phân đại số (1.7) với điều kiện ban đầu tương thích có

nghiệm duy nhất.

Định lý 1.3.5. (Xem [82]). Giả sử cặp ma trận (E,A) chính quy và hai ma trận

P,Q khả nghịch thỏa mãn điều kiện (1.8). Khi đó (E,A) không có xung khi và chỉ
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khi N = 0.

Nhận xét 1.3.6. Theo Mệnh đề 1.3.3, tính liên tục hoặc khả vi của nghiệm y2(t)

phụ thuộc trực tiếp vào các đạo hàm của hàm g2(t). Đặc biệt, trong trường hợp

cặp ma trận (E,A) là chính quy và không có xung, ta có N = 0. Khi đó, nghiệm

của hệ được xác định bởi y2(t) = −g2(t). Như vậy, nếu hàm f(t) là liên tục thì

y2(t) cũng liên tục. Điều này cho thấy rằng tính không có xung của hệ phương

trình (1.7) đảm bảo nghiệm của hệ là một hàm liên tục.

Khi tính chính quy của (E,A) của hệ (1.7) chưa được xác định, luôn tồn tại các

ma trận không suy biến M,N sao cho

MEN =

[
Ir 0

0 0

]
, MAN =

[
A1 A2

A3 A4

]
.

Định lý 1.3.7. (Xem [21]). Cặp ma trận (E,A) chính quy và không có xung khi

và chỉ khi A4 là ma trận khả nghịch.

Ngoài ra, trong [40], T. Kaczorek và K. Borawski đã đưa ra các phương pháp

khác nhau để xây dựng công thức nghiệm cho hệ phương trình vi phân phân thứ

suy biến: Phương pháp chuỗi Laurent mở rộng (biểu diễn nghiệm dưới dạng chuỗi

các hàm mũ), phương pháp ma trận ngược Drazin (sử dụng khái niệm ma trận giả

ngược Drazin-một khái niệm tổng quát của ma trận ngược Moore-Penrose), phương

pháp phân tích Weierstrass-Kronecker (sử dụng các phân tích cổ điển: Phân tích

Jordan-Weierstrass và phân tích Kronecker)...

1.4 Bài toán ổn định trong thời gian hữu hạn

Trong phần này, chúng tôi trình bày lại các định nghĩa cũng như một số điều

kiện đủ liên quan đến bài toán ổn định và tính bị chặn trong thời gian hữu hạn

của hệ phương trình vi phân. Các nội dung được đề cập dựa trên các tài liệu tham

khảo [57, 65].

1.4.1 Bài toán ổn định trong thời gian hữu hạn

Đối với hệ phương trình đạo hàm bậc nguyên, khái niệm ổn định trong thời gian

hữu hạn lần đầu tiên được đề xuất bởi các nhà toán học người Nga vào những
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năm 50 của thế kỷ XX. Sau đó vấn đề này khơi dậy sự hứng thú của nhiều chuyên

gia lý thuyết điều khiển [5, 25, 26]. Năm 1997, P. Dorato, C.T. Abdallah và D.

Famularo đã sử dụng lý thuyết bất đẳng thức ma trận tuyến tính xây dựng hàm

điều khiển phản hồi để lớp hệ tuyến tính đạt được sự ổn định trong một khoảng

thời gian nhất định [26]. Điều này mở ra một cách tiếp cận mạnh mẽ trong việc

giải quyết các bài toán điều khiển với những công cụ toán học hiện đại.

Với hệ đạo hàm bậc nguyên suy biến tuyến tính, một trong những kết quả đầu

tiên về bài toán ổn định trong thời gian hữu hạn được công bố là của D. Debeljkovic

và D.H. Owens năm 1985 [22]. Trong [37], N.A. Kablar cùng cộng sự xét lớp hệ

phương trình suy biến tuyến tính sauE
.
x(t) = Ax(t), t ≥ 0,

x(t0) = x0,
(1.11)

trong đó A ∈ Rn×n là trận hằng số, E ∈ Rn×n là ma trận suy biến.

Đặt ∥ x(t) ∥2Q= xT (t)Qx(t) với Q là một ma trận đối xứng xác định dương. Cho

trước số dương T , ký hiệu J = {t : t0 ≤ t ≤ t0 + T}.

Định nghĩa 1.4.1. (Xem [37]) Cho các số dương α < β, ma trận P đối xứng xác

định dương và Q = ETPE. Hệ (1.11) được gọi là ổn định trong thời gian hữu hạn

theo bộ (J, α, β,Q) nếu

∥ x(t0) ∥Q< α⇒∥ x(t) ∥Q< β,

với ∀t ∈ J .

Định lý 1.4.2. (Xem [37]). Cho các số dương α < β và ma trận đối xứng xác định

dương P . Hệ (1.11) ổn định trong thời gian hữu hạn theo bộ (J, α, β,Q) nếu điều

kiện sau được thoản mãn

ln
β

α
> Λmax(M)(t− t0),∀t ∈ J,

trong đó

Λmax = max
{
xT (t)Mx(t) : x(t) ∈ W \ {0} và xT (t)ETPEx(t) = 1

}
,

với ma trận M = ATPE + ETPA.
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Tiếp theo, chúng tôi trình bày lại định nghĩa về hàm Mittag-Leffler.

Định nghĩa 1.4.3. Cho α ∈ C, hàm Mittag-Leffler một tham số Eα: C → C được

định nghĩa như sau

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(kα+ 1)
.

Trong [57], Y. Ma và các cộng sự đã mở rộng khái niệm ổn định trong thời gian

hữu hạn cho hệ phân thứ. Xét hệ phân thứ tuyến tính
C
0D

α
t x(t) = Ax(t), t ∈ [0, Tf ],

x(0) = x0 ∈ Rn,
(1.12)

trong đó ma trận hằng số A ∈ Rn×n .

Định nghĩa 1.4.4. (Xem [57]) Cho c1 < c2, Tf là các số dương và R là ma trận

đối xứng xác định dương. Hệ (1.12) được gọi là ổn định trong thời gian hữu hạn

theo bộ (c1, c2, Tf , R) nếu điều kiện sau thỏa mãn

xT0Rx0 ≤ c1 ⇒ x(t)TRx(t) < c2, ∀t ∈ [0, Tf ].

Định lý 1.4.5. (Xem [57]). Cho c1 < c2, Tf là các số dương và R là ma trận

đối xứng xác định dương. Hệ (1.12) ổn định trong thời gian hữu hạn theo bộ

(c1, c2, Tf , R) nếu tồn tại một ma trận đối xứng xác định dương Q ∈ Rn×n và

một số dương ϵ các điều kiện sau thỏa mãn

AQ+QAT − ϵP < 0,

Eα(ϵT
α
f )λ1c1 < λ2c2,

trong đó

λ1 = λmax(Q), λ2 = λmin(Q), Q = R− 1
2QR− 1

2 .

1.4.2 Bài toán bị chặn trong thời gian hữu hạn

Khái niệm bị chặn trong thời gian hữu hạn tập trung vào việc đảm bảo véc tơ

trạng thái của hệ không vượt quá một ngưỡng giá trị cụ thể trong một khoảng thời

gian nhất định khi hệ chịu tác động của nhiễu. Trong [65], J. Ren và các cộng sự



25

xét hệ suy biến có nhiễu sau
E

.
x(t) = Ax(t) +Dω(t) + f(t, x(t)), t ∈ [0, Tf ],

z(t) = Cx(t) +Wω(t),

x(t0) = x0 ∈ Rn,

(1.14)

với E là ma trận suy biến. Nhiễu ω(.) ∈ L2([0,∞),Rq) đáp ứng điều kiện

∃d ≥ 0 :

∫ Tf

0

ωT (t)ω(t)dt ≤ d.

Định nghĩa 1.4.6. (Xem [65]). Cho c1 < c2, Tf là các số dương và R là ma trận

đối xứng xác định dương. Hệ suy biến (1.14) được gọi là bị chặn trong thời gian

hữu hạn theo bộ (c1, c2, Tf , R, d) nếu (1.14) chính quy, không có xung trên [0, Tf ]

và điều kiện sau được thỏa mãn

xT (0)ETREx(0) ≤ c1 ⇒ xT (t)ETREx(t) < c2, ∀t ∈ [0, Tf ].

Trong [57], Y. Ma và các cộng sự cũng lần đầu tiên mở rộng khái niệm bị chặn

trong thời gian hữu hạn cho hệ phương trình vi phân phân thứ. Xét hệ phân thứ

tuyến tính có nhiễu sau
C
0D

α
t x(t) = Ax(t) +Dω(t), t ∈ [0, Tf ]

x(0) = x0 ∈ Rn,
(1.15)

trong đó các ma trận hằng A ∈ Rn×n, D ∈ Rn×q, nhiễu đầu vào ω(t) ∈ Rq thỏa

mãn điều kiện ωT (t)ω(t) ≤ d với d ≥ 0.

Định nghĩa 1.4.7. (Xem [57]). Cho các số dương c1 < c2, Tf và ma trận đối xứng

xác định dương R. Hệ (1.15) được gọi là bị chặn trong thời gian hữu hạn theo bộ

(c1, c2, Tf , R, d) nếu điều kiện sau thỏa mãn

xT0Rx0 ≤ c1 ⇒ x(t)TRx(t) < c2, ∀t ∈ [0, Tf ].

Định lý 1.4.8. (Xem [57]). Cho các số dương c1 < c2, Tf và ma trận đối xứng xác

định dương R. Hệ (1.15) bị chặn trong thời gian hữu hạn theo bộ (c1, c2, Tf , R, d)

nếu tồn tại các ma trận Q1 ∈ Rn×n, Q2 ∈ Rq×q đối xứng xác định dương và một
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số ϵ > 0 các điều kiện sau thỏa mãn[
AQ+QAT − ϵQ DQ2

Q2D
T −ϵQ2

]
< 0,

Eα(ϵT
α
f )(

ϵdTα
f

λmin(Q2)Γ(α + 1)
+

c1
λmin(Q1)

) <
c2

λmax(Q1)
,

trong đó

Q = R− 1
2Q1R

− 1
2 .

1.5 Bài toán tiêu hao của hệ động lực

Lý thuyết tiêu hao được J.C. Willems giới thiệu lần đầu tiên vào năm 1972.

Trong [78], J.C. Willems xét hệ điều khiển phi tuyến sau
.
x(t) = f(t, x(t, u(t))), t ≥ 0,

y(t) = g(t, x(t), u(t)),

x(0) = x0,

(1.17)

trong đó x(t) ∈ X = Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ U = Rm là véc tơ đầu vào,

y(t) ∈ Y = Rp là véc tơ đầu ra. Hàm tỷ lệ cung cấp w : U × Y → R được xác định

w(t) = w(u(t), y(t)) là hàm khả tích địa phương, tức là∫ t

0

|w(s)|ds <∞

J.C. Willems đã đưa ra định nghĩa hệ tiêu hao (Dissipative system) như sau.

Định nghĩa 1.5.1. (Xem [78], Hệ tiêu hao). Hệ (1.17) cùng với tỷ lệ cung cấp

w(u(t), y(t)) được gọi là tiêu hao nếu tồn tại một hàm lưu trữ S(x) ≥ 0 thỏa mãn

bất đẳng thức tiêu hao

S(x(0)) +

∫ t

0

w(u(s), y(s))ds ≥ S(x(t)).

Được thúc đẩy bởi J.C. Willems, năm 1976, D.J. Hill và P.J. Moylan đã đề xuất

một tỷ lệ cung cấp w(u(t), y(t)) [32] kết hợp với hệ (1.17) là

w(u(t), y(t)) = yT (t)Qy(t) + 2yT (t)Zu(t) + uT (t)Ru(t), (1.18)
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trong đó Q ∈ Rp×p, R ∈ Rm×m là các ma trận đối xứng, Z ∈ Rp×m.

D.J. Hill và P.J. Moylan đã đưa ra định nghĩa tiêu hao như sau.

Định nghĩa 1.5.2. (Xem [32]) Hệ (1.17) cùng với tỷ lệ cung cấp (1.18) được gọi

là tiêu hao nếu với mọi u(t) chấp nhận được và ∀ t1 ≥ t0 thì∫ t1

t0

w(u(s), y(s))ds ≥ 0,

với x(t0) = 0.

Khả năng lưu trữ có sẵn là một khái niệm quan trọng trong lý thuyết tiêu hao.

Đây là lượng năng lượng tối đa có thể được lưu trữ trong hệ có thể giải phóng ra

ngoài từ trạng thái ban đầu. Trong thực tế, các hàm lưu trữ thường được sử dụng

như các hàm Lyapunov khi xem xét tính ổn định của hệ. Khi nghiên cứu một hệ

động lực, một hàm lưu trữ đại diện cho năng lượng bên trong của hệ. Nguyên lý

cơ bản là năng lượng này sẽ giảm hoặc không tăng theo thời gian nếu hệ ổn định.

Cho đến nay, với công cụ là lý thuyết Lyapunov cùng sự hỗ trợ của phương pháp

bất đẳng thức ma trận tuyến tính, đã có nhiều công bố đáng chú ý về bài toán tiêu

hao cho các loại hệ động lực khác nhau [28, 48]. Năm 2002, Z. Li và các cộng sự

đã nghiên cứu bài toán điều khiển tiêu hao cho một lớp hệ tuyến tính với trễ theo

thời gian với cách tiếp cận sử dụng các bất đẳng thức ma trận tuyến tính. Lớp hệ

có trễ với nhiễu được mô tả như sau
ẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− d) +B1w(t),

z(t) = C1x(t) +D11w(t),

x(t) = η(t), t ∈ [−d, 0], d ≤ τ,

(1.19)

trong đó x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, z(t) ∈ Rq là véc tơ đầu ra, w(t) ∈ Rp là

véc tơ nhiễu thuộc L2([0,∞),Rn), d > 0 là trễ bị chặn, τ > 0 là một hằng số, η(t)

là điều kiện ban đầu, A, Ad, B1, C1, D11 là các ma trận hằng có số chiều phù hợp.

Hàm tỷ lệ cung cấp được xác định bởi

E(ω, z, T ) =

∫ T

0

(
zT (t)Qz(t) + 2zT (t)Sω(t) + ωT (t)Rω(t)

)
dt,

trong đó Q, S và R là các ma trận thực có số chiều phù hợp, Q là ma trận đối

xứng xác định âm và R là ma trận đối xứng.
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Định nghĩa 1.5.3. (Xem [48]) Hệ (1.19) được gọi là (Q,S,R) tiêu hao nếu với

điều kiện ban đầu bằng không, tồn tại một số thực dương γ sao cho điều kiện sau

được thỏa mãn

E(ω, z, T ) ≥ γ

∫ T

0

ωT (t)ω(t)dt.

Nhận xét 1.5.4. (Xem [48]) Bài toán (Q,S,R) tiêu hao chính là tổng quát của

các bài toán H∞ và bài toán thụ động.

1. Khi Q = −I, S = 0 và R = γ2I thì bài toán (Q,S,R) tiêu hao trở thành bài

toán hiệu suất H∞.

2. Khi Q = 0, S = I và R = 0 thì bài toán (Q,S,R) tiêu hao trở thành bài toán

thụ động.

Gần đây, phương pháp ổn định trong thời gian hữu hạn đã được các nhà nghiên

cứu áp dụng vào lý thuyết tiêu hao. Nhiều kết quả thú vị về bài toán FTDC cho

các hệ khác nhau đã được công bố [20, 55, 56].

1.6 Bài toán đảm bảo chi phí điều khiển

Năm 1972, S.L Chang và J.P Keng lần đầu tiên đưa ra bài toán GCC cùng hàm

chi phí điều khiển của hệ. Trong kỹ thuật, khi giải quyết các bài toán điều khiển,

việc thiết kế hàm điều khiển không chỉ nhằm mục tiêu đảm bảo sự ổn định của hệ

thống mà còn cần đáp ứng các tiêu chí về hiệu suất thường được gọi là “chi phí”.

Ở đây, “chi phí” này có thể là năng lượng tiêu hao, sai số điều khiển hoặc bất kỳ

tiêu chí hiệu suất nào được định nghĩa trước. Tính đầy đủ của hiệu suất liên quan

đến việc hàm điều khiển đảm bảo hệ thống hoạt động ở mức hiệu quả cao nhất.

Trong [14], bài toán S.L Chang và J.P Keng đề xuất như sau: Xét hệ điều khiển

động lực được mô tả bởi

.
x(t) = f(x(t), u(t), q(t), t),

trong đó x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm là véc tơ điều khiển, q(t) là một

hàm có giá trị thuộc tập đóng bị chặn Ω. Hàm đảm bảo chi phí liên kết với hệ điều
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khiển được xác định bởi

C[x(t1), u(t), q(t)] = h(x(t2)) +

∫ t2

t1

g(x(t), u(t), q(t), t)dt,

trong đó h(x(t2)) ≥ 0 biểu diễn chi phí cuối cùng, tích phân biểu diễn chi phí tích

lũy từ t1 đến t2 và điều khiển u(t) = η(x(t), t).

Giá trị đảm bảo chi phí và điều khiển đảm bảo chi phí

Nếu có một số V và một điều khiển u(t) thỏa mãn

C[x(t1), u(t), q(t)] ≤ V

với mỗi sự biến thiên cho phép của q(t) thì V được gọi là giá trị đảm bảo chi phí

của hệ bắt đầu từ x(t1) và u(t) được gọi là điều khiển đảm bảo chi phí.

Trong [14], S.L Chang và J.P Keng xét với trường hợp hệ tuyến tính với các

thành phần không chắc chắn sau
.
x(t) = A(q(t))x(t) +B(q(t))u(t), t ≥ 0,

x(0) = x0.

Các tác giả đã xây dựng hàm chi phí có dạng

C[x(0), u(t), q(t)] =
1

2
xT (t)H(x(t) +

1

2

∫ t

0

(xT (t)Px(t) + uT (t)Qu(t))dt,

trong đó các ma trận H,P đối xứng nửa xác định dương còn Q là ma trận đối

xứng xác định dương.

Trong những thập kỷ gần đây, bài toán GCC đã được thiết kế cho các lớp hệ

động lực khác nhau. Phương pháp này cho một giới hạn trên cho chỉ số hiệu suất

được chỉ định, do đó đảm bảo rằng sự suy giảm hiệu suất do các thành phần không

chắc chắn không vượt qua giới hạn này. Một số kết quả đáng chú ý về GCC đã

được công bố dựa cho các loại hệ suy biến với đạo hàm bậc nguyên [30, 60, 79, 86].

B. Li cùng nhóm nghiên cứu đã mở rộng bài toán FTGCC cho các hệ suy biến

[46]. Lớp hệ suy biến được xét làE
.
x(t) = [A+∆A(t)]x(t) + [B +∆B(t)]u(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,
(1.20)
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trong đó x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm là véc tơ điều khiển đầu vào, x0

là điều kiện đầu. A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, E ∈ Rn×n là các ma trận đã biết. E ∈ Rn×n

là ma trận suy biến với rank(E) = r < n. ∆A(t),∆B(t) là các ma trận biến thiên

theo thời gian thỏa mãn[
∆A(t) ∆B(t)

]
=MF(t)

[
Na Nb

]
với M,Na, Nb là các ma trận cho trước F(t) là ma trận chưa biết đáp ứng điều

kiện FT (t)F(t) ≤ I,∀t ≥ 0.

Kết hợp với hệ phương trình vi phân suy biến (1.20) là hàm đảm bảo chi phí

J(u) =

∫ T

0

[xT (t)Q1x(t) + uT (t)Q2u(t)]dt,

trong đó Q1 và Q2 là các ma trận đối xứng xác định dương cho trước với số chiều

thích hợp. Nhóm tác giả đã xây dựng hàm điều khiển phản hồi trạng thái cho bài

toán đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ đang xét.

Gọi UΩ là tập tất cả các hàm điều khiển chấp nhận được để hệ đóng của (1.20)

ổn định. Một yêu cầu tự nhiên là tìm hàm điều khiển û(t) ∈ UΩ sao cho hàm chi

phí J(û(t)) = minu∈UΩ
J(u). Có rất nhiều khó khăn trong việc giải bài toán điều

khiển tối ưu nói trên. Vì vậy chúng ta đi tìm một hàm điều khiển û(t) ∈ UΩ sao

cho hàm chi phí hữu hạn và có giá trị càng nhỏ càng tốt. Giải quyết bài toán GCC

cho hệ động lực liên quan đến việc xây dựng một hàm điều khiển û(t) ∈ UΩ và một

số J∗ sao cho với hàm điều khiển û(t), hệ (1.20) chấp nhận được và J(û) ≤ J∗.

Khi đó û(t) được gọi hàm điều khiển đảm bảo chi phí và J∗ được gọi là giá trị đảm

bảo chi phí.

Đối với các hệ phương trình vi phân phân thứ, cũng đã có những công bố đáng

chú ý [69, 74]. Năm 2020, M. V. Thuan, N. Sup và V. N. Phat đã thiết kế hàm

điều khiển bảo đảm chi phí trong thời gian hữu hạn, đồng thời các tác giả cũng

giới thiệu một dạng hàm chi phí điều khiển mới cho lớp hệ phân thứ Caputo có

nhiễu [74]. Xét hệ điều khiển phân thứ sau:
C
0D

α
t x(t) = Ax(t) + f(t, x(t)) +Bu(t) + h(t, u(t))

+Wω(t) + g(t, ω(t)), t ≥ 0,

x(0) = x0,

(1.21)
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trong đó α ∈ (0, 1), x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm là véc tơ điều khiển,

A, B, W là các ma trận cho trước với số chiều phù hợp, ω(t) ∈ Rp là véc tơ nhiễu

thỏa mãn:

∃d > 0 : sup
t≥0

ωT (t)ω(t) ≤ d.

Các hàm phi tuyến f(t, x(t)), g(t, ω(t)) và h(t, u(t)) thỏa mãn điều kiện Lipschitz

với mọi (t, x, u, ω) ∈ R+ × Rn × Rm × Rp. Liên kết với hệ (1.21), tác giả xét hàm

chi phí sau:

Jt(u) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f0(s, x(s), u(s), ω(s)) ds, (1.22)

trong đó hàm f0(t, x(t), u(t), ω(t)) : R+ × Rn × Rm × Rp → R+ thỏa mãn:

f0(t, x(t), u(t), ω(t)) ≤ x⊤(t)Q1x(t) + u⊤(t)Q2u(t) + ω⊤(t)Q3ω(t),

với Qi, i = 1, 2, 3 là các ma trận đối xứng xác định dương đã cho. Trong trường

hợp đặc biệt, khi α = 1 thì (1.22) được đưa về hàm chi phí bậc hai cổ điển liên kết

với hệ phương trình vi phân trường hợp đạo hàm bậc nguyên.

1.7 Một số bổ đề bổ trợ

Trong phần này, chúng tôi trình bày lại một số bổ đề đóng vai trò quan trọng

trong việc chứng minh các kết quả chính ở các chương sau.

Bổ đề 1.7.1. (Xem [6]) Cho K ∈ Rl×l là một ma trận Metzler. Khi đó, các mệnh

đề sau đây là tương đương:

i) ∃ ξ ∈ Rl thỏa mãn ξ ≻ 0 và Kξ ≺ 0.

ii) K là ma trận Hurwitz.

iii) K là ma trận khả nghịch và K−1 ⪯ 0.

Bổ đề 1.7.2. (Xem [7], Bất đẳng thức ma trận Cauchy). Cho u, v ∈ Rn và X là

một ma trận đối xứng xác định dương trong Rn×n. Khi đó, ta có bất đẳng thức sau

±2uTv ≤ uTXu+ vTX−1v.

Bổ đề 1.7.3. (Xem [7], Bổ đề Schur). Cho P,Q,R là các ma trận có số chiều

thích hợp, P,Q là hai ma trận đối xứng và Q > 0. Khi đó P + RTQ−1R < 0 khi



32

và chỉ khi [
P RT

R −Q

]
< 0.

Bổ đề 1.7.4. (Xem [75]). Giả sử rằng u(t) ∈ Rn là một hàm liên tục với mọi t ≥ 0

và V : Rn → R+ là một hàm khả vi, lồi trên Rn thỏa mãn V(0) = 0. Khi đó ta có

đánh giá dưới đây

C
0D

α
t V(u(t)) ≤

〈
∇V(u(t)), C

0D
α
t u(t)

〉
, t ≥ 0,

trong đó ∇V(.) là gradient của hàm V.

Bổ đề 1.7.5. (Xem [15]). Cho các ma trận F̂ ∈ Rn×n, Ĥ ∈ Rn×m, Ẑ ∈ Rm×n,

V̂ ∈ Rm×m và số thực ϵ > 0. Nếu điều kiện sau thỏa mãn(
F̂ ϵĤ + ẐT V̂ T

∗ −ϵV̂ − ϵV̂ T

)
< 0

thì ta có

F̂ + ẐT ĤT + ĤẐ < 0.

Bổ đề 1.7.6. (Xem [62]). Cho trước các ma trận A, B và một ma trận đối xứng

C với số chiều thích hợp. Khi đó,

C +AF(t)B + (AF(t)B)T < 0

với mọi F(t) thỏa mãn FT (t)F(t) ≤ I nếu và chỉ nếu tồn tại số thực κ > 0 thỏa

mãn bất đẳng thức ma trận

C + κAAT + κ−1BTB < 0.

Bổ đề 1.7.7. (Xem [29], Phân tích giá trị kì dị). Cho ma trận E ∈ Rn×n với

rank(E) = r ≤ n. Khi đó tồn tại hai ma trận trực giao U, V ∈ Rn×n sao cho

E = U

[
Σr 0

0 0

]
V T ,

trong đó Σr = diag(σ1, σ2, ..., σr) với σ1 ≥ σ2 ≥ ...σr > 0.
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Đặt

U = [U1, U2], V = [V1, V2],

U1 = [u1, u2, ..., ur], U2 = [ur+1, ur+2, ..., un],

V1 = [v1, v2, ..., vr], V2 = [vr+1, vr+2, ..., vn].

Khi đó Evi = σiui và E
Tui = σivi. Hơn thế nữa, {u1, u2, ..., ur} là một cơ sở trực

chuẩn cho không gian vec tơ cột của E, {ur+1, ur+2, ..., un} là một cơ sở trực chuẩn

cho không gian hạt nhân N(ET ), {v1, v2, ..., vr} là một cơ sở trực chuẩn cho không

gian vec tơ hàng của E, {vr+1, vr+2, ..., vn} là một cơ sở trực chuẩn cho không gian

hạt nhân N(E) và EV2 = 0, UT
2 E = 0.

Dựa trên các giả thiết và kết quả về phân tích giá trị kỳ dị trình bày ở trên, L.

Zhang và B. Huang đã chứng minh được Bổ đề sau.

Bổ đề 1.7.8. (Xem [83]). Các mệnh đề sau đây đúng:

(i) Mọi ma trận Q thỏa mãn ETQ = QTE ≥ 0 đều có thể biểu diễn dưới dạng

Q = U1XUT
1 E + U2Z, trong đó 0 ≤ X ∈ Rr×r và Z ∈ R(n−r)×n. Hơn thế nữa, khi

ma trận Q không suy biến thì X > 0.

(ii) Mọi ma trận P thỏa mãn PET = EP T ≥ 0 đều có thể biểu diễn dưới dạng

P = EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 , trong đó 0 ≤ X̂ ∈ Rr×r và Ẑ ∈ Rn×(n−r). Hơn thế nữa, khi

ma trận P không suy biến thì X̂ > 0.

(iii) Nếu U1XUT
1 E + U2Z là ma trận không suy biến trong đó X > 0 thì tồn tại

ma trận X̂ và ma trận Ẑ thỏa mãn

U1XUT
1 E + U2Z = (EV1X̂V T

1 + ẐV T
2 )−T ,

với X̂ = Σ−1
r X−1Σ−1

r .
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Chương 2

Bài toán ổn định và ổn định hóa được dạng mũ
cho hệ suy biến dương rời rạc có xung với
trễ hằng

Chương này tập trung nghiên cứu tính ổn định của hệ phương trình vi phân

suy biến dương rời rạc với tác động xung và trễ không biến thiên. Chúng tôi đưa

ra các điều kiện đủ giải quyết tính ổn định mũ và thiết kế hàm điều khiển cho bài

toán ổn định hóa được dạng mũ của hệ suy biến dương rời rạc có xung và trễ theo

thời gian. Nội dung của chương này được trình bày dựa trên bài báo (CT1) trong

danh mục các công trình khoa học đã công bố của tác giả.

2.1 Tính ổn định dạng mũ cho hệ suy biến dương rời rạc có

xung với trễ theo thời gian

Xét hệ phương trình vi phân suy biến rời rạc có xung sau
Ex(t+ 1) = Ax(t) + Adx(t− h), t ̸= tm − 1,

x1(tm) = Hx1(tm − 1), m ∈ N∗,

x(s) = η(s), s ∈ {−h,−h+ 1, · · · , 0},

(2.1)

trong đó x(·) := (x1(·), x2(·)), x1(t) ∈ Rr và x2(t) ∈ Rn−r là véc tơ trạng thái. Ma

trận E ∈ Rn×n suy biến với rank(E) = r < n. A, Ad là các ma trận hằng đã biết

với số chiều phù hợp. Giả sử rằng các ma trận E,A,Ad biểu diễn được như sau

E :=

(
Ir 0

0 0

)
, A :=

(
A1 A2

A3 A4

)
, Ad :=

(
Ad1 Ad2

Ad3 Ad4

)
,

với A1, Ad1 ∈ Rr×r, A2, Ad2 ∈ Rr×(n−r), A3, Ad3 ∈ R(n−r)×r, A4, Ad4 ∈ R(n−r)×(n−r),

H ∈ Rr×r. Hằng số trễ h ∈ N∗ và η : [−h, 0] → Rn
+ là hàm điều kiện ban đầu. Dãy
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xung {tm}∞m=1 thỏa mãn 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tm < · · · , tm → ∞ với m → ∞.

Ký hiệu véc tơ trạng thái với giá trị ban đầu (η1, η2) của hệ (2.1) là x1(t, η1, η2) và

x2(t, η1, η2).

Định nghĩa 2.1.1. (Xem [68]) Hệ (2.1) được gọi là một hệ dương có xung nếu đối

với mọi η(t) ⪰ 0 thì x(t, η(t)) ⪰ 0, ∀t ≥ 0.

Định nghĩa 2.1.2. Hệ (2.1) được gọi là ổn định mũ nếu ∃ ξ > 0, α ∈ (0, 1), λ ∈ Rn
+

sao cho với mọi η(t) ⪰ 0

∥x(t)∥ ≤ ξαt∥η∥†h, t ≥ 0,

trong đó ∥η∥†h := sup−h≤s≤0 ∥η(s)∥λ∞.

Bổ đề 2.1.3. Giả sử ma trận A4 trong hệ (2.1) thỏa mãn điều kiện det(A4) ̸= 0.

Khi đó, nghiệm của hệ (2.1) tồn tại và duy nhất trên N∗.

Chứng minh. Xét t ∈ [0, h], từ điều kiện det(A4) ̸= 0, hệ (2.1) đưa được về

x1(t+ 1) =A1x1(t) + A2x2(t) + Ad1η1(t− h) + Ad2η2(t− h), t ̸= tm − 1,

x2(t) =− A−1
4 (A3x1(t) + Ad3η1(t− h) + Ad4η2(t− h)) ,

x1(tm) =Hx1(tm − 1).

(2.2)

Với t = 0, từ phương trình đầu tiên của (2.2) ta có

x1(1) =
(
A1 − A2A

−1
4 A3

)
η1(0) +

(
Ad1 − A2A

−1
4 Ad3

)
η1(−h)

+
(
Ad2 − A2A

−1
4 Ad4

)
η2(−h).

(2.3)

Ta nhận được kết quả sau khi thế (2.3) vào phương trình thứ hai của (2.2)

x2(1) =− A−1
4 (A3x1(t) + Ad3η1(1− h) + Ad4η2(1− h)) .

Với t = tm, ta nhận được x1(tm) = Hx1(tm − 1), từ đó tìm được x2(tm). Từng

bước một, ta tìm được nghiệm x1(t) trên [0, h] của phương trình đầu tiên của (2.2).

Khi đã biết x1(t) trên [0, h], từ phương trình thứ hai của (2.2) ta tìm ra nghiệm

x2(t) trên [0, h]. Lặp lại quá trình trên [nh, (n + 1)h], n ∈ N, ta tìm được nghiệm

x(t), t ≥ 0. Bổ đề được chứng minh.

Bổ đề 2.1.4. Giả sử A4 là một ma trận Metzler và Hurwitz và A1, A2, A3, H, Ad

là các ma trận không âm. Khi đó, hệ (2.1) là một hệ dương có xung.
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Chứng minh. Vì A4 là ma trận Metzler và Hurwitz nên theo Bổ đề 1.7.1, ta suy

ra det(A4) ̸= 0. Áp dụng Bổ đề 2.1.3, hệ (2.1) có một nghiệm duy nhất và

−A−1
4 ⪰ 0. Lưu ý rằng −A−1

4 A3,−A−1
4 Ad3,−A−1

4 Ad4 là các ma trận không âm

vì −A−1
4 , A3, Ad3, Ad4 không âm. Từ (2.1) ta có

x1(t+ 1) = A1x1(t) + A2x2(t) + Ad1x1(t− h) + Ad2x2(t− h),

x2(t) = (−A4)
−1
(
A3x1(t) + Ad3x1(t− h) + Ad4x2(t− h)

)
.

(2.4)

Với t = tm, ta nhận được x1 (tm) = Hx1 (tm − 1) ,m ∈ N∗. Trước hết, ta chứng

minh rằng

x(t) ⪰ 0, 0 ≤ t ≤ t1 − 1. (2.5)

Với t = 0, từ phương trình thứ nhất của (2.4) ta nhận được biểu thức sau

x1(1) = A1x1(0) + A2x2(0) + Ad1x1(−h) + Ad2x2(−h)

= A1η1(0) + A2η2(0) + Ad1η1(−h) + Ad2η2(−h)

⪰ 0.

(2.6)

Từ (2.6) và phương trình thứ hai của (2.4), ta có

x2(1) = (−A4)
−1
(
A3x1(1) + Ad3x1(1− h) + Ad4x2(1− h)

)
= (−A4)

−1
(
A3x1(1) + Ad3η1(1− h) + Ad4η2(1− h)

)
⪰ 0.

(2.7)

Kết hợp bất đẳng thức (2.6) và (2.7), ta nhận được x(1) ⪰ 0. Tương tự, ta cũng

thu được x(t) ⪰ 0,∀ t ∈ {1, 2, · · · , t1 − 1}. Vì thế, (2.5) đúng.
Với t = t1, ta có x1 (t1) = Hx1 (t1 − 1) . Từ điều kiện H ⪰ 0 và x1 (t1 − 1) ⪰ 0

ta suy ra được x1 (t1) ⪰ 0. Từ kết quả này và phương trình thứ hai của (2.4) ta

nhận được x2 (t1) ⪰ 0. Với t1 ≤ t ≤ t2 − 1, ta chứng minh rằng

x1(t) ⪰ 0, x2(t) ⪰ 0. (2.8)

Chú ý rằng x(t1) ⪰ 0. Giả sử (2.8) đúng với mọi tk ≤ t̂l, t1 ≤ tl < t2 − 1. Ta sẽ

chứng minh (2.8) đúng với tk + 1. Từ phương trình thứ nhất của (2.4), ta có

x1(tk + 1) = A1x1(tk) + A2x2(tk) + Ad1x1(tk − h) + Ad2x2(tk − h)

⪰ 0.
(2.9)
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Ta nhận được kết quả sau từ (2.9) và phương trình thứ hai của (2.4)

x2(tk + 1) = (−A4)
−1
(
A3x1(tk + 1) + Ad3x1(tk + 1− h)

+ Ad4x2(tk + 1− h)
)
⪰ 0.

(2.10)

Kết hợp bất đẳng thức (2.9) và (2.10) ta được x(tk + 1) ⪰ 0. Vậy (2.8) đúng.

Với t = t2, ta có x1 (t2) = Hx1 (t2 − 1) . Kết hợp H ⪰ 0 và x1 (t2 − 1) ⪰ 0 ta suy

ra x1 (t2) ⪰ 0. Từ điều này và phương trình thứ hai của (2.4) ta được x2 (t2) ⪰ 0.

Bằng cách lặp lại quy trình tương tự thì x1(t) ⪰ 0, x2(t) ⪰ 0, t ≥ 0. Điều này

chứng minh rằng (2.1) là hệ dương có xung.

Ký hiệu

AE := A+ In − E,H := (hij)r×r , Jr,n = {r, r + 1, ..., n},

A1 := A1 − A2A
−1
4 A3 := (aij)r×r ,

A3 := −A−1
4 A3 := (dij)(n−r)×r ,

Ād1 := Ad1 − A2A
−1
4 Ad3 := (bij)r×r ,

Ād2 := Ad2 − A2A
−1
4 Ad4 := (cij)r×(n−r) ,

Ād3 := −A−1
4 Ad3 := (eij)(n−r)×r ,

Ād4 := −A−1
4 Ad4 := (fij)(n−r)×(n−r) ,

Λ1 := (λ1, . . . , λr) ∈ Rr
+, Λ2 = (λr+1, . . . , λn) ∈ Rn−r

+ , λ := (Λ1,Λ2) ∈ Rn
+.

Ta luôn giả sử rằng các ma trận AE, Ad và H không âm. Một điều kiện đủ để

xét tính ổn định mũ của hệ được thể hiện qua nội dung của định lý sau.

Định lý 2.1.5. Giả sử tồn tại các số α ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1) và λ ∈ Rn
+ thỏa mãn

các ràng buộc sau (
−αE + A+ α−hAd

)
λ ≺ 0, (2.11a)

Ri
λ =

1

α

r∑
j=1

hij
λj
λi
> 1, i ∈ J1,r, (2.11b)

T ≥ −1

δ
logαRλ, (2.11c)

trong đó Rλ = max1≤i≤r

{
Ri

λ

}
. Khi đó, với thời gian duy trì tối thiểu T (nghĩa là

dãy thời gian xung thỏa mãn infm {tm − tm−1} ≥ T,m ∈ N∗), hệ (2.1) ổn định
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mũ. Hơn thế nữa, ta có

∥x(t)∥ ≤ ∥η∥†h∥λ∥α
(1−δ)t, t ≥ 0.

Chứng minh. Chứng minh của Định lý 2.1.5 được chia thành hai phần chính: Phần

thứ nhất kiểm tra tính dương của hệ (2.1) và phần thứ hai phân tích tính ổn định

mũ của hệ (2.1).

Phần 1. Tính dương

Vì AE := A + In − E =

(
A1 A2

A3 A4 + In−r

)
, Ad =

(
Ad1 Ad2

Ad3 Ad4

)
là các ma trận

không âm nên ma trận A1, A2, A3, Ad1, Ad2, Ad3, Ad4 và A4 + In−r cũng không âm.

Mặt khác, do A4 + In−r là một ma trận không âm nên nó cũng là một ma trận

Metzler. Đặt λ = (Λ1, Λ2) ∈ Rr
+ × Rn−r

+ , ta nhận được kết quả sau từ (2.11a)(
A4 + α−hAd4

)
Λ2 ≺ 0.

Từ bất đẳng thức này kết hợp α−hAd4Λ2 không âm kéo theo A4Λ2 ≺ 0. Từ

A4Λ2 ≺ 0 kết hợp với Bổ đề 1.7.1, ta nhận được det (A4) ̸= 0, −A−1
4 ⪰ 0 và A4

là ma trận Hurwitz. Theo bổ để 2.1.3, hệ (2.1) có nghiệm duy nhất. Hơn thế nữa,

theo Bổ đề 2.1.4, hệ (2.1) là một hệ dương có xung .

Phần 2. Ổn định mũ Ta xét các hàm Σi(x(t)) :=
xi(t)

λi
, i ∈ J1,n và hàm

Σ(x(t)) = max1≤i≤n {Σi(x(t))} . Khi đó x(t) ⪯ Σ(x(t))λ. Với i ∈ J1,n, đặt

zi(t) =


xi(t)

λi
− αt∥η∥†h, −h ≤ t ≤ 0,

xi(t)

λi
− (Rλ)

m−1
αt∥η∥†h, tm−1 ≤ t < tm,m ∈ N∗.

(2.12)

Tiếp theo, ta sẽ chứng minh

zi(t) ≤ 0, ∀t ≥ 0, ∀ i ∈ J1,n. (2.13)

Đầu tiên, ta chứng minh các bất đẳng thức sau đúng

r∑
j=1

(
aij + α−hbij

) λj
λi

+
n∑

j=r+1

cijα
−hλj
λi
−α < 0, i ∈ J1,r, (2.14)

r∑
j=1

(
dij + α−heij

) λj
λi

+
n∑

j=r+1

α−hfij
λj
λi

− 1 < 0, i ∈ Jr+1,n. (2.15)
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Thật vậy, vì Ad1, Ad2, Ad3, Ad4, A1, A2, A3 và −A−1
4 ⪰ 0 là các ma trận không âm

nên các ma trận A1, A3, Ād1, Ād2, Ād3, Ād4 không âm. Từ điều kiện (2.11a) và

tính chất không âm, không suy biến của ma trận

(
Ir −A2A

−1
4

0 −A−1
4

)
, ta nhận được

đánh giá sau (
Ir −A2A

−1
4

0 −A−1
4

)(
−αE + A+ α−hAd

)
λ ≺ 0. (2.16)

Các ước lượng sau được suy ra từ bất đẳng thức (2.16)(
−αIr +A1 + α−hĀd1

)
Λ1 + α−hĀd2Λ2 ≺ 0,(

A3 + α−hĀd3

)
Λ1 + α−hĀd4Λ2 ≺ Λ2.

Điều này tương đương với

r∑
j=1

(
aij + α−hbij

)
λj +

n∑
j=r+1

α−hcijλj − αλi ≺ 0, i ∈ J1,r, (2.17)

r∑
j=1

(
dij + α−heij

)
λj +

n∑
j=r+1

α−hfijλj − λi ≺ 0, i ∈ Jr+1,n. (2.18)

Từ (2.17) và (2.18), ta chứng minh được các bất đẳng thức (2.14) và (2.15).

Đặt nghiệm không tầm thường duy nhất của hệ (2.1) với điều kiện ban đầu η(·) là
x (t, η) = (x1(t), x2(t)), với x1(t) := (x1(t), . . . , xr(t)), x2(t) := (xr+1(t), . . . , xn(t)).

Áp dụng Bổ đề 2.1.4, ta được

x(t) ⪰ 0, t ≥ −h. (2.19)

Từ (2.4) ta có

xi(t+ 1) =aiixi(t) +
r∑

j=1,j ̸=i

aijxj(t) +
r∑

j=1

bijxj(t− h)

+
n∑

j=r+1

cijxj(t− h), i ∈ J1,r,

xi(t) =
r∑

j=1

dijxj(t) +
r∑

j=1

eijxj(t− h) +
n∑

j=r+1

fijxj(t− h),

i ∈ Jr+1,n.

(2.20)
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Ta chia quá trình chứng minh (2.13) thành các bước sau:

Bước 1: Trước hết, ta chỉ ra điều kiện (2.13) đúng với t ∈ [−h, 0]. Thật vậy, áp
dụng (2.19), trong đó x(s) = η(s) với s ∈ [−h, 0], α ∈ (0, 1) ta thu được

zi(t) =
xi(t)

λi
− αt∥η∥†h ≤ ∥x(t)∥λ∞ − αt∥η∥†h

≤ ∥η∥†h − αt∥η∥†h ≤ 0, i ∈ J1,n, t ∈ [−h, 0] .
(2.21)

Bước 2: Tiếp theo, ta chứng minh (2.13) đúng với t ∈ (0, t1 − 1] tức là

zi(t) ≤ 0, ∀ i ∈ J1,n. (2.22)

Giả sử rằng điều này là không đúng. Khi đó tồn tại ∃ m ∈ J1,n và t̄ ∈ (0, t1 − 1]

thỏa mãn

zi(t) ≤ 0, t ∈ (0, t̄− 1 ] , i ∈ J1,n, zm (t̄) > 0. (2.23)

Kết hợp các điều kiện (2.12), (2.21) và (2.23), ta thu được kết quả sau

x (t) ⪯ αt∥η∥†hλ, ∀ t ∈ [−h, t̄− 1]. (2.24)

Ta xét hai trường hợp cho chỉ số m như sau:

Trường hợp 1: Xét m ∈ J1,r. Từ (2.14), (2.20), (2.12) và (2.24) ta có

zm (t̄) =
xm(t̄)

λm
− αt̄∥η∥†h

≤ 1

λm

(
ammxm(t̄− 1) +

r∑
j=1,j ̸=m

amjxj(t̄− 1)

+
r∑

j=1

bmjxj(t̄− 1− h) +
n∑

j=r+1

cmjxj(t̄− 1− h)

)
− αt̄∥η∥†h

≤ 1

λm

(
ammα

t̄−1∥η∥†hλm +
r∑

j=1,j ̸=m

amjα
t̄−1∥η∥†hλj

+
r∑

j=1

bmjα
−hαt̄−1∥η∥†hλj +

n∑
j=r+1

cmjα
−hαt̄−1∥η∥†hλj

)
− αt̄∥η∥†h

= αt̄−1∥η∥†h

(( r∑
j=1

amj + α−hbmj

) λj
λm

+
n∑

j=r+1

α−hcmj
λj
λm

− α

)
<

(2.14)
0,
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điều này mâu thuẫn với (2.23). Vì vậy,

zi(t) ≤ 0,∀ i ∈ J1,r, t ∈ (0, t1 − 1] . (2.25)

Trường hợp 2: Xét m ∈ Jr+1,n. Khi đó kết hợp các điều kiện (2.15), (2.20), (2.12)

và (2.24), ta được

zm(t̄) =
xm(t̄)

λm
− αt̄∥η∥†h

=
1

λm

( r∑
j=1

dmjxj(t̄) +
r∑

j=1

emjxj(t̄− h)

+
n∑

j=r+1

fmjxj(t̄− h)

)
− αt̄∥η∥†h

≤ 1

λm

( r∑
j=1

dmjα
t̄∥η∥†hλj +

r∑
j=1

emjα
−hαt̄∥η∥†hλj

+
n∑

j=r+1

fmjα
−hαt̄∥η∥†hλj

)
− αt̄∥η∥†h

= αt̄∥η∥†h

(( r∑
j=1

dmj + emjα
−h
) λj
λm

+
n∑

j=r+1

fmjα
−h λj
λm

− 1

)
<

(2.15)
0.

Điều này mâu thuẫn với zm(t̄) > 0, do đó

zi(t) ≤ 0, ∀ i ∈ Jr+1,n, t ∈ (0, t1 − 1] . (2.26)

Kết hợp các ước lượng (2.25) và (2.26), ta được (2.22) đúng.

Bước 3: Giả sử rằng zi(t) ≤ 0, ∀ i ∈ J1,n, t ∈ [0, ts) , s ∈ N∗. Khi đó

zi(t) ≤ 0, i ∈ J1,n, t ∈ [tm−1, tm) ,m = 1, 2, . . . , s. (2.27)

Tiếp theo, ta đi chứng minh

zi(t) ≤ 0, i ∈ J1,n (2.28)

đúng với mọi t ∈ [ts, ts+1). Kết quả sau thu được khi áp dụng (2.12) và (2.27)

xi(t) ≤
(2.12)

(Rλ)
m−1 ∥η∥†hα

tλi, i ∈ J1,n, t ∈ [tm−1, tm) ,m = 1, 2, . . . , s,

x (ts − 1) ⪯ (Rλ)
s−1

αts−1∥η∥†hλ.
(2.29)
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Với i ∈ J1,r, ước lượng sau thu được từ (2.11a), (2.12) và (2.29)

zi (ts) =
(2.12)

xi (ts)

λi
− (Rλ)

s
αts∥η∥†h

=
r∑

j=1

hij
xj(ts − 1)

λi
− (Rλ)

s
αts∥η∥†h

≤
(2.29)

(Rλ)
s−1

αts−1∥η∥†h
r∑

j=1

hij
λj
λi

− (Rλ)
s
αts∥η∥†h

= (Rλ)
s−1

αts−1∥η∥†h

(
r∑

j=1

hij
λj
λi

− αRλ

)
≤

(2.11a)
0, i ∈ J1,r.

(2.30)

Từ bất đẳng thức (2.30) ta có

xi (ts) ≤ (Rλ)
s
αts∥η∥†h λi, i ∈ J1,r. (2.31)

Vì Rλ > 1, h > 0, t ≥ 0 nên ∀ t ∈ [0, ts), ta nhận được

xi(t− h) ≤ (Rλ)
s ∥η∥†hα

−hαtλi, i ∈ J1,n. (2.32)

Với i ∈ Jr+1,n, từ các điều kiện (2.15), (2.20), (2.12), (2.29), (2.31) và (2.32) ta có

zi(ts) =
xi(ts)

λi
− αts∥η∥†h (Rλ)

s

=
1

λi

( r∑
j=1

dijxj(ts) +
r∑

j=1

eijxj(ts − h)

+
n∑

j=r+1

fijxj(ts − h)

)
− αts∥η∥†h (Rλ)

s

≤ 1

λi

( r∑
j=1

dij (Rλ)
s
αts∥η∥†hλj +

r∑
j=1

(Rλ)
s
eijα

−hαts∥η∥†hλj

+
n∑

j=r+1

(Rλ)
s
fijα

−hαts∥η∥†hλj
)
− (Rλ)

s
αts∥η∥†h

= (Rλ)
s
αts∥η∥†h

(( r∑
j=1

dij + eijα
−h
)λj
λi

+
n∑

j=r+1

fijα
−hλj
λi

− 1

)
<

(2.15)
0.

(2.33)
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Kết hợp bất đẳng thức (2.30) và (2.33) thì

zi (ts) ≤ 0, i ∈ J1,n. (2.34)

Để chứng minh bất đẳng thức (2.28), ta chứng minh rằng zi(t) ≤ 0 đúng với mọi

i ∈ J1,n và t ∈ (ts, ts+1). Giả sử (2.28) không đúng thì ∃ p ∈ J1,n, t̂ ∈ (ts, ts+1 − 1]

thỏa mãn

zi(t) ≤ 0, i ∈ J1,n, t ∈
(
ts, t̂− 1

]
, (2.35)

zp
(
t̂
)
> 0. (2.36)

Ta có được ước lượng sau từ (2.27), (2.34) và (2.35)

x (t) ⪯ (Rλ)
m−1 ∥η∥†hα

tλ, t ∈ [tm−1, tm), m = 1, · · · , s,

x (t) ⪯ (Rλ)
s ∥η∥†hα

tλ, t ∈ [ts, t̂− 1].
(2.37)

Tiếp theo, ta xét hai trường hợp cho chỉ số p như sau:

Trường hợp I: Xét p thuộc tập J1,r. Từ điều kiện (2.14), (2.20), (2.12) và (2.37) có

đánh giá sau

zp
(
t̂
)
=
xp(t̂)

λp
− (Rλ)

s
αt̂∥η∥†h

≤ 1

λp

(
appxp(t̂− 1) +

r∑
j=1,j ̸=p

apjxj(t̂− 1) +
r∑

j=1

bpjxj(t̂− 1− h)

+
n∑

j=r+1

cpjxj(t̂− 1− h)

)
− (Rλ)

s
αt̂∥η∥†h

≤ 1

λp

(
app (Rλ)

s
αt̂−1∥η∥†hλp +

r∑
j=1,j ̸=p

apj (Rλ)
s
αt̂−1∥η∥†hλj

+
r∑

j=1

bpj (Rλ)
s
α−hαt̂−1∥η∥†hλj +

n∑
j=r+1

cpj (Rλ)
s
α−hαt̂−1∥η∥†hλj

)
− (Rλ)

s
αt̂∥η∥†h

= (Rλ)
s
αt̂−1∥η∥†h

(( r∑
j=1

apj + α−hbpj
)λj
λp

+
n∑

j=r+1

α−hcpj
λj
λp

− α

)
<

(2.14)
0.

Điều này mâu thuẫn với (2.36). Khi đó zi(t) ≤ 0, i ∈ J1,r, t ∈ (ts, ts+1) .
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Trường hợp II: Xét p ∈ Jr+1,n. Từ (2.15), (2.20), (2.12) và (2.37) ta nhận được

zp(t̂) =
xp(t̂)

λp
− (Rλ)

s
αt̂∥η∥†h

=
1

λp

( r∑
j=1

dpjxj(t̂) +
r∑

j=1

epjxj(t̂− h) +
n∑

j=r+1

fpjxj(t̂− h)

)
− (Rλ)

s
αt̂∥η∥†h

≤ 1

λp

( r∑
j=1

(Rλ)
s
dpjα

t̂∥η∥†hλj +
r∑

j=1

(Rλ)
s
epjα

−hαt̂∥η∥†hλj

+
n∑

j=r+1

(Rλ)
s
fpjα

−hαt̂∥η∥†hλj
)
− (Rλ)

s
αt̂∥η∥†h

= (Rλ)
s
αt̂∥η∥†h

(( r∑
j=1

dpj + epjα
−h
)λj
λp

+
n∑

j=r+1

fpjα
−hλj
λp

− 1

)
<

(2.15)
0.

Điều này mâu thuẫn với (2.36). Do đó zi(t) ≤ 0, i = Jr+1,n, t ∈ (ts, ts+1) . Theo

nguyên lý quy nạp toán học, ta chứng minh được zi(t) ≤ 0, t ≥ 0, i ∈ J1,n. Điều

này dẫn đến

xi(t)

λi
≤ (Rλ)

m−1
αt∥η∥†h, i ∈ J1,n, t ∈ [tm−1, tm) ,m ∈ N∗.

Vì vậy

Σ(x(t)) = max
1≤i≤n

{
xi(t)

λi

}
≤ (Rλ)

m−1
αt∥η∥†h, t ∈ [tm−1, tm) ,m ∈ N∗. (2.38)

Áp dụng điều kiện (2.11c), ta được Rλ ≤ α−δT ≤ α−δ(tm−tm−1), m ∈ N∗. Kết hợp

với (2.38) ta thu được

∥x(t)∥ ≤ ∥Σ(x(t))λ∥ = Σ(x(t))∥λ∥

≤ (Rλ)
m−1

αt∥η∥†h∥λ∥

≤ α−δt1α−δ(t2−t1) . . . α−δ(tm−1−tm−2)αt∥η∥†h∥λ∥

= α−δ[t1+(t2−t1)+...+(tm−1−tm−2)]αt∥η∥†h∥λ∥

= α−δ(tm−1−t)α−δtαt∥η∥†h∥λ∥

≤ α(1−δ)t∥η∥†h∥λ∥, t ∈ [tm−1, tm) ,m ∈ N∗.
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Vì vậy

∥x(t)∥ ≤ α(1−δ)t∥η∥†h∥λ∥, t ≥ 0.

Điều này chỉ ra rằng hệ (2.1) ổn định mũ.

Nhận xét 2.1.6. Bài toán ổn định mũ của hệ suy biến dương rời rạc không có

xung đã được V.N. Phat và cộng sự nghiên cứu năm 2018 [64]. Điều kiện được các

tác giả đưa ra là hệ phải thỏa mãn điều kiện (2.11a). Tuy nhiên, dưới tác động

của các xung, tính ổn định của hệ không còn được đảm bảo. Khi đó, nếu điều kiện

(2.11c) được thỏa mãn thì hệ suy biến dương rời rạc có xung ổn định. Do đó, việc

đảm bảo khoảng thời gian giữa các xung liên tiếp đủ lớn là quan trọng trong việc

duy trì sự ổn định của lớp hệ này.

Nhận xét 2.1.7. Điều kiện (2.11a) trong Định lý 2.1.5 phi tuyến với cả λ và α.

Tuy nhiên, (2.11b) có thể được viết lại là Hλ1 ≻ αλ1. Do đó, các điều kiện (2.11a),

(2.11b) và (2.11c) có thể được tính toán bằng lập trình tuyến tính như sau:

Bước 1. Cho trước các ma trận E, A, Ad, H và trễ h.

Bước 2. Chọn các tham số α ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1). Sau đó giải (2.11a) và (2.11b) bằng

LP để tìm được λ. Thế α, δ và λ vào (2.11c), ta thu được −1
δ logαRλ.

Bước 3. Kiểm tra điều kiện tm − tm−1 ≥ −1
δ logαRλ, m ∈ Z+. Nếu điều kiện được

thỏa mãn thì hệ (2.1) ổn định mũ.

Xét một trường hợp đặc biệt của hệ (2.1) được cho bởi
x1(t+ 1) = A1x1(t) + Ad1x1(t− h), t ̸= tm − 1,

x1(tm) = Hx1(tm − 1),m ∈ N∗,

x1(s) = η1(s), s ∈ [−h, 0].

(2.39)

Xuất phát từ Định lý 2.1.5, ta có được hệ quả sau

Hệ quả 2.1.8. Giả sử tồn tại số α ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1) và λ ∈ Rr
+ sao cho các ràng

buộc sau đây được thỏa mãn(
−αIr + A1 + α−hAd1

)
λ ≺ 0, (2.40a)

Ri
λ =

1

α

r∑
j=1

hij
λj
λi
> 1, i = 1, . . . , r, (2.40b)

T ≥ −1

δ
logαRλ, (2.40c)
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trong đó Rλ = max1≤i≤r

{
Ri

λ

}
. Khi đó, với khoảng thời gian duy trì tối thiểu T

(tức là, dãy thời gian xung thỏa mãn infm {tm − tm−1} ≥ T,m ∈ N∗), hệ (2.39) là

một hệ dương có xung và ổn định mũ. Hơn nữa,

∥x1(t)∥ ≤ ∥η∥†h∥λ∥α
(1−δ)t, t ≥ 0.

Chứng minh. Ta xét hệ (2.1) với A2, A3, Ad2, Ad3, Ad4 là các ma trận không và

A4 = −In−r. Khi đó x2(t) = 0, t ≥ 0. Theo kết quả của Định lý 2.1.5, hệ quả được

chứng minh.

Nhận xét 2.1.9. Xét hệ rời rạc có dạng
x(t+ 1) = Ax(t) + Adx(t− h), t ̸= tm − 1,

x1(tm) = Hx1(tm − 1), t ∈ N,

x(s) = η(s), s ∈ {−h,−h+ 1, · · · , 0}.

(2.41)

Hệ (2.41) trong trường hợp không có xung đã được X. Liu, W, Yu và L. Wang

nghiên cứu [50]. Trong công bố này, các tác giả chỉ ra rằng hệ dương (2.41) khi

không có xung ổn định nếu tồn tại một véc tơ λ ≻ 0, thỏa mãn

(−I + A+ Ad)λ ≺ 0.

Kết quả của chúng tôi đã lần đầu tiên chứng minh rằng, khi xuất hiện các xung,

nếu
(
−αI + A+ α−hAd

)
λ ≺ 0, α ∈ (0, 1) thì ngoài các điều kiện trong [50], hệ

vẫn duy trì ổn định nếu khoảng thời gian giữa các xung thỏa mãn

inf
m

{tm − tm−1} ≥ T,m ∈ N∗.

2.2 Tính ổn định hóa được dạng mũ cho hệ suy biến dương

rời rạc có xung với trễ theo thời gian

Xét hệ điều khiển sau
Ex(t+ 1) = Ax(t) + Adx(t− h) +Bu(t), t ̸= tm − 1,

x1(tm) = Hx1(tm − 1), t ∈ N,

x(s) = η(s), s ∈ {−h,−h+ 1, · · · , 0},

(2.42)
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trong đó vectơ trạng thái x(·) := (x1(·), x2(·)), với x1(t) ∈ Rr và x2(t) ∈ Rn−r,

điều khiển đầu vào u(t) ∈ Rp. Với hàm điều khiển phản hồi trạng thái

u(t) = Kx(t), (2.43)

hệ (2.42) được đưa về hệ đóng sau
Ex(t+ 1) = (A+BK)x(t) + Adx(t− h), t ̸= tm − 1,

x1(tm) = Hx1(tm − 1), t ∈ N,

x(s) = η(s), s ∈ {−h,−h+ 1, · · · , 0}.

(2.44)

Trong phần tiếp theo, chúng tôi thiết kế hàm điều khiển phản hồi trạng thái (2.43)

để hệ đóng (2.44) ổn định mũ.

Định lý 2.2.1. Giả sử tồn tại hằng số α ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1), λ ∈ Rn
+, kj ∈ Rp,

j = 1, 2, . . . , n sao cho các điều kiện sau đây được thỏa mãn

(A+ In − E)(i,j) λj + (B)Ti kj ≥ 0, i, j = 1, 2, . . . , n, (2.45a)(
−αE + A+ α−hAd

)
λ+B

n∑
i=1

ki ≺ 0, (2.45b)

Ri
λ =

1

α

r∑
j=1

hij
λj
λi
> 1, i ∈ J1,r, (2.45c)

T ≥ −1

δ
logαRλ, (2.45d)

trong đó Rλ = max1≤i≤r

{
Ri

λ

}
. Khi đó, với thời gian duy trì tối thiểu T (tức là dãy

thời gian xung thỏa mãn infm {tm − tm−1} ≥ T,m ∈ N∗), hệ đóng (2.44) ổn định

mũ. Hơn nữa, ma trận phản hồi trạng thái được xác định bởi

K =

[
k1
λ1

k2
λ2

· · · kn
λn

]
.

Chứng minh. Với hàm điều khiển u(t) = Kx(t), hệ (2.42) đưa về hệ đóng sau
Ex(t+ 1) = (A+BK)x(t) + Adx(t− h), t ̸= tm − 1,

x1(tm) = Hx1(tm − 1), t ∈ N,

x(s) = η(s), s ∈ {−h,−h+ 1, · · · , 0}.

(2.46)
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Vì λj > 0 với mọi j = 1, 2, . . . , n, ta có

(A+ In − E)(i,j) λj + (B)Ti kj ≥ 0, i, j = 1, 2, . . . , n.

Suy ra (A+ In − E)(i,j) + (B)Ti
kj
λj

≥ 0, i, j = 1, 2, . . . , n. Từ đó, ta thu được

A+ In − E +BK ⪰ 0. Do đó, A+BK + In − E ⪰ 0. Đặt

n∑
i=1

ki =

[
k1
λ1

k2
λ2

· · · kn
λn

]
λ = Kλ. (2.47)

Ta nhận được kết quả sau từ điều kiện (2.45b) và (2.47)

(
−αE + A+ α−hAd

)
λ+B

n∑
i=1

ki =
(
−αE + A+ α−hAd

)
λ+BKλ

=
(
−αE + (A+BK) + α−hAd

)
λ ≺ 0.

(2.48)

Từ các kết quả (2.45d), (2.45c), (2.46), (2.48) và Định lý 2.1.5, Định lý 2.2.1 được

chứng minh.

2.3 Ví dụ minh họa

Tiếp theo, chúng tôi trình bày một số ví dụ nhằm minh họa tính hiệu quả của

các kết quả đạt được.

Ví dụ 2.3.1. Xét hệ (2.1) với

E =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , A =


0.15 0.2 0

0.1 0.2 0

0.15 0.2 −0.7

 , Ad =


0.2 0.1 0

0.1 0.2 0

1.0 2.0 0

 , H =

[
1 0.5

2 0.2

]
,

và h = 2.

Các ma trận AE := A+ I3 −E, Ad và H không âm. Chọn α = 0.8 và δ = 0.99,

ta kiểm tra được các điều kiện (2.11a), (2.11b) và (2.11c) đúng với λ = [11 10 76]T .

Tính toán được R1
λ = 16

11 > 1, R2
λ = 12

5 > 1 và Rλ = 12
5 > 1. Áp dụng Định lý

2.1.5, vì tm − tm−1 ≥ T ≥ −1
δ logαRλ ≈ 3.963,m ∈ N∗ nên hệ (2.1) ổn định mũ.

Trong kết quả mô phỏng, ta xét điều kiện đầu là η(s) = (4 5 6)T , s ∈ {−2,−1, 0}.
Khi hệ không có xung, hệ ổn định và quỹ đạo trạng thái x1(t), x2(t), x3(t) được thể

hiện trong Hình 2.1. Trường hợp có xung với khoảng thời gian duy trì tm−tm−1 = 4
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được minh họa ở Hình 2.2, trong đó các trạng thái đều hội tụ về điểm cân bằng,

phù hợp với điều kiện ổn định được dạng mũ đã chứng minh trong Định lý 2.1.5.

Ngược lại, khi khoảng thời gian duy trì giảm xuống còn tm − tm−1 = 2 (Hình 2.3),

các trạng thái tăng dần theo thời gian, cho thấy hệ mất ổn định.
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Hình 2.1: Quỹ đạo của trạng thái x(t) trong Ví dụ 2.3.1 khi không có xung.

Ví dụ 2.3.2. Để so sánh kết quả trong Hệ quả 2.1.8 với kết quả trong [87], chúng

ta một ví dụ như saux(t+ 1) = 1
3x(t) +

1
4x(t− 2), t ≥ 0, t ̸= tm − 1,

x (tm) = 2x (tm − 1) ,m ∈ N∗,
(2.49)

với x(·) ∈ R.
Theo Định lý 2 trong [87], nếu min{tm − tm−1,m ∈ N∗} ≥ 7 thì nghiệm của

(2.49) ổn định mũ. Mặt khác, dễ dàng kiểm tra các điều kiện (2.40a)-(2.40b) trong

(2.1.8) thỏa mãn với α = 0.78, δ = 0.99, λ = 199
5566 . Áp dụng Hệ quả 2.1.8, ta tìm

được min{tm − tm−1,m ∈ N∗} > 2048
535 , khi đó nghiệm của (2.49) ổn định mũ.

Điều này cho thấy rằng trong trường hợp 2048
535 < min{tm − tm−1,m ∈ N∗} < 7,

Định lý 2 trong [87] không đưa ra được kết luận về tính ổn định của hệ (2.49). Để

mô phỏng ta xét điều kiện đầu là x(−2) = 1, x(−1) = 0, x(0) = 1. Hình 2.4 chỉ ra
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Hình 2.2: Quỹ đạo của trạng thái x(t) trong Ví dụ 2.3.1 khi tm − tm−1 = 4.
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Hình 2.3: Quỹ đạo của trạng thái x(t) trong Ví dụ 2.3.1 khi tm − tm−1 = 2.
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Hình 2.4: Quỹ đạo của trạng thái x(t) trong Ví dụ 2.3.2 khi không có xung.
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Hình 2.5: Quỹ đạo của trạng thái x(t) trong Ví dụ 2.3.2 khi tm − tm−1 = 4.

quỹ đạo trạng thái khi không có xung. Trong khi đó, hình 2.5 mô tả quỹ đạo trạng

thái khi có xung và xung đó thỏa mãn tm − tm−1 = 4, các trạng thái đều tiến dần

về điểm cân bằng, phù hợp với tiêu chuẩn ổn định được dạng mũ đã được chứng

minh trong Hệ quả 2.1.8.

Ví dụ 2.3.3. Xét hệ phương trình vi phân suy biến (2.42), với

E =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , A =


3/25 1/10 −1/10

1/10 −1/10 1/10

1/10 0 −4

 , Ad =


1/5 1/10 0

1/10 1/10 0

3/20 1/10 0

 ,

B =


11/100 1/5

1/5 1/10

0 −1/10

 , H =

[
1/5 1

1 1/10

]
.

Với α = 0.9 và δ = 0.8, giải các điều kiện (2.45a)-(2.45c), ta tìm được

k1 = (
1

100
,
1

50
), k2 = (

1

10
, 0), k3 = (

1

100
,

1

100
),
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λ = (
3

20
,

3

20
,

3

200
), R1

λ = 1.2 > 1, R2
λ = 1.1 > 1, Rλ = 1.2 > 1.
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Hình 2.6: Quỹ đạo của trạng thái x(t) trong Ví dụ 2.3.3 khi tm − tm−1 = 1.
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Hình 2.7: Quỹ đạo của trạng thái x(t) trong Ví dụ 2.3.3 khi tm − tm−1 = 3.

Thực hiện tính toán, ta thu được

A+BK + I3 − E =


131/5671 13/500 1/625

19/1000 1/200 9/2000

13/1000 0 939/1000

 , Ad =


1/5 1/10 0

1/10 1/10 0

3/20 1/10 0


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là các ma trận không âm và K =

[
1/15 2/3 2/3

2/15 0 2/3

]
. Vì vậy các khoảng cách

tm − tm−1 ≥ T ≥ −1
δ logαRλ ≈ 2.1631,m ∈ N∗. Theo Định lý 2.2.1 thì hệ đóng

dương và ổn định mũ.

Để mô phỏng ta xét điều kiện đầu là η(s) = (2 4 6)T , s ∈ {−2,−1, 0}. Hình
2.6 biểu diễn sự biến thiên của các thành phần trạng thái x1(t), x2(t), x3(t) trong

trường hợp dãy xung thỏa mãn tm− tm−1 = 1; khi đó các trạng thái tăng không bị

chặn theo thời gian, phản ánh tính mất ổn định của hệ. Ngược lại, Hình 2.7 minh

họa quỹ đạo trạng thái ứng với dãy xung có khoảng thời gian duy trì tm−tm−1 = 3,

trong đó các trạng thái đều hội tụ về điểm cân bằng, hoàn toàn phù hợp với điều

kiện ổn định hóa được dạng mũ đã được chứng minh ở Định lý 2.2.1.

Ví dụ 2.3.4. Xét hệ suy biến có trễ và xung (2.42), với

E =

[
1 0

0 1

]
, A =

[
0.9 0.2

0.4 −0.7

]
, Ad =

[
0.05 0.00

0.10 0.00

]
, B =

[
0.5

0.5

]
, H =

[
1.1
]
.

Với α = 0.8 và δ = 0.8, giải các điều kiện (2.45a)-(2.45c), ta tìm được

k1 = −0.8, k2 = −0.4, λ = (1, 1), Rλ = 1.375 > 1.
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Hình 2.8: Quỹ đạo của x(t) của hệ mở trong Ví dụ 2.3.4 khi tm − tm−1 = 3.

Thực hiện tính toán, ta thu được A+BK + I2 −E =

[
0.5 0

0 0.1

]
, Ad là các ma
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Hình 2.9: Quỹ đạo của x(t) của hệ đóng trong Ví dụ 2.3.4 khi tm − tm−1 = 3.

trận không âm và K =
[
−0.8 −0.4

]
. Vì vậy, các khoảng cách

tm − tm−1 ≥ T ≥ −1

δ
logαRλ = − 1

0.8
· ln(1.375)

ln(0.8)
≈ 1.78,m ∈ Z+.

Theo Định lý 2.2.1 thì hệ đóng dương và ổn định mũ.

Để mô phỏng ta xét điều kiện đầu là η(s) = (1 1 1)T , s ∈ {−2,−1, 0}. Hình 2.8

biểu diễn sự biến thiên của các thành phần trạng thái x1(t), x2(t) của hệ mở (khi

chưa có bộ điều khiển) trong trường hợp dãy xung thỏa mãn tm − tm−1 = 3; khi

đó các trạng thái tăng không bị chặn theo thời gian, phản ánh tính mất ổn định

của hệ. Ngược lại, Hình 2.9 minh họa quỹ đạo trạng thái của hệ đóng ứng với dãy

xung có khoảng thời gian duy trì tm − tm−1 = 3, trong đó các trạng thái đều hội

tụ về điểm cân bằng, hoàn toàn phù hợp với điều kiện ổn định hóa được dạng mũ

đã được chứng minh ở Định lý 2.2.1. Hệ đóng với u(t) = Kx(t), K = [−0.8 − 0.4]

ổn định mũ với khoảng cách giữa các xung bằng 3. Điều đã khẳng định một cách

mạnh mẽ rằng bộ điều khiển được đề xuất có hiệu quả cao trong việc ổn định hóa

hệ thống.
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Kết luận Chương 2

Chương 2 tập trung vào việc nghiên cứu tính ổn định và ổn định hóa được dạng

mũ cho lớp hệ phương trình vi phân suy biến dương rời rạc có xung và trễ với đạo

hàm bậc nguyên. Kết quả đạt được như sau:

• Bằng cách áp dụng phương pháp quy nạp và khai thác các kỹ thuật biến đổi

ma trận, chúng tôi thiết lập được một điều kiện đủ để đảm bảo tính ổn định

mũ của hệ suy biến dương rời rạc có xung với trễ hằng.

• Chúng tôi đã xây dựng một hàm điều khiển phụ thuộc trạng thái nhằm đảm

bảo tính ổn định mũ cho hệ suy biến dương rời rạc có xung và trễ theo thời

gian. Những kết quả này là mới và chưa từng được công bố trước đây.

• Đưa ra ví dụ số với mô phỏng để thể hiện tính hiệu quả của phương pháp đã

đề xuất.

Trong kết quả nghiên cứu của chúng tôi, tính ổn định của hệ suy biến dương

rời rạc có xung được xem xét trong trường hợp hệ với đạo hàm bậc nguyên và có

trễ hằng. Bài toán nghiên cứu tính ổn định và ổn định hóa được dạng mũ cho lớp

hệ phân thứ suy biến dương rời rạc có xung với trễ biến thiên và lớp hệ phức hợp

suy biến có liên kết trong với trễ biến thiên là những chủ đề hay và khó đòi hỏi

những kỹ thuật phức tạp và các công cụ toán học mới. Đây là những bài toán mở

cần được nghiên cứu trong thời gian tới.



56

Chương 3

Tính tiêu hao hóa trong thời gian hữu hạn cho
lớp hệ phương trình vi phân phân thứ suy biến
thỏa mãn điều kiện Lipschitz một phía

Bài toán tiêu hao cho hệ phương trình vi phân suy biến với đạo hàm bậc nguyên

và đạo hàm bậc phân thứ là chủ đề thu hút sự chú ý của nhiều nhà nghiên cứu

[19, 28, 32]. Trong chương này, chúng tôi thiết kế hàm điều khiển cho bài toán tiêu

hao hóa trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ phân thứ suy biến thỏa mãn điều kiện

Lipschitz một phía. Nội dung trong chương này được xây dựng từ các kết quả đã

được trình bày trong bài báo số (CT2) trong danh mục các công trình khoa học

của tác giả liên quan đến luận án.

3.1 Phát biểu bài toán và một số định nghĩa

Xét hệ phân thứ Caputo suy biến thỏa mãn điều kiện Lipschitz một phía sau

E C
0D

α
t x(t) = [A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t)

+F (t, x(t)) +Bu(t), t ≥ 0,

z(t) = [C +∆C(t)]x(t) +Wω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,

(3.1)

trong đó α ∈ (0, 1) là bậc phân thứ của hệ, x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm

là véc tơ điều khiển đầu vào, ω(t) ∈ Rq là nhiễu đầu vào cho trước, z(t) ∈ Rp

là véc tơ đầu ra, x0 là điều kiện ban đầu. A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n,

D ∈ Rn×q,W ∈ Rp×q và E ∈ Rn×n là các ma trận hằng số đã biết. Ma trận

E ∈ Rn×n suy biến với rank(E) = r < n. ∆A(t),∆C(t),∆D(t) là các ma trận thực

thay đổi theo thời gian thỏa mãn
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∆A(t) =MaFa(t)Na, ∆C(t) =McFc(t)Nc, ∆D(t) =MdFd(t)Nd, (3.2)

trong đó Ma, Na,Mc, Nc,Md, Nd các ma trận hằng số đã biết và Fa(t), Fc(t), Fd(t)

là các ma trận thực với số chiều thích hợp thỏa mãn

FT
a (t)Fa(t) ≤ I,FT

c (t)Fc(t) ≤ I, FT
d (t)Fd(t) ≤ I, ∀t ≥ 0.

Giả thiết 3.1.1. Nhiễu ω(.) ∈ L2([0,∞),Rq) thỏa mãn điều kiện sau

∃d > 0 : sup
t≥0

ωT (t)ω(t) ≤ d.

Hàm phi tuyến F (t, x(t)) = ∆f(t, x(t))+f(t, x(t)), trong đó∆f(t, x(t)) là thành

phần phi tuyến chưa biết. f(t, x(t)) thỏa mãn f(t, 0) = 0 và các giả thiết sau.

Giả thiết 3.1.2. (Xem [3]) Hàm f(t, x(t)) thỏa mãn điều kiện Lipschitz một phía

với x(t) trong tập D, tức là tồn tại số thực ρ ∈ R thỏa mãn

⟨f(t, x1(t))− f(t, x2(t)), x1(t)− x2(t)⟩ ≤ ρ∥x1(t)− x2(t)∥2,

∀x1(t), x2(t) ∈ D. Số thực ρ được gọi là hằng số Lipschitz một phía.

Giả thiết 3.1.3. (Xem [3]) f(t, x(t)) thỏa mãn điều kiện bị chặn bậc hai với x(t),

tức là tồn tại các hằng số µ, ν ∈ R thỏa mãn

∥f(t, x1(t))− f(t, x2(t))∥2 ≤µ⟨x1(t)− x2(t), f(t, x1(t))− f(t, x2(t))⟩

+ ν∥x1(t)− x2(t)∥2,

với mọi x1(t), x2(t) ∈ D.

Giả thiết 3.1.4. ∆f(t, x(t)) thỏa mãn điều kiện

∥∆f(t, x(t))∥ ≤ h∥x(t)∥, ∀x(t) ∈ D,

trong đó h > 0 cho trước.

Nhận xét 3.1.5. Điều kiện Lipschitz một phía yếu hơn so với điều kiện Lipschitz.

Tuy nhiên, điều kiện Lipschitz một phía có hai ưu điểm so với điều kiện Lipschitz

truyền thống. Đầu tiên là hằng số Lipschitz một phía có thể là số thực bất kỳ trong

khi hằng số Lipschitz phải dương. Một ưu điểm khác là hằng số Lipschitz một phía
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có thể nhỏ hơn nhiều so với hằng số Lipschitz [3]. Nếu một hàm là Lipschitz, thì

nó thỏa mãn cả điều kiện Lipschitz một phía và điều kiện bị chặn bậc hai. Nhưng

điều ngược lại thì không đúng [3]. Vì vậy, lớp hệ phi tuyến được xem xét ở đây là

tổng quát hơn so với hệ phi tuyến Lipschitz cổ điển.

Mặc dù điều kiện Lipschitz một phía đóng vai trò quan trọng trong việc phân

tích ổn định thông qua phương pháp hàm Lyapunov, tuy nhiên điều kiện này có

thể không đủ để đánh giá ∥f(t, x1(t)) − f(t, x2(t))∥. Để khắc phục hạn chế này,

điều kiện bị chặn trong bậc hai thường được xem xét bổ sung cùng với điều kiện

Lipschitz một phía, đặc biệt với bài toán thiết kế điều khiển khi sử dụng tiếp cận

bất đẳng thức ma trận tuyến tính.

Khi không có tác động của véc tơ điều khiển đầu vào thì hệ (3.1) trở thành
E C

0D
α
t x(t) = [A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t) + F (t, x(t)), t ≥ 0,

z(t) = [C +∆C(t)]x(t) +Wω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0.

(3.3)

Khi vắng mặt véc tơ đầu ra, hệ (3.3) đưa về hệ sauE
C
0D

α
t x(t) = [A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t) + F (t, x(t)), t ≥ 0,

x(0) = x0.
(3.4)

Định nghĩa 3.1.6. (Xem [61]). Hệ phương trình vi phân (3.4) được gọi là

i) Chính quy nếu tồn tại s ∈ C sao cho đa thức det(sE− (A+∆A(t))) không đồng

nhất bằng 0. Khi đó cặp ma trận (E,A) được gọi là chính quy.

ii) Không có xung nếu tồn tại s ∈ C sao cho

deg(det(sE − (A+∆A(t)))) = rank(E).

Mở rộng tính bị chặn trong thời gian hữu hạn đối với hệ phương trình vi phân

phân thứ [55] và tính FTDC của hệ phương trình vi phận suy biến bậc nguyên

[19], chúng tôi đưa ra định nghĩa sau.

Định nghĩa 3.1.7. Giả sử c1, c2, Tf là các số dương cho trước với c1 < c2 và R

là một ma trận đối xứng xác định dương. Hệ (3.4) được gọi là bị chặn trong thời

gian hữu hạn theo bộ (c1, c2, Tf , R, d) nếu hệ đó là chính quy, không có xung và
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thỏa mãn bất đẳng thức sau

xT0E
TREx0 ≤ c1 ⇒ xT (t)ETREx(t) < c2, ∀t ∈ [0, Tf ]. (3.5)

Nhận xét 3.1.8. Trong trường hợp E là ma trận đơn vị, định nghĩa tính bị chặn

trong thời gian hữu hạn theo bộ (c1, c2, Tf , R, d) của hệ phân thứ suy biến của

Định nghĩa 3.1.7 trở thành định nghĩa của tính bị chặn trong thời gian hữu hạn

cho hệ phân thứ của Định nghĩa 1.4.7. Tuy nhiên, để đảm bảo mở rộng áp dụng

được cho hệ phân thứ suy biến, chúng tôi cần thêm ma trận E vào biểu thức điều

kiện. Điều này xuất phát từ hạn chế của kỹ thuật hiện tại, khi mà việc giải quyết

bài toán mà không có sự bổ sung này chúng tôi vẫn chưa giải quyết được.

Định nghĩa 3.1.9. Giả sử c1, c2, Tf là các số dương cho trước với c1 < c2 và R

là một ma trận đối xứng xác định dương. Hệ (3.3) được gọi là (Z,U, S)-tiêu hao

trong thời gian hữu hạn theo bộ (c1, c2, Tf , R, d) nếu hai điều kiện sau được thỏa

mãn

(i) Hệ (3.4) bị chặn trong thời gian hữu hạn theo bộ (c1, c2, Tf , R, d).

(ii) Xét hệ (3.3) với điều kiện đầu bằng 0, ∃γ > 0 thỏa mãn ràng buộc sau∫ tf

0

(2zT (t)Uω(t) + zT (t)Zz(t) + ωT (t)Sω(t))dt ≥ γ

∫ tf

0

ωT (t)ω(t)dt,

trong đó ∀ tf ∈ [0, Tf ] và bất kỳ véc tơ nhiễu ω(t) khác 0 thỏa mãn Giả thiết 3.1.1,

U là một ma trận thực, Z, S là các ma trận đối xứng thực với Z ≤ 0 cho trước.

Hệ đóng nhận được với hàm điều khiển u(t) = Kx(t) là

E C
0D

α
t x(t) = [A+BK +∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t)

+F (t, x(t)), t ≥ 0,

z(t) = [C +∆C(t)]x(t) +Wω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0.

(3.6)

Trong trường hợp không có véc tơ đầu ra, hệ đóng (3.6) được đưa về
E C

0D
α
t x(t) = [A+BK +∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t)

+F (t, x(t)), t ≥ 0,

x(0) = x0.

(3.7)
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3.2 Tính bị chặn trong thời gian hữu hạn của hệ phương trình

vi phân phân thứ suy biến thỏa mãn điều kiện Lipschitz

một phía

Trong phần này, chúng tôi thiết lập một hàm điều khiển phụ thuộc véc tơ trạng

thái để đảm bảo hệ (3.7) bị chặn trong thời gian hữu hạn.

Định lý 3.2.1. Giả sử rằng các Giả thiết 3.1.1-3.1.4 được thỏa mãn. Cho trước

c1, c2, Tf là các số dương với c1 < c2 và R là một ma trận đối xứng xác định dương.

Hệ (3.7) bị chặn trong thời gian hữu hạn theo bộ (c1, c2, Tf , R, d) nếu tồn tại các

số dương ϵ1, ϵ2, ϵ, δ, θ, σ, β, một ma trận Σ ∈ Rn×n đối xứng xác định dương, một

ma trận Q ∈ Rn×n không suy biến, một ma trận F ∈ Rm×m không suy biến và một

ma trận L ∈ Rm×n thỏa mãn các điều kiện sau

ETQ = QTE ≥ 0, (3.8a)

ETQ = ETR
1
2ΣR

1
2E, (3.8b)

Ξ11 Ξ12 QTD Ξ14 QTMa QTMd QT

∗ −2ϵ2I 0 0 0 0 0

∗ ∗ σNT
d Nd − βI 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ Ξ44 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −θI 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −σI 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 −δI


< 0, (3.8c)

λ1c1 +
βd

Γ(α + 1)
Tα
f < λ2c2, (3.8d)

trong đó

Ξ11 = ATQ+QTA+ LTBT +BL+ δh2I + θNT
a Na + 2(ρϵ1 + ϵ2ν)I,

Ξ12 = QT + (ϵ2µ− ϵ1)I,

Ξ14 = ϵ(QTB −BF ) + LT ,

Ξ44 = −ϵF − ϵF T ,

λ1 = λmax(Σ), λ2 = λmin(Σ).

Ngoài ra, hàm điều khiển phản hồi trạng thái được xác định bởi u(t) = F−1Lx(t).
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Chứng minh. Chúng ta xây dựng hàm Lyapunov sau

V (x(t)) = xT (t)ETQx(t),

trong đó ma trận Q thỏa mãn điều kiện (3.8a). Áp dụng Bổ đề 1.7.4, tính đạo hàm

α-Caputo của V (x(t)) dọc theo quỹ đạo của hệ (3.7) ta được

C
0D

α
t V (x(t)) ≤ 2xT (t)ETQ C

0D
α
t x(t)

= 2xT (t)QT [(A+BK)x(t) + ∆A(t)x(t) + f(t, x(t))

+ ∆f(t, x(t)) + (D +∆D(t))ω(t)]

= 2xT (t)QT (A+BK)x(t) + 2xT (t)QT∆A(t)x(t)

+ 2xT (t)QTf(t, x(t)) + 2xT (t)QT∆f(t, x(t))

+ 2xT (t)QTDω(t) + 2xT (t)QT∆D(t)ω(t).

(3.9)

Với số dương δ, áp dụng bất đẳng thức Cauchy và Giả thiết 3.1.4, ta có được ước

lượng sau

2xT (t)QT∆f(t, x(t)) ≤ δ−1xT (t)QTQx(t) + δ∆Tf(t, x(t))∆f(t, x(t))

≤ δ−1xT (t)QTQx(t) + δh2xT (t)x(t).
(3.10)

Áp dụng bất đẳng thức ma trận Cauchy cùng với điều kiện (3.2), ta thu được

2xT (t)QT∆A(t)x(t) = 2xT (t)QTMaFa(t)Nax(t)

≤ θ−1xT (t)QTMaM
T
a Qx(t)

+ θxT (t)NT
a FT

a (t)Fa(t)Nax(t)

≤ θ−1xT (t)QTMaM
T
a Qx(t) + θxT (t)NT

a Nax(t),

(3.11)

2xT (t)QT∆D(t)ω(t) = 2xT (t)QTMdFd(t)Ndω(t)

≤ σ−1xT (t)QTMdM
T
d Qx(t) + σωT (t)NT

d Ndω(t).
(3.12)

Cộng (3.10)-(3.12) vào (3.9), ta nhận được đánh giá sau

C
0D

α
t V (x(t)) ≤ 2xT (t)QT (A+BK)x(t) + xT (t)(δ−1QTQ+ δh2I)x(t)

+ 2xT (t)QTf(t, x(t)) + θ−1xT (t)QTMaM
T
a Qx(t)

+ θxT (t)NT
a Nax(t) + 2xT (t)QTDω(t)

+ σ−1xT (t)QTMdM
T
d Qx(t) + σωT (t)NT

d Ndω(t).

(3.13)
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Trong Giả thiết 3.1.2 và 3.1.3, đặt x1(t) = x(t), x2(t) = 0. Với mọi số dương ϵ1, ϵ2,

ta nhận được

2ρϵ1x
T (t)x(t)− 2ϵ1f

T (t, x(t))x(t) ≥ 0, (3.14)

2ϵ2νx
T (t)x(t) + 2ϵ2µx

T (t)f(t, x(t))− 2ϵ2f
T (t, x(t))f(t, x(t)) ≥ 0. (3.15)

Kết hợp (3.13), (3.14) và (3.15), ta suy ra được

C
0D

α
t V (x(t))− βωT (t)ω(t) ≤ ξ(t)TΘξ(t), (3.16)

trong đó

ξ(t)T =
[
xT (t) fT (t, x(t)) ωT (t)

]
,Θ =


Θ11 Ξ12 QTD

∗ −2ϵ2I 0

∗ ∗ σNT
d Nd − βI

 ,
Θ11 = (A+BK)TQ+QT (A+BK) + δ−1QTQ+ δh2I + θ−1QTMaM

T
a Q

+ θNT
a Na + σ−1QTMdM

T
d Q+ 2(ρϵ1 + ϵ2ν)I.

Đặt K = F−1L, với F ma trận không suy biến và L là ma trận có số chiều thích

hợp. Vì vậy

QTBK = (QTB −BF )F−1L+BL.

Ma trận Θ có thể biểu diễn dưới dạng

Θ =


Θ11 Ξ12 QTD

∗ −2ϵ2I 0

∗ ∗ σNT
d Nd − βI

+ sym


QTB −BF

0

0

F−1
[
L 0 0

]
,

Θ11 = ATQ+QTA+ δ−1QTQ+ δh2I + θ−1QTMaM
T
a Q+ θNT

a Na

+ σ−1QTMdM
T
d Q+ 2(ρϵ1 + ϵ2ν)I + LTBT +BL.

Áp dụng Bổ đề 1.7.5, trong đó

F =


Θ11 Ξ12 QTD

∗ −2ϵ2I 0

∗ ∗ σNT
d Nd − βI

 , H =


QTB −BF

0

0

 ,
Z = F−1

[
L 0 0

]
, V = F,
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điều kiện Θ < 0 được đảm bảo bởi điều kiện sau[
F ϵH + ZTV T

∗ −ϵV − ϵV T

]
< 0.

Điều đó có nghĩa là 
Θ11 Ξ12 QTD Ξ14

∗ −2ϵ2I 0 0

∗ ∗ σNT
d Nd − βI 0

∗ ∗ ∗ Ξ44

 < 0,

với Ξ14 = ϵ(QTB − BF ) + LT ,Ξ44 = −ϵF − ϵF T . Áp dụng phần bù Schur và bất

đẳng thức (3.8c), ta có được bất đẳng thức trên. Từ (3.16) ta nhận được

C
0D

α
t V (x(t))− βωT (t)ω(t) ≤ 0,∀t ≥ 0. (3.17)

Phần còn lại của chứng minh được chia thành hai bước:

Bước 1: Chứng minh hệ (3.7) chính quy và không có xung trong khoảng [0, Tf ].

Áp dụng bổ đề Schur cùng với điều kiện Θ < 0, ta thu được

Θ11 = (A+BK)TQ+QT (A+BK) + δ−1QTQ+ δh2I

+ θ−1QTMaM
T
a Q+ θNT

a Na + σ−1QTMdM
T
d Q+ 2(ρϵ1 + ϵ2ν)I < 0.

(3.18)

Ước lượng sau được suy ra từ việc kết hợp (3.11) và (3.18)

Θ̂11 = (A+BK +∆A(t))TQ+QT (A+BK +∆A(t)) + δ−1QTQ+ δh2I

+ σ−1QTMdM
T
d Q+ 2(ρϵ1 + ϵ2ν)I < 0.

Mặt khác δ−1QTQ+ δh2I + σ−1QTMdM
T
d Q+ 2(ρϵ1 + ϵ2ν)I > 0 nên suy ra

(A+BK +∆A(t))TQ+QT (A+BK +∆A(t)) < 0. (3.19)

Vì E là một ma trận suy biến với rank(E) = r < n nên tồn tại các ma trận không

suy biến H,P sao cho

HEP =

[
Ir 0

0 0

]
.



64

Đặt

H(A+BK +∆A(t))P =

[
A11 A12

A21 A22

]
, H−TQP =

[
Q11 Q12

Q21 Q22

]
. (3.20)

Ta nhận được các đánh giá sau từ (3.8a) và (3.20)

P TETQP = (P TETHT )(H−TQP ) = (HEP )T (H−TQP )

=

[
Ir 0

0 0

][
Q11 Q12

Q21 Q22

]
=

[
Q11 Q12

0 0

]
≥ 0,

(3.21)

và

P TQTEP = (P TQTH−1)(HEP ) = (H−TQP )T (HEP )

=

[
QT

11 QT
21

QT
12 QT

22

][
Ir 0

0 0

]
=

[
QT

11 0

QT
12 0

]
≥ 0.

(3.22)

Kết hợp (3.8a), (3.21) và (3.22), ta được Q11 = QT
11 ≥ 0, Q12 = 0. Do ma trận Q

không suy biến nên

H−TQP =

[
Q11 0

Q21 Q22

]
cũng là ma trận không suy biến. Nhân lần lượt vào bên trái của (3.19) với P T và

bên phải của (3.19) với P , ta thu được

P T ((A+BK +∆A(t))TQ+QT (A+BK +∆A(t)))P < 0.

Do đó, P T (A+BK+∆A(t))THTH−TQP +P TQTH−1H(A+BK+∆A(t))P < 0

⇔

[
AT

11 AT
21

AT
12 AT

22

][
Q11 0

Q21 Q22

]
+

[
QT

11 QT
21

0 QT
22

][
A11 A12

A21 A22

]
< 0.

Từ đó, ta nhận được ước lượng(
⋆ ⋆

⋆ AT
22Q22 +QT

22A22

)
< 0, (3.23)

trong đó ⋆ biểu thị ma trận con không liên quan đến kết quả suy ra ở đây. Từ

(3.23), ta được

AT
22Q22 +QT

22A22 < 0,
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do đó A22 là ma trận khả nghịch. Áp dụng Định lý 1.3.7, ta được hệ (3.7) chính

quy và không có xung.

Bước 2: Chứng minh rằng hệ đóng (3.7) bị chặn trong thời gian hữu hạn theo

bộ (c1, c2, Tf , R, d).

Thực hiện tích phân cả hai vế của (3.17) từ 0 đến t (0 ≤ t ≤ Tf ), áp dụng Định

lý 1.1.15 và Giả thiết 3.1.1 ta thu được

xT (t)ETQx(t) ≤ xT (0)ETQx(0) + βIαt (ω
T (t)ω(t))

= xT (0)ETR
1
2ΣR

1
2Ex(0) +

β

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ωT (s)ω(s)ds

≤ λmax(Σ)x
T (0)ETREx(0) +

βd

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds

≤ λ1c1 +
βd

Γ(α + 1)
Tα
f .

(3.24)

Mặt khác, từ (3.8b) với t ∈ [0, Tf ] ta có

xT (t)ETQx(t) = xT (t)ETR
1
2ΣR

1
2Ex(t)

≥ λmin(Σ)x
T (t)ETREx(t)

= λ2x
T (t)ETREx(t).

(3.25)

Ta thu được bất đẳng thức sau từ kết hợp các ước lượng (3.24) và (3.25)

xT (t)ETREx(t) ≤ 1

λ2
(λ1c1 +

βd

Γ(α + 1)
Tα
f ). (3.26)

Từ (3.8d) và (3.26), ta thu được xT (t)ETREx(t) < c2, ∀t ∈ [0, Tf ]. Vì vậy, điều

kiện (3.5) được thỏa mãn. Theo đó, hệ bị chặn trong thời gian hữu hạn theo bộ

(c1, c2, Tf , R, d).

3.3 Tính tiêu hao hóa trong thời gian hữu hạn của hệ phân

thứ suy biến thỏa mãn điều kiện Lipschitz một phía

Nội dung chính của bài toán là thiết kế hàm điều khiển phản hồi phụ thuộc véc

tơ trạng thái u(t) = Kx(t) sao cho hệ đóng (3.6) (Z,U, S)-tiêu hao trong thời gian

hữu hạn theo bộ (c1, c2, Tf , R, d).

Định lý 3.3.1. Giả sử rằng các Giả thiết 3.1.1-3.1.4 được thỏa mãn. Cho trước
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c1, c2, Tf với c1 < c2 là các số dương và R là một ma trận đối xứng xác định dương.

Hệ đóng (3.6) (Z,U, S)-tiêu hao trong thời gian hữu hạn theo bộ (c1, c2, Tf , R, d)

nếu tồn tại các số thực dương ϵ1, ϵ2, ϵ, β, δ, θ, σ, κ, γ, một ma trận đối xứng xác định

dương Σ ∈ Rn×n, một ma trận không suy biến Q ∈ Rn×n, một ma trận không

suy biến F ∈ Rm×m, một ma trận L ∈ Rm×n thỏa mãn (3.8a), (3.8b) và các điều

kiện sau

Ξ11 Ξ12 Ξ13 Ξ14 QTMa QTMd QT CTGT 0

∗ −2ϵ2I 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Ξ33 0 0 0 0 0 Ξ39

∗ ∗ ∗ Ξ44 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −θI 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −σI 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δI 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I GMc

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −κI



< 0, (3.27a)

S − (γ + β)I > 0, (3.27b)

λ1c1 +
βd

Γ(α + 1)
Tα
f < λ2c2, (3.27c)

trong đó

λ1 = λmax(Σ), λ2 = λmin(Σ), Z = −GTG,

Ξ11 = ATQ+QTA+ LTBT +BL+ δh2I + θNT
a Na + κNT

c Nc + 2(ρϵ1 + ϵ2ν)I,

Ξ12 = QT + (ϵ2µ− ϵ1)I,

Ξ14 = ϵ(QTB −BF ) + LT ,

Ξ13 = QTD − CTZW − CTU,

Ξ33 = σNT
d Nd −W TZW −W TU − UTW − βI,

Ξ39 = −(W TZT + UT )Mc,

Ξ44 = −ϵF − ϵF T .

Hơn nữa, điều khiển phản hồi trạng thái được xác định bởi u(t) = F−1Lx(t).
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Chứng minh. Ta chọn hàm Lyapunov giống như Định lý 3.2.1. Đặt

J = C
0D

α
t V (x(t))−

(
2zT (t)Uω(t) + zT (t)Zz(t) + ωT (t)(S − γI)ω(t)

)
.

Ký hiệu C = (C +∆C(t)), khi đó z(t) = Cx(t) +Wω(t). Vì vậy, ta nhận được

J = C
0D

α
t V (x(t))−

(
2xT (t)C

T
Uω(t) + 2ωT (t)W TUω(t)

+ xT (t)C
T
ZCx(t) + 2xT (t)C

T
ZWω(t)

+ ωT (t)W TZWω(t) + ωT (t)(S − γI)ω(t)

)
.

(3.28)

Từ (3.27b), ta thu được ωT (t)(S − γI)ω(t) ≥ βωT (t)ω(t). Kết hợp với (3.28),

ta có

J ≤ C
0D

α
t V (t)−

(
2xT (t)C

T
Uω(t) + 2ωT (t)W TUω(t) + xT (t)C

T
ZCx(t)

+ 2xT (t)C
T
ZWω(t) + ωT (t)W TZWω(t) + ωT (t)βω(t)

)
,

(3.29)

Sử dụng các kỹ thuật chứng minh tương tự như trong Định lý 3.2.1, ta được đánh

giá sau từ (3.29)

J ≤ ξT (t)Πξ(t), ∀t ≥ 0, (3.30)

trong đó

Π =


Π11 QT + (ϵ2µ− ϵ1)I Π13

∗ −2ϵ2I 0

∗ ∗ Ξ33

 ,
Π11 = (A+BK)TQ+QT (A+BK) + δ−1QTQ+ δh2I + θ−1QTMaM

T
a Q

+ θNT
a Na + σ−1QTMdM

T
d Q+ 2(ρϵ1 + ϵ2ν)I − C

T
ZC,

Π13 = QTD − C
T
ZW − C

T
U.

Đặt K = F−1L với F là một ma trận không suy biến, L là một ma trận có chiều

thích hợp. Khi đó

QTBK = (QTB −BF )F−1L+BL.

Biểu diễn ma trận Π như sau
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Π =


Π11 Ξ12 Π13

∗ −2ϵ2I 0

∗ ∗ Ξ33

 + sym


QTB −BF

0

0

F−1
[
L 0 0

]
,

trong đó

Π11 = ATQ+QTA+ LTBT +BL+ δ−1QTQ+ δh2I + θ−1QTMaM
T
a Q

+ θNT
a Na + σ−1QTMdM

T
d Q+ 2(ρϵ1 + ϵ2ν)I − C

T
ZC.

Áp dụng Bổ đề 1.7.5 với

F =


Π11 Ξ12 Π13

∗ −2ϵ2I 0

∗ ∗ Π33

 , H =


QTB −BF

0

0

 , Z = F−1
[
L 0 0

]
, V = F,

thì điều kiện Π < 0 được thỏa mãn bởi điều kiện sau
Π11 Ξ12 Π13 Ξ14

∗ −2ϵ2I 0 0

∗ ∗ Ξ33 0

∗ ∗ ∗ Ξ44

 < 0. (3.31)

Vì −Z ≥ 0 nên tồn tại một ma trận G mà −Z = GTG. Khi đó,

Π11 = ATQ+QTA+ LTBT +BL+ δ−1QTQ+ δh2I + θ−1QTMaM
T
a Q

+ θNT
a Na + σ−1QTMdM

T
d Q+ 2(ρϵ1 + ϵ2ν)I + (GC)TGC.

Áp dụng Bổ đề Schur, điều kiện (3.31) tương đương với điều kiện sau

Γ =



Γ11 Ξ12 Ξ13 Ξ14 QTMa QTMd QT C
T
GT

∗ −2ϵ2I 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Ξ33 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ Ξ44 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −θI 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −σI 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δI 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I


< 0, (3.32)
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trong đó

Γ11 = ATQ+QTA+ LTBT +BL+ δh2I + θNT
a Na + 2(ρϵ1 + ϵ2ν)I,

Ξ13 = QTD − C
T
(ZW + U).

Ma trận Γ được biểu diễn bởi Γ = Γ + Γ∆, với

Γ =



Γ11 Ξ12 Ξ13 Ξ14 QTMa QTMd QT CTGT

∗ −2ϵ2I 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Ξ33 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ Ξ44 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −θI 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −σI 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δI 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I


,

Γ∆ =



0 0 −∆CT (t)(ZW + U) 0 0 0 0 ∆CT (t)GT

∗ 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0


.

Đặt

A =
[
0 0 −MT

c (ZW + U) 0 0 0 0 MT
c G

T
]T
,

B =
[
Nc 0 0 0 0 0 0 0

]T
.

Khi đó, (3.32) được đưa về bất đẳng thức ma trận

Γ +AFc(t)BT + (AFc(t)BT )T < 0. (3.33)

Áp dụng Bổ đề 1.7.6, điều kiện (3.33) tương đương với bất đẳng thức sau

Γ + κ−1AAT + κBBT < 0. (3.34)
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Bất đẳng thức (3.34) được suy ra từ (3.27a) theo Bổ đề phần bù Schur.

Kết hợp (3.27a) và (3.30), ta có

C
0D

α
t V (x(t)) < (2zT (t)Uω(t) + zT (t)Zz(t) + ωT (t)(S − γI)ω(t)), ∀t ∈ [0, Tf ].

(3.35)

Trong trường hợp không có véc tơ đầu ra z(t), từ (3.27b) ta nhận được (3.17).

Theo Định lý 3.2.1, hệ (3.7) bị chặn trong thời gian hữu hạn theo bộ (c1, c2, Tf , R, d).

Ước lượng sau thu được từ tích phân hai vế của (3.35) từ 0 đến tf với 0 < tf < Tf

0I
1
tf

C
0D

α
tf
(V (x(tf ))) <

∫ tf

0

(2zT (τ)Uω(τ) + zT (τ)Zz(τ) + ωT (τ)(S − γI)ω(τ))dτ.

(3.36)

Áp dụng Định lý 1.1.4 và 1.1.15, ta có

0I
1
tf

C
0D

α
tf
(V (x(tf ))) = 0I

1−α+α
tf

C
0D

α
tf
(V (x(tf )))

= 0I
1−α
tf

( 0I
α
tf

C
0D

α
tf
(V (x(tf ))))

= 0I
1−α
tf

(V (x(tf ))− V (x(0)))

= 0I
1−α
tf

(V (x(tf )))− 0I
1−α
tf

(V (x(0))).

Với điều kiện ban đầu bằng 0, ta nhận được đánh giá sau

0I
1−α
tf

V (x(0)) =
1

Γ(1− α)

∫ tf

0

(tf − τ)−αxT (0)ETQx(0)dτ = 0.

Mặt khác, vì

0I
1−α
tf

V (x(t)) =
1

Γ(1− α)

∫ tf

0

(tf − τ)−αxT (τ)ETQx(τ)dτ ≥ 0

nên 0I
1
tf
Dα

tf
(V (x(tf ))) ≥ 0. Kết hợp với (3.36), ta được ước lượng sau∫ tf

0

(2zT (t)Uω(t) + zT (t)Zz(t) + ωT (t)(S − γI)ω(t))dt > 0.

Do đó bất đẳng thức tích phân sau được suy ra với ∀tf ∈ [0, Tf ]∫ tf

0

(2zT (t)Uω(t) + zT (t)Zz(t) + ωT (t)Sω(t))dt > γ

∫ tf

0

ωT (t)ω(t)dt.

Vậy hệ đóng (3.6) (Z,U, S)-tiêu hao vững trong thời gian hữu hạn theo bộ

(c1, c2, Tf , R, d).
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Các bất đẳng thức (3.8a) và (3.8b) trong Định lý 3.3.1 không được giải một

cách hiệu quả bằng LMI Control Toolbox trên MATLAB. Định lý sau đây đưa ra

một phép thế các biến ma trận để đưa các điều kiện trên về các bất đẳng thức ma

trận tuyến tính chặt có thể giải được trên MATLAB.

Định lý 3.3.2. Giả sử rằng các Giả thiết 3.1.1-3.1.4 đều thỏa mãn. Cho c1, c2, Tf , d

với c1 < c2 là các số dương và R là một ma trận đối xứng xác định dương. Hệ đóng

(3.6) (Z,U, S)-tiêu hao trong thời gian hữu hạn theo bộ (c1, c2, Tf , R, d) nếu tồn

tại các số dương ϵ1, ϵ2, ϵ, β, δ, θ, σ, γ, κ, ζ, một ma trận đối xứng xác định dương

R ∈ Rn×n, một ma trận S ∈ R(n−r)×n, một ma trận không suy biến F ∈ Rm×m và

một ma trận L ∈ Rm×n thỏa mãn các điều kiện sau

R < R < ζR, (3.37a)

ζc1 +
βd

Γ(α + 1)
Tα
f < c2, (3.37b)

Γ11 Γ12 Γ13 Γ14 Γ15 Γ16 Γ17 CTGT 0

∗ −2ϵ2I 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Γ33 0 0 0 0 0 Γ39

∗ ∗ ∗ Γ44 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −θI 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −σI 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δI 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I GMc

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −κI



< 0, (3.37c)

trong đó

Γ11 = AT (RE + ET
⊥S) + (ETR+ STE⊥)A+ LTBT +BL+ δh2I

+ θNT
a Na + κNT

c Nc + 2(ρϵ1 + ϵ2ν)I,

Γ12 = (ETR+ STE⊥) + (ϵ2µ− ϵ1)I,

Γ13 = (ETR+ STE⊥)D − CTZW − CTU,

Γ14 = ϵ(ETR+ STE⊥)B − ϵBF + LT ,

Γ15 = (ETR+ STE⊥)Ma,

Γ16 = (ETR+ STE⊥)Md,
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Γ17 = (ETR+ STE⊥),

Γ33 = σNT
d Nd −W TZW −W TU − UTW − βI,

Γ39 = −(W TZT + UT )Mc,

Γ44 = −ϵF − ϵF T ,

Z = −GTG và E⊥ ∈ R(n−r)×n là phần bù trực giao của E thỏa mãn E⊥E = 0,

rank(E⊥) = n− r. Ngoài ra, hàm điều khiển phản hồi trạng thái được xác định bởi

u(t) = F−1Lx(t).

Chứng minh. Vì điều kiện ETQ = QTE ≥ 0 trong Định lý 3.3.1 không phải là bất

đẳng thức tuyến tính chặt, nên ta dùng phép đổi biến sau để chuyển nó thành LMI

chặt [89],

Q = RE + ET
⊥S. (3.38)

Khi đó điều kiện (3.8a) trong Định lý 3.3.1 tương đương với R > 0. Với phép đổi

biến (3.38), bất đẳng thức (3.37c) kéo theo điều kiện (3.27a) trong Định lý 3.3.1.

Đặt Σ = R− 1
2RR− 1

2 , kết quả sau đây được chỉ ra

ETQ = QTE = ETRE = ETR
1
2ΣR

1
2E.

Như vậy, điều kiện (3.8b) được thỏa mãn.

Từ (3.37a), ta suy ra được I < Σ < ζI. Do đó λ1 < ζ và λ2 > 1. Áp dụng

(3.37b), ta thu được kết quả sau

λ1c1 +
βd

Γ(α + 1)
Tα
f < ζc1 +

βd

Γ(α + 1)
Tα
f < c2 < λ2c2.

Vì vậy, điều kiện (3.8d) được đảm bảo bởi các điều kiện (3.37a) và (3.37b). Theo

Định lý 3.3.1, hệ đóng (3.6) (Z,U, S)-tiêu hao trong thời gian hữu hạn theo bộ

(c1, c2, Tf , R, d).

Nhận xét 3.3.3. Lưu ý rằng các điều kiện (3.8a) và (3.8b) trong Định lý 3.3.1 là

các LMI không chặt. Việc giải số các điều kiện đẳng thức khó thực hiện. Vì vậy,

thông qua việc thực hiện phép đổi biến chúng ta đã thu được các bất đẳng thức

chặt. Các điều kiện chặt này trong Định lý 3.3.2 đã được giải một cách hiệu quả

khi sử dụng LMI Control Toolbox của MATLAB.

Nhận xét 3.3.4. Với công cụ là lý thuyết Lyapunov cùng sự hỗ trợ của kỹ thuật
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bất đẳng thức ma trận tuyến tính, đã có nhiều công bố đáng chú ý về bài toán

tiêu hao cho các loại hệ phương trình vi phân với đạo hàm bậc nguyên khác nhau

[28, 36, 55, 56]. Theo sự hiểu biết của chúng tôi, chỉ có một số ít công bố nghiên

cứu tính tiêu hao cho các hệ phân thứ [33, 34]. Phương pháp giải quyết xây dựng

hàm Lyapunov-Krasovskii cho các hệ phương trình vi phân bậc nguyên không thể

dễ dàng mở rộng một cách trực tiếp để áp dụng cho các hệ phương trình vi phân

phân thứ. Trong [34], D.T. Hong và các cộng sự đã thiết kế hàm điều khiển phản

hồi đầu ra cho bài toán tiêu hao của hệ phân thứ Caputo có nhiễu phi tuyến. Tuy

nhiên, các tác giả chưa xem xét vấn đề hệ phân thứ suy biến. So với hệ phương

trình vi phân phân thứ thường, việc phân tích và xây dựng hàm điều khiển cho hệ

phân thứ suy biến phức tạp và thách thức hơn. Trong chương này, chúng tôi đã

giải được bài toán tiêu hao cho lớp hệ điều khiển phân thứ suy biến thỏa mãn điều

kiện Lipschitz một phía. Đây là đóng góp mới, có ý nghĩa khoa học là một trong

những kết quả đầu tiên về hệ phân thứ suy biến.

Trong trường hợp không có thành phần không chắc chắn, hệ (3.1) được đưa về

hệ điều khiển phân thứ suy biến sau
E C

0D
α
t x(t) = Ax(t) +Dω(t) +Bu(t), t ≥ 0,

z(t) = Cx(t) +Wω(t), t ≥ 0,

Ex(0) = Ex0.

(3.39)

Dựa vào Định lý 3.3.2, ta thu được hệ quả sau.

Hệ quả 3.3.5. Giả sử Giả thiết 3.1.1 được thỏa mãn. Cho các số thực dương

c1, c2, Tf , d với c1 < c2 và một ma trận đối xứng xác định dương R. Hệ đóng (3.39)

(Z,U, S)-tiêu hao trong thời gian hữu hạn theo bộ (c1, c2, Tf , R, d) nếu tồn tại các

số dương ϵ, β, ζ, γ, một ma trận đối xứng xác định dương R ∈ Rn×n, một ma

trận S ∈ R(n−r)×n, một ma trận không suy biến F trong Rm×m và một ma trận

L ∈ Rm×n thỏa mãn các điều kiện sau

R < R < ζR,

ζc1 +
βd

Γ(α + 1)
Tα
f < c2,

S − (γ + β)I > 0,



74
Ψ11 Ψ12 Ψ13

∗ Ψ22 0

∗ ∗ Ψ33

 < 0,

trong đó

Ψ11 = AT (RE + ET
⊥S) + (ETR+ STE⊥)A+ LTB +BL− CTZC,

Ψ12 = (ETR+ STE⊥)D − CTZW − CTU,

Ψ13 = ϵ(ETR+ STE⊥)B − ϵBF + LT ,

Ψ22 = −W TZW −W TU − UTW − βI,

Ψ33 = −ϵF − ϵF T ,

và E⊥ ∈ R(n−r)×n là phần bù trực giao của ma trận E, có nghĩa là E⊥E = 0 với

rank(E⊥) = n− r. Hơn thế nữa, hàm điều khiển phản hồi trạng thái được xác định

bởi u(t) = F−1Lx(t).

3.4 Ví dụ minh họa

Tiếp theo, hai ví dụ được chúng tôi đưa ra để minh họa cho tính hiệu quả của

kết quả trong Định lý 3.3.2 và Hệ quả 3.3.5.

Ví dụ 3.4.1. Xét hệ điều khiển phân thứ suy biến sau

E C
0D

0.8
t x(t) = [A+MaFa(t)Na]x(t) + [D +MdFd(t)Nd]ω(t)

+f(t, x(t)) + ∆f(t, x(t)) +Bu(t), t ≥ 0,

z(t) = [C +McFc(t)Nc]x(t) +Wω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,

(3.41)

trong đó x(t) = (x1(t), x2(t))
T ∈ R2, u(t) ∈ R2, ω(t) ∈ R,

E =

[
1 0

0 0

]
, A =

[
−3 0

0 2

]
, B =

[
−1.5 0

1 −5

]
, D =

[
0.1

0.4

]
, Ma =

[
0.1

0.1

]
,

Na =
[
0.1 0.5

]
, Fa(t) = sin t,Md =

[
0.1

0.5

]
, Nd =

[
1
]
, Fd(t) = cos t,

C =
[
0 1

]
, Mc =

[
−0.3 0.2

]
, Nc =

[
0.1
]
W =

[
0.5
]
, Fc(t) = sin t,
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f(t, x(t)) =

[
0.1x21(t)

0

]
, ∆f(t, x(t)) =

[
x21(t)

x1(t)x2(t)

]
.

Với điều khiển u(t) = Kx(t), hệ đóng nhận được từ (3.41) là

E C
0D

0.8
t x(t) = [A+MaFa(t)Na +BK]x(t) + [D +MdFd(t)Nd]ω(t)

+f(t, x(t)) + ∆f(t, x(t)), t ≥ 0,

z(t) = [C +McFc(t)Nc]x(t) +Wω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0.

(3.42)

Chúng ta kiểm tra được f(t, x(t)) đáp ứng các điều kiện trong Giả thiết 3.1.2 và Giả

thiết 3.1.3 với các hằng số ρ = 1, µ = 0, ν = 1 trong tập D = {x ∈ R2 : ∥x∥ ≤ 5}.
Hàm phi tuyến ∆f(t, x(t)) thỏa mãn Giả thiết 3.1.4 với hằng số h = 1. Cho trước

c1 = 1, c2 = 1.7, R =

[
1 0

0 1

]
, d = 1, Tf = 10, U =

[
1
]
, Z =

[
−1
]
, S =

[
1
]
.

Sử dụng LMI Control Toolbox trong MATLAB, các điều kiện của Định lý 3.3.2

được thỏa mãn với ϵ1 = 0.7454, ϵ2 = 0.0882, ϵ = 1, β = 0.5023, δ = 4.0496,

θ = 4.0449, σ = 0.8417, γ = 0.2488, κ = 4.0865, ζ = 5.9192,

R =

[
2.0942 −0.0865

−0.0865 2.8886

]
, S =

[
0.0912 1.7755

]
,

L =

[
−3.6720 9.6760

−3.5282 2.9514

]
, F =

[
3.4008 1.0265

−1.1638 1.4339

]
.

Theo Định lý 3.3.2, hệ đóng (3.42) (Z,U, S)-tiêu hao vững trong thời gian hữu hạn

theo bộ (1, 1.7, 10, R, 1) và điều khiển phản hồi trạng thái

u(t) =

[
−0.2707 1.7863

−2.6803 3.5081

]
x(t),∀t ∈ [0, 10].

Để có kết quả mô phỏng, chúng tôi chọn điều kiện đầu x0 = (−1, 1)T ∈ R2 và

nhiễu ω(t) = sin t. Hình 3.1 biểu diễn sự thay đổi theo thời gian của xT (t)ETREx(t)

của hệ mở. Rõ ràng hệ mở không bị chặn trong thời gian hữu hạn vì chúng

không thỏa mãn điều kiện của Định nghĩa 3.1.7. Hình 3.2 biểu diễn quỹ đạo của
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Hình 3.1: Quỹ đạo của véc tơ x(t)TETREx(t) của hệ mở trong Ví dụ 3.4.1.
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Hình 3.2: Quỹ đạo của véc tơ x(t)TETREx(t) của hệ đóng trong Ví dụ 3.4.1.

xT (t)ETREx(t) của hệ đóng. Giá trị của xT (t)ETREx(t) bị giới hạn ở mức nhỏ

hơn c2 = 1.7 với t ∈ [0, 10]. Khi đó, hệ (3.42) bị chặn trong thời gian hữu hạn theo

Định nghĩa 3.1.7. Ta xây dựng hàm hiệu suất tiêu hao xác định bởi

γ(t) =

∫ tf
0 (2zT (t)Uω(t) + zT (t)Zz(t) + ωT (t)Sω(t))dt∫ tf

0 ωT (t)ω(t)dt
, ∀tf ∈ [0, 10].

Hình 3.3 biểu thị hàm hiệu suất tiêu hao γ(t) luôn lớn hơn γ = 0.2488, có nghĩa

là điều kiện (ii) trong Định nghĩa 3.1.9 luôn đúng. Từ các Hình 3.2 và 3.3, dễ dàng

thấy rằng hệ đóng (3.42) (Z,U, S)-tiêu hao vững trong thời gian hữu hạn theo bộ

(1, 1.7, 10, R, 1) và γ = 0.2488.

Ví dụ 3.4.2. Xét mô hình bậc phân thứ của mạch điện sau với nhiễu bị chặn

(Xem [81]) 
E C

0D
0.3
t x(t) = Ax(t) +Dω(t) +Bu(t), t ≥ 0,

z(t) = Cx(t) +Wω(t), t ≥ 0,

Ex(0) = Ex0,

(3.43)
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Hình 3.3: Quỹ đạo của hàm chỉ số tiêu hao γ(t) trong Ví dụ 3.4.1.

trong đó x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t))
T ∈ R3 là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ R2 là véc tơ

điều khiển, ω(t) ∈ R là nhiễu,

E =


5 0 2

0 10 2

0 0 0

 , A =


−1 0 −2

0 −1 −2

0 1 1

 , D =


0.2

0.2

0.2

 , B =


1 0

0 1

0 0

 ,
C =

[
0 1 1

]
, W =

[
0.5
]
.

Với điều khiển phản hồi trạng thái u(t) = Kx(t), hệ đóng của (3.43) là
E C

0D
0.3
t x(t) = [A+BK]x(t) +Dω(t), t ≥ 0,

z(t) = Cx(t) +Wω(t), t ≥ 0,

Ex(0) = Ex0.

(3.44)

Cho trước c1 = 1, c2 = 2, Tf = 10, R =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , U =
[
2
]
, Z =

[
−1
]
và S =

[
2
]
.

Sử dụng LMI Control Toolbox trong MATLAB tính toán được với các giá trị sau

ϵ = 107.8063, β = 0.1295, ζ = 1.4597, γ = 0.9352,

R =


1.1091 −0.0018 0.0000

−0.0018 1.1837 0.0000

0.0000 0.0000 1.2298

 , S =
[
2.4509 2.2822 −13.1856

]
,

F =

[
6.9129 −1.7193

1.4224 8.8078

]
, L =

[
−29.7470 8.3239 2.5731

−8.9797 −33.5614 14.7879

]
.
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Từ Hệ quả 3.3.5, hệ đóng (3.44) (Z,U, S)-tiêu hao trong thời gian hữu hạn theo

bộ (1, 2, 10, R, 1), điều khiển phản hồi trạng thái

u(t) =

[
−4.3807 0.2465 0.7593

−0.3121 −3.8502 1.5563

]
x(t),∀t ∈ [0, 10]. Để có kết quả mô phỏng,
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Hình 3.4: Quỹ đạo của véc tơ x(t)TETREx(t) của hệ mở trong Ví dụ 3.4.2
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Hình 3.5: Quỹ đạo của x(t)TETREx(t) của hệ đóng trong Ví dụ 3.4.2.
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Hình 3.6: Quỹ đạo của hàm chỉ số tiêu hao γ(t) của hệ đóng trong Ví dụ 3.4.2.

chúng tôi xét x0 = (0.07, 0.07, 0.07)T ∈ R3 và nhiễu ω(t) = cos t. Quỹ đạo của

xT (t)ETREx(t) của hệ mở trong Hình 3.4. Từ Hình 3.5, ta thấy rằng giá trị của

xT (t)ETREx(t) bị giới hạn ở mức nhỏ hơn c2 = 2 trong khoảng [0, 10]. Vậy hệ
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đóng bị chặn trong thời gian hữu hạn theo Định nghĩa 3.1.7. Hơn nữa, chúng ta

nhận được tỷ lệ tiêu hao γ = 0, 9352 bằng cách giải các điều kiện trong Hệ quả

3.3.5. Ta định nghĩa hàm hiệu suất tiêu hao là

γ(t) =

∫ tf
0 (2zT (t)Uω(t) + zT (t)Zz(t) + ωT (t)Sω(t))dt∫ tf

0 ωT (t)ω(t)dt
, ∀ tf ∈ [0, 10].

Hàm hiệu suất tiêu hao của hệ đóng được biểu diễn trong Hình 3.6. Rõ ràng

γ(t) luôn lớn hơn γ = 0, 9352, nghĩa là điều kiện (ii) trong Định nghĩa 3.1.9

luôn đúng. Vậy hệ đóng (3.44) (Z,U, S)-tiêu hao trong thời gian hữu hạn theo bộ

(1, 2, 10, R, 1).

Kết luận Chương 3

Chương 3 đã trình bày kết quả nghiên cứu bài toán FTDC cho hệ phương trình

vi phân phân thứ Caputo suy biến thỏa mãn điều kiện Lipschitz một phía. Kết

quả đạt được như sau:

• Bằng cách áp dụng kỹ thuật biến đổi trên ma trận và LMI chúng tôi đã

thiết kế được hàm điều khiển phản hồi trạng thái cho bài toán FTDC của hệ

phương trình vi phân phân thứ Caputo suy biến thỏa mãn điều kiện Lipschitz

một phía.

• Chúng tôi trình bày các ví dụ số với mô phỏng để minh họa cho các kết quả

lý thuyết đã đạt được.

Trong nghiên cứu của chúng tôi, tính bị chặn trong thời gian hữu hạn và tính

tiêu hao hóa trong thời gian hữu hạn được phân tích trong trường hợp hệ phân

thứ suy biến. Bài toán nghiên cứu tính ổn định theo nghĩa Lyapunov, bài toán tiêu

hao cho hệ phân thứ suy biến phức hợp là những chủ đề thú vị, là bài toán mở cần

được nghiên cứu trong thời gian tới.
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Chương 4

Bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời
gian hữu hạn cho lớp hệ phương trình vi phân
phân thứ suy biến có nhiễu

Trong chương này, chúng tôi thiết kế hàm điều khiển bền vững cho bài toán

FTGCC cho lớp hệ phương trình vi phân phân thứ Caputo suy biến có nhiễu. Nội

dung trong chương này được xây dựng từ các kết quả đã được trình bày trong bài

báo số (CT3) trong danh mục các công trình khoa học của tác giả liên quan đến

luận án.

4.1 Bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời gian

hữu hạn

Xét lớp hệ phân thứ Caputo suy biến có nhiễu được mô tả bởiE
C
0D

α
t x(t) = [A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t) +Bu(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,
(4.1)

trong đó α ∈ (0, 1) là bậc phân thứ của hệ, x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm

là véc tơ điều khiển đầu vào, ω(t) ∈ Rq là nhiễu véc tơ cho trước, x0 ∈ Rn là điều

kiện ban đầu. A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, D ∈ Rn×q và E ∈ Rn×n là các ma trận hằng

số đã biết. Ma trận E ∈ Rn×n suy biến với rank(E) = r < n. Các ma trận thực

∆A(t),∆D(t) thay đổi theo thời gian thỏa mãn

∆A(t) =MaFa(t)Na, ∆D(t) =MdFd(t)Nd, (4.2)
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trong đóMa, Na,Md, Nd các ma trận hằng số đã biết và Fa(t),Fd(t) là các ma trận

thực với số chiều thích hợp thỏa mãn

FT
a (t)Fa(t) ≤ I,FT

d (t)Fd(t) ≤ I, ∀t ≥ 0.

Cho một số dương Tf > 0. Liên kết với hệ phân thứ suy biến (4.1), ta xét hàm chi

phí toàn phương có dạng sau

J =

∫ Tf

0

[xT (t)S1x(t) + uT (t)S2u(t)]dt, (4.3)

với S1 > 0 và S2 > 0 là các ma trận hằng cho trước với số chiều phù hợp.

Giả thiết 4.1.1. Hàm nhiễu ω(.) ∈ L2([0,∞),Rq) thỏa mãn điều kiện bị chặn

∃d > 0 : sup
t≥0

ωT (t)ω(t) ≤ d.

Khi không có tác động của véc tơ điều khiển đầu vào thì hệ (4.1) trở thànhE
C
0D

α
t x(t) = [A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0.
(4.4)

Định nghĩa 4.1.2. (Xem [61]). Hệ phương trình vi phân (4.4) được gọi là

i) Chính quy nếu tồn tại s ∈ C sao cho đa thức det(sE− (A+∆A(t))) không đồng

nhất bằng 0. Khi đó cặp ma trận (E,A) được gọi là chính quy.

ii) Không có xung nếu tồn tại s ∈ C sao cho

deg(det(sE − (A+∆A(t)))) = rank(E).

Tiếp theo, chúng tôi mở rộng bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong thời

gian hữu hạn đối với hệ phân thứ suy biến.

Định nghĩa 4.1.3. Cho trước c1, c2, Tf với c1 < c2 là các số dương và ma trận

R đối xứng xác định dương. Hệ (4.4) được gọi là bị chặn trong thời gian hữu hạn

theo bộ (c1, c2, Tf , R, d) nếu hệ đó là chính quy, không có xung và bất đẳng thức

sau đây thỏa mãn

xT0E
TREx0 ≤ c1 ⇒ xT (t)ETREx(t) < c2, ∀t ∈ [0, Tf ]. (4.5)

Trong quá trình kiểm soát các phản hồi trạng thái, chúng ta nhận thấy ngay cả
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những nhiễu nhỏ trong các tham số của hàm điều khiển cũng có thể gây mất ổn

định cho hệ thống. Vì vậy, việc thiết kế một hàm điều khiển bền vững là cần thiết

để đảm bảo rằng hệ thống có thể chịu được những thay đổi nhỏ trong các thành

phần của hàm điều khiển mà vẫn duy trì được tính ổn định và hiệu suất mong

muốn. Xét hàm điều khiển phản hồi trạng thái bền vững dưới dạng sau

u(t) = (K +∆K(t))x(t), (4.6)

trong đó K ∈ Rm×n là ma trận phản hồi trạng thái cần thiết kế và ∆K(t) là thành

phần thay đổi theo thời gian có dạng ∆K(t) = MkFk(t)Nk, với Mk và Nk là các

ma trận thực đã biết với số chiều phù hợp, Fk(t) là ma trận thực biến thiên thỏa

mãn FT
k (t)Fk(t) ≤ I, ∀t ≥ 0.

Với điều khiển (4.6), hệ đóng thu được là
E C

0D
α
t x(t) = [A+∆A(t) +BK +B∆K(t)]x(t)

+[D +∆D(t)]ω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0.

(4.7)

Nội dung chính của chương là thiết kế hàm điều khiển u(t) = (K +∆K(t))x(t)

cho hệ (4.1) và hàm chi phí (4.3) sao cho hệ đóng (4.7) bị chặn trong thời gian

hữu hạn theo bộ (c1, c2, Tf , R, d) và giá trị của hàm chi phí (4.3) thỏa mãn J ≤ J∗,

trong đó J∗ là một hằng số dương xác định.

Định nghĩa 4.1.4. Cho trước các số dương Tf , c1, c2, (c2 > c1), d và một ma trận

đối xứng xác định dương R. Xét hệ (4.1) với hàm chi phí (4.3). Nếu tồn tại một

hàm điều khiển bền vững û(t) và hằng số dương J∗ sao cho hệ đóng (4.7) bị chặn

trong thời gian hữu hạn theo bộ (c1, c2, Tf , R, d) và giá trị của hàm chi phí thỏa

mãn J ≤ J∗ thì J∗ được gọi là giá trị đảm bảo chi phí, û(t) được gọi là hàm điều

khiển đảm bảo chi phí.

Định lý 4.1.5. Xét hệ (4.1) với hàm chi phí (4.3). Cho trước các số dương

c1, c2, (c2 > c1), Tf , d và một ma trận đối xứng xác định dương R. Giả sử Giả thiết

4.1.1 được thỏa mãn và tồn tại các số thực dương δ, θ, β, γ, µ1, µ2, một ma trận

không suy biến P ∈ Rn×n và một ma trận Y ∈ Rn×m sao cho các điều kiện dưới
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đây được đảm bảo

PET = EP T ≥ 0, (4.8a)

µ1PE
T < PETREP T < µ2PE

T , (4.8b)

Ω11 PNT
a PNT

k D Md PS1 Y S2 Y S2Mk PNT
k

∗ −δI 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ −θI 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −βI 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −γI 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −S1 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −S2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −σI



< 0, (4.8c)

c1
µ1

+
(β + γλmax(N

T
d Nd))d

Γ(α + 1)
Tα
f <

c2
µ2
, (4.8d)

trong đó

Ω11 = PAT + Y BT + AP T +BY T + δMaM
T
a + θBMkM

T
k B

T ,

σ =
1

1 + λmax(S2)λmax(MT
k Mk)

.

Khi đó (4.6) là hàm điều khiển phản hồi trạng thái bền vững đảm bảo chi phí điều

khiển trong thời gian hữu hạn cho hệ (4.1). Trong đó, ma trận phản hồi trạng thái

K được xác định bởi K = Y TP−T . Hơn thế nữa, giá trị đảm bảo chi phí J∗ được

xác định bởi

J∗ = (β + γλmax(N
T
d Nd))dTf +

T 1−α
f

Γ(2− α)
λmax(E

TP−T )∥x0∥2.

Chứng minh. Chúng ta xây dựng hàm Lyapunov sau V (x(t)) = xT (t)ETQx(t),

trong đó ma trận Q = P−T thỏa mãn điều kiện (4.8a). Khi đó điều kiện (4.8a)

tương đương với ETQ = QTE ≥ 0.

Áp dụng Bổ đề 1.7.4, tính đạo hàm α-Caputo của V (x(t)) dọc theo quỹ đạo của
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hệ (4.7) ta được

C
0D

α
t V (x(t)) ≤ 2xT (t)ETQ C

0D
α
t x(t)

= 2xT (t)QT [(A+BK)x(t) + ∆A(t)x(t) +B∆K(t)x(t)

+ (D +∆D(t))ω(t)]

= 2xT (t)QT (A+BK)x(t) + 2xT (t)QT∆A(t)x(t)

+ 2xT (t)QTB∆K(t)x(t) + 2xT (t)QTDω(t)

+ 2xT (t)QT∆D(t)ω(t).

(4.9)

Với các số dương δ, θ, γ, β, ta thu được các đánh giá sau khi áp dụng bất đẳng

thức ma trận Cauchy (Bổ đề 1.7.2) cùng với điều kiện (4.2) và (4.3)

2xT (t)QT∆A(t)x(t) = 2xT (t)QTMaFa(t)Nax(t)

≤ δxT (t)QTMaM
T
a Qx(t) + δ−1xT (t)NT

a Nax(t),
(4.10)

2xT (t)QTB∆K(t)x(t) = 2xT (t)QTBMkFk(t)Nkx(t)

≤ θxT (t)QTBMkM
T
k B

TQx(t)

+ θ−1xT (t)NT
k Nkx(t),

(4.11)

2xT (t)QTDω(t) ≤ β−1xT (t)QTDDTQx(t) + βωT (t)ω(t), (4.12)

2xT (t)QT∆D(t)ω(t) = 2xT (t)QTMdFd(t)Ndω(t)

≤ γ−1xT (t)QTMdM
T
d Qx(t) + γωT (t)NT

d Ndω(t)

≤ γ−1xT (t)QTMdM
T
d Qx(t)

+ γλmax(N
T
d Nd)ω

T (t)ω(t).

(4.13)

Cộng các bất đẳng thức (4.10), (4.11), (4.12) và (4.13) vào (4.9), ta được

C
0D

α
t V (t) ≤ 2xT (t)QT (A+BK)x(t) + δxT (t)QTMaM

T
a Qx(t)

+ δ−1xT (t)NT
a Nax(t) + θxT (t)QTBMkM

T
k B

TQx(t)

+ θ−1xT (t)NT
k Nkx(t) + β−1xT (t)QTDDTQx(t)

+ γ−1xT (t)QTMdM
T
d Qx(t) + (β + γλmax(N

T
d Nd))ω

T (t)ω(t).

(4.14)
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Đặt I = C
0D

α
t V (x(t)) +

(
xT (t)S1x(t) + uT (t)S2u(t)

)
. Từ (4.6), ta suy ra được

I = C
0D

α
t V (t) +

(
xT (t)S1x(t) + xT (t)[K +∆K(t)]TS2[K +∆K(t)]x(t)

)
= C

0D
α
t V (t) +

(
xT (t)(S1 +KTS2K)x(t) + 2xT (t)KTS2∆K(t)x(t)

+ xT (t)∆TK(t)S2∆K(t)x(t)

) (4.15)

Đánh giá sau thu được từ việc áp dụng bất đẳng thức ma trận Cauchy

2xT (t)KTS2∆K(t)x(t) = 2xT (t)KTS2MkFk(t)Nkx(t)

≤ xT (t)KTS2MkM
T
k S2Kx(t) + xT (t)NT

k NKx(t),
(4.16)

xT (t)∆KT (t)S2∆K(t)x(t) = xT (t)NT
k FT

k (t)M
T
k S2MkFk(t)Nkx(t)

≤ λmax(S2)λmax(M
T
k Mk)x

T (t)NT
k Nkx(t).

(4.17)

Kết hợp các điều kiện (4.14), (4.15), (4.16) với (4.17) ta nhận được

I ≤ 2xT (t)QT (A+BK)x(t) + δxT (t)QTMaM
T
a Qx(t) + δ−1xT (t)NT

a Nax(t)

+ θxT (t)QTBMkM
T
k B

TQx(t) + θ−1xT (t)NT
k Nkx(t)

+ β−1xT (t)QTDDTQx(t) + γ−1xT (t)QTMdM
T
d Qx(t)

+ (β + γλmax(N
T
d Nd))ω

T (t)ω(t) + xT (t)(S1 +KTS2K)x(t)

+ xT (t)KTS2MkM
T
k S2Kx(t) + xT (t)NT

k NKx(t)

+ λmax(S2)λmax(M
T
k Mk)x

T (t)NT
k Nkx(t).

Do đó

C
0D

α
t V (x(t))− (β + γλmax(N

T
d Nd))ω

T (t)ω(t) + xT (t)[S1 +KTS2K

+ 2KTS2∆K(t) + ∆TK(t)S2∆K(t)]x(t) ≤ xT (t)Ωx(t),
(4.18)

trong đó

Ω =(A+BK)TQ+QT (A+BK) + δQTMaM
T
a Q+ δ−1NT

a Na + θQTBMkM
T
k B

TQ

+ θ−1NT
k Nk + β−1QTDDTQ+ γ−1QTMdM

T
d Q+ S1 +KTS2K

+KTS2MkM
T
k S2K +NT

k Nk + λmax(S2)λmax(M
T
k Mk)N

T
k Nk.

Nhân lần lượt vào bên trái Ω với Q−T và bên phải của Ω với Q−1. Khi đó, điều
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kiện Ω < 0 tương đương với bất đẳng thức ma trận sau

Ω =Q−T (A+BK)T + (A+BK)Q−1 + δMaM
T
a + δ−1Q−TNT

a NaQ
−1

+ θBMkM
T
k B

T + θ−1Q−TNT
k NkQ

−1 + β−1DDT + γ−1MdM
T
d

+Q−T (S1 +KTS2K +KTS2MkM
T
k S2K +NT

k Nk

+ λmax(S2)λmax(M
T
k Mk)N

T
k Nk)Q

−1 < 0.

Đặt Y = Q−TKT , ta thu được

KT = P−1Y, PKTBT = Y BT , BKP T = BY T .

Ma trận Ω được biểu diễn dưới dạng

Ω = PAT + Y BT + AP T +BY T + δMaM
T
a + δ−1PNT

a NaP
T + θBMkM

T
k B

T

+ θ−1PNT
k NkP

T + β−1DDT + γ−1MdM
T
d + PS1P

T + Y S2Y
T

+ Y S2MkM
T
k S2Y

T + [1 + λmax(S2)λmax(M
T
k Mk)]PN

T
k NkP

T .

Áp dụng Bổ đề Schur 1.7.3, từ bất đẳng thức (4.8c) ta nhận được Ω < 0. Kết hợp

với (4.18), ta có ước lượng sau

C
0D

α
t V (x(t))− (β + γλmax(N

T
d Nd))ω

T (t)ω(t) + xT (t)[S1 +KTS2K

+ 2KTS2∆K(t) + ∆TK(t)S2∆K(t)]x(t) ≤ 0,∀t < 0.
(4.19)

Phần còn lại của chứng minh được chia thành hai bước:

Bước 1: Ta chứng minh rằng hệ (4.7) chính quy và không có xung trong khoảng

thời gian [0, Tf ]. Với điều kiện Ω < 0, ta có

Ω =(A+BK)TQ+QT (A+BK) + δQTMaM
T
a Q+ δ−1NT

a Na

+ θQTBMkM
T
k B

TQ+ θ−1NT
k Nk + β−1QTDDTQ

+ γ−1QTMdM
T
d Q+ S1 +KTS2K +KTS2MkM

T
k S2K +NT

k Nk

+ λmax(S2)λmax(M
T
k Mk)N

T
k Nk < 0.

(4.20)

Ước lượng sau nhận được từ việc kết hợp (4.10) và (4.20)

Ω̂ = (A+BK +∆A(t))TQ+QT (A+BK +∆A(t)) + θQTBMkM
T
k B

TQ

+ θ−1NT
k Nk + β−1QTDDTQ+ γ−1QTMdM

T
d Q+ S1 +KTS2K

+KTS2MkM
T
k S2K +NT

k Nk + λmax(S2)λmax(M
T
k Mk)N

T
k Nk < 0.
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Vì

θQTBMkM
T
k B

TQ+ θ−1NT
k Nk + β−1QTDDTQ+ γ−1QTMdM

T
d Q+ S1

+KTS2K +KTS2MkM
T
k S2K +NT

k Nk + λmax(S2)λmax(M
T
k Mk)N

T
k Nk > 0,

nên ta nhận được bất đẳng thức sau

(A+BK +∆A(t))TQ+QT (A+BK +∆A(t)) < 0. (4.21)

Vì rank(E) = r < n nên tồn tại các ma trận không suy biến F,L sao cho

FEL =

[
Ir 0

0 0

]
.

Đặt

F (A+BK +∆A(t))L =

[
A1 A2

A3 A4

]
, F−TQL =

[
Q1 Q2

Q3 Q4

]
. (4.22)

Thực hiện một số biến đổi ma trận, từ điều kiện ETQ = QTE ≥ 0 và (4.22) ta

nhận được đánh giá sau

LTETQL = (LTETF T )(F−TQL) = (FEL)T (F−TQL)

=

[
Ir 0

0 0

][
Q1 Q2

Q3 Q4

]
=

[
Q1 Q2

0 0

]
≥ 0,

(4.23)

và

LTQTEL = (LTQTF−1)(FEL) = (F−TQL)T (FEL)

=

[
QT

1 QT
3

QT
2 QT

4

][
Ir 0

0 0

]
=

[
QT

1 0

QT
2 0

]
≥ 0

(4.24)

Ta nhận được Q1 = QT
1 ≥ 0, Q2 = 0 sau khi kết hợp (4.23) và (4.24). Vì ma trận

Q không suy biến nên ma trận F−TQL =

[
Q1 0

Q3 Q4

]
cũng không suy biến. Nhân

lần lượt bên trái của (4.21) với LT và bên phải của (4.21) với L, ta thu được

LT ((A+BK +∆A(t))TQ+QT (A+BK +∆A(t)))L < 0.
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Do đó,

LT (A+BK +∆A(t))TF TF−TQL+ LTQTF−1F (A+BK +∆A(t))L < 0

⇔

[
AT

1 AT
3

AT
2 AT

4

][
Q1 0

Q3 Q4

]
+

[
QT

1 QT
3

0 QT
4

][
A1 A2

A3 A4

]
< 0.

Vì vậy, ta nhận được đánh giá(
⋆ ⋆

⋆ AT
4Q4 +QT

4A4

)
< 0, (4.25)

trong đó ⋆ kí hiệu ma trận con không liên quan đến điều cần chứng minh. Từ

(4.25), ta có

AT
4Q4 +QT

4A4 < 0.

Do đó ma trận A4 không suy biến. Theo Định lý 1.3.7, hệ (4.7) chính quy và không

có xung.

Ta chứng minh điều kiện (4.5) đúng với hệ đóng (4.7). Từ (4.19) và

xT (t)(S1 +KTS2K + 2KTS2∆K(t) + ∆TS2∆K(t))x(t)

= xT (t)S1x(t) + uT (t)S2u(t) > 0,

ta nhận được

C
0D

α
t V (x(t))− (β + γλmax(N

T
d Nd))ω

T (t)ω(t) ≤ 0, ∀t ≥ 0. (4.26)

Lấy tích phân phân thứ bậc α cả hai vế của (4.26) từ 0 đến t (0 ≤ t ≤ Tf ). Áp

dụng Định lý 1.1.15 và Giả thiết 4.1.1 ta nhận được

xT (t)ETQx(t) ≤ xT (0)ETQx(0) + (β + γλmax(N
T
d Nd))I

α
t (ω

T (t)ω(t)). (4.27)

Hơn thế nữa, từ (4.8b) thì µ1E
TQ < ETRE < µ2E

TQ với t ∈ [0, Tf ]. Khi đó

µ1x
T (t)ETQx(t) < xT (t)ETREx(t) < µ2x

T (t)ETQx(t). (4.28)
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Áp dụng Giả thiết 4.1.1, ta nhận được

0I
α
t (ω

T (t)ω(t)) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1ωT (τ)ω(τ)dτ

≤ d

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1dτ

= −d(t− τ)α

αΓ(α)

∣∣∣∣τ=t

τ=0

≤ d

Γ(α + 1)
Tα
f .

(4.29)

Ta nhận được bất đẳng thức sau từ (4.27), (4.28) và (4.29)

xT (t)ETREx(t) < µ2x
T (t)ETQx(t)

< µ2
(
xT (0)ETQx(0) +

(β + γλmax(N
T
d Nd))d

Γ(α + 1)
Tα
f

)
< µ2

( c1
µ1

+
(β + γλmax(N

T
d Nd))d

Γ(α + 1)
Tα
f

)
.

(4.30)

Từ điều kiện (4.8d) và (4.30), ta nhận được đánh giá xT (t)ETREx(t) < c2,

∀t ∈ [0, Tf ]. Do đó, hệ (4.7) bị chặn trong thời gian hữu hạn tương ứng đối với bộ

(c1, c2, Tf , R, d).

Tiếp theo, ta xây dựng giới hạn của hàm chi phí. Thực hiện tích phân cả hai vế

của (4.19) từ 0 đến tf , 0 < tf ≤ Tf , ta nhận được kết quả sau∫ tf

0

[xT (τ)(S1 +KTS2K + 2KTS2∆K(t) + ∆TS2∆K(t))x(τ)]dτ

+ 0I
1
tf

C
0D

α
tf
(V (x(tf ))) ≤

∫ tf

0

(β + γλmax(N
T
d Nd))ω

T (τ)ω(τ)dτ.

(4.31)

Kết quả sau nhận được khi áp dụng Định lý 1.1.4 và Định lý 1.1.15

0I
1
tf

C
0D

α
tf
(V (x(tf ))) = 0I

1−α+α
tf

C
0D

α
tf
(V (x(tf )))

= 0I
1−α
tf

( 0I
α
tf

C
0D

α
tf
(V (x(tf ))))

= 0I
1−α
tf

(V (x(tf ))− V (x(0)))

= 0I
1−α
tf

(V (x(tf )))− 0I
1−α
tf

(V (x(0))).
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Áp dụng Giả thiết 4.1.1 ta có∫ tf

0

((β + γλmax(N
T
d Nd))ω

T (τ)ω(τ)dτ = (β + γλmax(N
T
d Nd))

∫ tf

0

ωT (τ)ω(τ)dτ

≤ (β + γλmax(N
T
d Nd))dTf .

Vì vậy, từ (4.31) ta nhận được

J ≤ (β + γλmax(N
T
d Nd))dTf + 0I

1−α
tf

(V (x(0)))− 0I
1−α
tf

(V (x(tf ))). (4.32)

Hơn thế nữa,

0I
1−α
tf

V (x(tf )) =
1

Γ(1− α)

∫ tf

0

(tf − τ)−αxT (τ)ETQx(τ)dτ ≥ 0,

0I
1−α
tf

(V (x(0))) =
1

Γ(1− α)

∫ tf

0

(tf − s)−αxT (0)ETQx(0)ds

≤ 1

Γ(1− α)
λmax(E

TQ)∥x0∥2
t1−α
f

1− α

=
T 1−α
f

Γ(2− α)
λmax(P

−1E)T∥x0∥2.

Do đó, đánh giá sau nhận được từ bất đẳng thức (4.32)

J ≤ (β + γλmax(N
T
d Nd))dTf +

T 1−α
f

Γ(2− α)
λmax(E

TP−T )∥x0∥2 = J∗.

Định lý được chứng minh.

Các bất đẳng thức (4.8a) và (4.8b) trong Định lý 4.1.5 không chặt nên không

thể áp dụng hiệu quả với LMI Control Toolbox trong MATLAB. Vấn đề này sẽ

được giải quyết trong Định lý tiếp theo.

Định lý 4.1.6. Xét hệ (4.1) với hàm chi phí (4.3). Cho trước các số dương

c1, c2, (c2 > c1), Tf , d và một ma trận đối xứng xác định dương R. Giả sử Giả thiết

4.1.1 được thỏa mãn và tồn tại các số thực dương δ, θ, β, γ, µ1, µ2, một ma trận

đối xứng xác định dương X̂ ∈ Rr×r, một ma trận Ẑ ∈ Rn×(n−r) và một ma trận

Y ∈ Rn×m sao cho các điều kiện sau được thỏa mãn

µ1Ξ < X̂ < µ2Ξ, (4.33a)
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Π11 Π12 Π13 D Md Π16 Y S2 Y S2Mk Π19

∗ −δI 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ −θI 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −βI 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −γI 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −S1 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −S2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −σI



< 0, (4.33b)

c1
µ1

+
(β + γλmax(N

T
d Nd))d

Γ(α + 1)
Tα
f <

c2
µ2
, (4.33c)

trong đó

Π11 = (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )AT + A(V1X̂V T
1 E

T + V2ẐT ) + Y BT +BY T

+ δMaM
T
a + θBMkM

T
k B

T ,

Π12 = (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )NT
a ,

Π13 = (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )NT
k ,

Π16 = (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )S1,

Π19 = (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )NT
k ,

Ξ = (ΣrU
T
1 RU1Σr)

−1,

σ =
1

1 + λmax(S2)λmax(MT
k Mk)

.

Khi đó (4.6) là hàm điều khiển phản hồi trạng thái bền vững đảm bảo chi phí điều

khiển cho hệ (4.1) trong thời gian hữu hạn. Trong đó ma trận phản hồi trạng thái

K được xác định bởi K = Y T (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )−T . Hơn thế nữa, giá trị đảm bảo

chi phí J∗ được xác định bởi

J∗ = (β + γλmax(N
T
d Nd))dTf +

T 1−α
f

Γ(2− α)
λmax(E

T (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )−T )∥x0∥2.

Chứng minh. Đặt P = EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 trong đó 0 < X̂ ∈ Rr×r, Ẑ ∈ Rn×(n−r).

Theo Bổ đề 1.7.7, EV2 = 0 nên ta chứng minh được

PET = EV1X̂V T
1 E

T + ẐV T
2 E

T = EV1X̂V T
1 E

T = EP T ≥ 0.
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Đặt Q = P−T , khi đó Q thỏa mãn điều kiện ETQ = QTE ≥ 0. Theo Bổ đề 1.7.8,

tồn tại ma trận X > 0 và Z sao cho

Q = U1XUT
1 E + U2Z, (4.34)

U1XUT
1 E + U2Z = (EV1X̂V T

1 + ẐV T
2 )−T ,

X̂ = Σ−1
r X−1Σ−1

r ⇒ X = Σ−1
r X̂−1Σ−1

r . (4.35)

Khi đó, bất đẳng thức (4.8c) kéo theo điều kiện (4.33c) trong Định lý 4.1.6. Từ

điều kiện (4.33a) ta có

1

µ2
(ΣrU

T
1 RU1Σr) < X̂−1 <

1

µ1
ΣrU

T
1 RU1Σr. (4.36)

Đánh giá sau nhận được khi nhân lần lượt bên trái của (4.36) với Σ−1
r và nhân

bên phải của (4.36) với Σ−1
r

µ1Σ
−1
r X̂−1Σ−1

r < UT
1 RU1 < µ2Σ

−1
r X̂−1Σ−1

r . (4.37)

Tiếp tục nhân lần lượt bên trái của bất đẳng thức (4.37) với ETU1 và nhân bên

phải của (4.37) với UT
1 E. Kết hợp (4.34), (4.35) và ETU2 = 0 ta nhận được

µ1E
TU1Σ

−1
r X̂−1Σ−1

r UT
1 E < ETRE < µ2E

TU1Σ
−1
r X̂−1Σ−1

r UT
1 E,

µ1E
TQ < ETRE < µ2E

TQ. (4.38)

Tiếp theo, ta thu được điều kiện (4.8b) khi nhân lần lượt bên trái của bất đẳng

thức (4.38) với Q−T và nhân bên phải của (4.38) với Q−1. Theo Định lý 4.1.5, (4.6)

là hàm điều khiển phản hồi trạng thái đảm bảo chi phí bền vững trong thời gian

hữu hạn cho hệ (4.1). Hơn nữa, ma trận phản hồi trạng thái ổn định hóa được xác

định bởi K = Y TP−T = Y T (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )−T . Giá trị đảm bảo chi phí (4.4) là

J∗ = (β + γλmax(N
T
d Nd))dTf +

T 1−α
f

Γ(2− α)
λmax(E

T (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )−T )∥x0∥2.

Nhận xét 4.1.7. Cho đến thời điểm hiện tại, một số công trình đã được công bố

liên quan đến bài toán điều khiển đảm bảo chi phí trong thời gian hữu hạn cho

các hệ phân thứ khác nhau [52, 69, 73, 72]. Tuy nhiên, theo sự hiểu biết tốt nhất
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của chúng tôi, chưa có một kết quả nào nghiên cứu về FTGCC cho các hệ phân

thứ suy biến có nhiễu. Trong nghiên cứu này, bằng việc sử dụng phép tính giải tích

phân thứ và lý thuyết giá trị kỳ dị cùng phương pháp biến đổi LMI, chúng tôi đã

giải quyết thành công bài toán FTGCC đối với hệ phân thứ suy biến có nhiễu.

Nhận xét 4.1.8. Trong Định lý 4.1.6, các số thực c1, c2, Tf , d là các số dương và

R là ma trận đối xứng xác định dương cho trước. Các điều kiện (4.33a) và (4.33b)

là các bất đẳng thức LMI chặt, vì vậy chúng ta dễ dàng giải các điều kiện này bằng

cách sử dụng LMI Control Toolbox trong MATLAB. Sau đó, áp dụng kết quả vừa

thu được ta kiểm tra được điều kiện (4.33c).

Trong trường hợp không có thành phần không chắc chắn, hệ (4.1) được đưa về

hệ điều khiển phân thứ suy biến sauE
C
0D

α
t x(t) = Ax(t) +Dω(t) +Bu(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,
(4.39)

Với hàm điều khiển bền vững(4.6), ta nhận được hệ đóng sauE
C
0D

α
t x(t) = [A+BK +B∆K(t)]x(t) +Dω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,

Dựa vào Định lý 4.1.6, ta thu được hệ quả sau.

Hệ quả 4.1.9. Xét hệ (4.39) với hàm chi phí (4.3). Cho trước các số dương

c1, c2, (c2 > c1), Tf , d và một ma trận đối xứng xác định dương R. Giả sử Giả thiết

4.1.1 được thỏa mãn, tồn tại các số thực dương θ, β, µ1, µ2, một ma trận đối xứng

xác định dương X̂ ∈ Rr×r, một ma trận Ẑ ∈ Rn×(n−r) và ma trận Y ∈ Rn×m sao

cho các điều kiện dưới đây được đảm bảo

µ1Ξ < X̂ < µ2Ξ, (4.40a)
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Π11 Π12 D Π14 Y S2 Y S2Mk Π17

∗ −θI 0 0 0 0 0

∗ ∗ −βI 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −S1 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −S2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −σI


< 0, (4.40b)

c1
µ1

+
βd

Γ(α + 1)
Tα
f <

c2
µ2
, (4.40c)

trong đó

Π11 = (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )AT + A(V1X̂V T
1 E

T + V2ẐT ) + Y BT +BY T

+ θBMkM
T
k B

T ,

Π12 = (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )NT
k ,

Π14 = (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )S1,

Π17 = (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )NT
k ,

Ξ = (ΣrU
T
1 RU1Σr)

−1,

σ =
1

1 + λmax(S2)λmax(MT
k Mk)

.

Khi đó, (4.6) là hàm điều khiển phản hồi trạng thái bền vững đảm bảo chi phí trong

thời gian hữu hạn của hệ (4.1). Trong đó, ma trận phản hồi trạng thái K được xác

định bởi K = Y T (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )−T . Hơn thế nữa, giá trị đảm bảo chi phí J∗

được xác định bởi

J∗ = βdTf +
T 1−α
f

Γ(2− α)
λmax(E

T (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )−T )∥x0∥2.

4.2 Ví dụ minh họa

Trong phần này, chúng tôi trình bày hai ví dụ kèm theo mô phỏng nhằm minh

họa cho các tiêu chuẩn đã được thiết lập.
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Ví dụ 4.2.1. Xét hệ phân thứ Caputo suy biến sau
E C

0D
0.8
t x(t) = [A+MaFa(t)Na]x(t) + [D +MdFd(t)Nd]ω(t)

+Bu(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,

(4.41)

trong đó x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t))
T ∈ R3 là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ R2 là điều

khiển đầu vào, ω(t) ∈ R là véc tơ nhiễu,

E =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , A =


−1 0 −1

0 0 0

0 −1 −1

 , B =


1 0

0 1

0 0

 , D =


0.5

0.5

0.5

 ,

Ma =


0.1

0.2

0.5

 , Md =


0.2

0.5

0.7

 ,
Na =

[
0.1 0.9 −0.5

]
, Fa(t) = sin t, Nd =

[
1
]
, Fd(t) = cos t.

Với u(t) = [K+MkFk(t)Nk]x(t) trong đóMk =

[
−0.2

0.3

]
, Nk =

[
0.2 −0.1 0.3

]
,

Fk(t) = cos t thì hệ (4.41) được đưa về hệ sau
E C

0D
0.8
t x(t) = [A+BK +MaFa(t)Na +BMkFk(t)Nk]x(t)

+[D +MdFd(t)Nd]ω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0.

(4.42)

Hàm chi phí liên kết với hệ (4.41) được xác định bởi công thức (4.3) với các

ma trận

S1 =


0.5 0 0

0 0.5 0

0 0 0.5

 , S2 =

[
0.1 0

0 0.1

]
.

Cho trước các số c1 = 1, c2 = 9, Tf = 30 và R =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

. Xét hệ (4.41). Sử

dụng câu lệnh svd trong MATLAB, ta tính được các ma trận U1, U2, V1, V2 và Σr
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trong Định lý 4.1.6 như sau

U1 =


1 0

0 1

0 0

 , U2 =


0

0

1

 , V1 =

1 0

0 1

0 0

 , V2 =

0

0

1

 .
Tiến hành tính toán với LMI Control Toolbox trong MATLAB, các điều kiện

(4.33a), (4.33b) và (4.33c) thỏa mãn với δ = 1.0159, θ = 1.0339, β = 1.1988,

γ = 1.2260, µ1 = 0.2220, µ2 = 1.5746,

X̂ =

[
0.7841 −0.0202

−0.0202 0.6787

]
, Ẑ =


−0.0735

0.4615

0.7210

 , Y =


−0.0001 0.1079

0.0927 −0.8564

0.2857 0.5997

 .
Theo Định lý 4.1.6, hệ đóng (4.42) bị chặn trong thời gian hữu hạn theo bộ

(1, 9, 30, I, 0.01) và giá trị đảm bảo chi phí là J∗ = 0.7274+3.1858∥x0∥2. Ngoài ra,
ma trận phản hồi trạng thái được xác định bởi

K =

[
0.0336 −0.1319 0.3963

0.1686 −1.8224 0.8318

]
.

Trong kết quả mô phỏng, chúng tôi chọn điều kiện đầu x0 = (0.7, 0.7, 0.7)T ∈ R3

và nhiễu ω(t) = 0.1 sin t. Hình 4.1 minh họa phản hồi của xT (t)ETREx(t) của

hệ (4.41) khi không có điều khiển đầu vào. Hệ mở không thỏa mãn các điều kiện

bị chặn trong thời gian hữu hạn vì không thỏa mãn Định nghĩa 4.1.3. Hình 4.2

mô tả quỹ đạo theo thời gian của xT (t)ETREx(t) của hệ đóng (4.42). Từ Hình

4.2, ta thấy rằng hệ đóng (4.42) bị chặn trong thời gian hữu hạn tương ứng với

(1, 9, 30, I, 0.01).

Ví dụ 4.2.2. Xét mô hình bậc phân thứ của mạch điện sau đây [38]E
C
0D

0.2
t x(t) = Ax(t) +Dω(t) +Bu(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,
(4.43)

trong đó x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t))
T ∈ R3 là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ R2 là véc tơ
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Hình 4.1: Quỹ đạo của x(t)TETREx(t) của hệ mở trong Ví dụ 4.2.1
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Hình 4.2: Quỹ đạo của x(t)TETREx(t) của hệ đóng trong Ví dụ 4.2.1
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điều khiển đầu vào, ω(t) ∈ R là nhiễu,

E =


5 0 2

0 10 2

0 0 0

 , A =


−1 0 −2

0 −1 −2

1 1 1

 , D =


1

1

1

 , B =


1 0

0 0

0 1

 .
Với hàm điều khiển bền vững u(t) = [K +MkFk(t)Nk]x(t), trong đó ma trận

Mk =

[
0.1

0.2

]
, Nk =

[
0.1 0.2 0.3

]
và Fk(t) = sin t thì hệ (4.43) được đưa về hệ

E
C
0D

0.2
t x(t) = [A+BK +BMkFk(t)Nk]x(t) +Dω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0.
(4.44)

Hàm chi phí kết hợp với hệ (4.43) được xác định theo công thức (4.3) với các

ma trận

S1 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , S2 =

[
0.1 0

0 0.1

]
.

Cho trước c1 = 1, c2 = 8, Tf = 10 và R =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

. Xét hệ điều khiển (4.43).

Sử dụng lệnh svd trong MATLAB, các ma trận U1, U2, V1, V2 và Σr trong Hệ quả

4.1.9 được xác định như sau

U1 =


0.0531 −0.9986

0.9986 0.0531

0 0

 , U2 =


0

0

1

 , V1 =

0.0260 −0.9306

0.9782 0.0990

0.2060 −0.3524

 , V2 =


0.3651

0.1826

−0.9129

 .
Sử dụng LMI Control Toolbox trong MATLAB, các điều kiện (4.40a), (4.40b)

và (4.40c) thỏa mãn với θ = 4.9814, β = 3.2363, µ1 = 3.1410, µ2 = 8.6384,

X̂ =

[
0.0688 0.0052

0.0052 0.1704

]
, Ẑ =


0.1635

−0.4863

0.0752

 , Y =


−1.0873 0.1150

1.6731 −0.3913

−0.4765 −2.0748

 .
Theo Hệ quả 4.1.9, hệ đóng (4.44) bị chặn trong thời gian hữu hạn tương ứng với
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bộ (1, 8, 10, I, 0.1), giá trị đảm bảo chi phí là J∗ = 3.2363+98.7746∥x0∥2. Hơn nữa,

ma trận phản hồi trạng thái K được xác định bởi

K =

[
−2.3985 −3.1189 5.3601

−5.6491 −24.0296 23.1652

]
.
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Hình 4.3: Quỹ đạo của x(t)TETREx(t) của hệ mở trong Ví dụ 4.2.2
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Hình 4.4: Quỹ đạo của x(t)TETREx(t) của hệ đóng trong Ví dụ 4.2.2

Để có kết quả mô phỏng, ta chọn điều kiện đầu x0 = (0.08, 0.08, 0.08)T ∈ R3

và nhiễu ω(t) =
√
0.1 sin t. Hình 4.3 biểu diễn phản hồi của xT (t)ETREx(t) của

hệ (4.43) khi không có véc tơ điều khiển đầu vào. Hệ mở không bị chặn trong thời

gian hữu hạn vì không thỏa mãn Định nghĩa 4.1.3. Hình 4.4 mô tả trạng thái phụ

thuộc vào thời gian của xT (t)ETREx(t) của hệ đóng (4.44). Từ Hình 4.4 ta thấy

rõ rằng rằng hệ đóng (4.42) bị chặn trong thời gian hữu hạn theo bộ (1, 8, 10, I, 0.1).
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Kết luận Chương 4

Chương 4 của luận án tập trung vào nghiên cứu tính bị chặn trong thời gian

hữu hạn và giải quyết bài toán FTGCC đối với hệ phương trình vi phân phân thứ

suy biến có tác động của nhiễu. Các kết quả thu được bao gồm:

• Chúng tôi thiết kế hàm điều khiển phản hồi trạng thái bền vững để giải bài

toán FTGCC cho lớp hệ phân thứ suy biến có nhiễu.

• Các ví dụ số với mô phỏng được trình bày để minh họa cho kết quả lý thuyết

đã đạt được.

Ngoài ra, bài toán nghiên cứu tính ổn định theo nghĩa Lyapunov và GCC cho

hệ phân thứ suy biến phức hợp là những vấn đề mới, đòi hỏi các kỹ thuật toán

học phức tạp và mở ra nhiều triển vọng trong tương lai.
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Kết luận

Luận án nghiên cứu tính chất định tính cho một số lớp hệ phương trình vi phân

suy biến với đạo hàm bậc nguyên và đạo hàm bậc phân thứ: Tính ổn định và ổn

định hóa được dạng mũ cho lớp hệ phương trình suy biến dương có trễ, tính bị

chặn trong thời gian hữu hạn của hệ phương trình phân thứ Caputo suy biến có

nhiễu với thành phần không chắc chắn cùng một số bài toán định tính liên quan

trong lý thuyết điều khiển.

Những kết quả mới đã đạt được trong luận án

• Thiết lập được điều kiện đủ để đảm bảo tính ổn định và ổn định hóa được

dạng mũ của hệ suy biến dương rời rạc có xung với trễ hằng.

• Thiết lập điều kiện đủ cho tính bị chặn trong thời gian hữu hạn và thiết kế

được hàm điều khiển phụ thuộc véc tơ trạng thái cho bài toán tiêu hao hóa

trong thời gian hữu hạn của hệ phân thứ Caputo suy biến thỏa mãn điều kiện

Lipschitz một phía.

• Thiết lập điều kiện đủ cho tính bị chặn trong thời gian hữu hạn và thiết kế

được hàm điều khiển bền vững cho bài toán FTGCC của hệ phân thứ Caputo

suy biến có nhiễu.

Luận án đề xuất một số hướng nghiên cứu tiếp theo

liên quan đến các vấn đề định tính:

• Nghiên cứu bài toán ổn định và ổn định hóa cho lớp hệ phân thứ suy biến

dương rời rạc có trễ.

• Nghiên cứu bài toán ổn định theo nghĩa Lyapunov và một số bài toán điều

khiển liên quan cho các lớp hệ phân thứ suy biến có trễ.

• Nghiên cứu bài toán ổn định và bị chặn trong thời gian hữu hạn cùng một số

bài toán điều khiển liên quan cho các lớp hệ phân thứ suy biến phức hợp.
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