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Mở đầu

Giải tích phân thứ, với hai phép toán cơ bản là đạo hàm và tích phân bậc thực

hoặc phức tùy ý, được xem như một sự mở rộng và tổng quát hóa các khái niệm

trong giải tích cổ điển. Có nhiều loại đạo hàm phân thứ khác nhau đã được xây

dựng tùy thuộc vào cách người ta tổng quát hóa đạo hàm bậc n cho trường hợp

n không nguyên như đạo hàm phân thứ Riemann–Liouville, đạo hàm Caputo, đạo

hàm Hadamard, đạo hàm Grünwald–Letnikov, đạo hàm Marchaud...

Khi quá trình mô hình hóa kết hợp cả phương trình vi phân và phương trình

đại số, kết quả thu được là một hệ phương trình vi phân suy biến. Tính ổn định là

một trong những đặc tính định tính quan trọng, luôn được chú trọng khi nghiên

cứu và phân tích các hệ động lực. Trong bài toán ổn định của hệ phương trình

suy biến, hai hướng nghiên cứu chính thường được đề cập là tính ổn định theo

nghĩa Lyapunov và tính ổn định trong thời gian hữu hạn. Tính ổn định theo nghĩa

Lyapunov nghiên cứu quỹ đạo của véc tơ trạng thái trong thời gian vô hạn, tập

trung đưa ra các điều kiện để đảm bảo hệ thống quay về trạng thái cân bằng trong

thời gian vô hạn. Trong khi đó, tính ổn định trong thời gian hữu hạn nhấn mạnh

đến việc hệ thống duy trì trạng thái ổn định trong một khoảng thời gian cụ thể.

Việc nghiên cứu các tính chất định tính của hệ phương trình vi phân suy biến gặp

nhiều thách thức hơn so với hệ phương trình vi phân thường. Nghiệm của hệ suy

biến không phải lúc nào cũng tồn tại, ngay cả khi xét trường hợp hệ tuyến tính.

Trong lý thuyết điều khiển, ta thường gặp hệ dương, hệ mà trạng thái và đầu

ra luôn không âm khi điều kiện ban đầu không âm. Khi hệ có sự thay đổi trạng

thái đột ngột tại những thời điểm cụ thể, thường được gây ra bởi các nhiễu hoặc

xung tức thời ta thu được hệ dương có xung. Như đã biết, độ trễ theo thời gian là

một yếu tố xuất hiện trong nhiều lĩnh vực khoa học và kỹ thuật và chúng thường

là nguyên nhân làm suy giảm hiệu suất hoặc gây mất ổn định cho hệ thống. Theo

hiểu biết của chúng tôi, bài toán ổn định mũ cho hệ suy biến dương có xung rời

rạc với trễ theo thời gian vẫn chưa được quan tâm và nghiên cứu sâu rộng.

Trong thực tế, việc giám sát và điều chỉnh dáng điệu của véc tơ trạng thái được

mô tả bởi hệ phương trình vi phân trong một khoảng thời gian xác định là quan
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trọng. Đến năm 1961, P. Dorato đã công bố một vài kết quả nghiên cứu bài toán

ổn định trong thời gian hữu hạn và sau đó vấn đề này đã nhận được sự chú ý rộng

rãi từ giới nghiên cứu lý thuyết điều khiển. Một hệ phương trình vi phân có nhiễu

được gọi là bị chặn trong thời gian hữu hạn nếu với điều kiện ban đầu không vượt

quá một ngưỡng nhất định và nhiễu nằm trong một miền xác định thì véc tơ trạng

thái của hệ luôn duy trì trong một phạm vi giới hạn khác trong một khoảng thời

gian hữu hạn.

Hiệu suất của hệ động lực thường được biểu thị qua mối tương quan giữa các

tham số đầu vào và đầu ra, giúp đánh giá khả năng tối ưu hóa của hệ thống trong

việc đáp ứng các yêu cầu vận hành. Từ đây, một số bài toán định tính quan trọng

khác cho hệ phương trình vi phân bậc nguyên và bậc phân thứ suy biến được đề

xuất nghiên cứu như bài toán tiêu hao, bài toán đảm bảo chi phí điều khiển (GCC),

bài toán điều khiển hỗn hợp H∞ và thụ động, . v.v.

Được giới thiệu lần đầu tiên vào năm 1972 bởi J.C. Willems, lý thuyết tiêu hao

cung cấp một phương pháp hiệu quả trong việc phân tích tính ổn định và thiết kế

hệ điều khiển. Một trong những tính chất quan trọng của hệ động lực tiêu hao là

năng lượng tổng chứa trong hệ luôn giảm theo thời gian. Với công cụ là lý thuyết

Lyapunov cùng sự hỗ trợ của kỹ thuật bất đẳng thức ma trận tuyến tính, đã có

nhiều công bố đáng chú ý về bài toán tiêu hao cho các loại hệ động lực khác nhau.

Trong lý thuyết điều khiển, một trong những mục tiêu chính khi thiết kế hệ

thống là tối ưu hóa một số tiêu chí hiệu suất, thường được gọi là “chi phí”. Ngoài

việc nghiên cứu tìm các điều kiện để hàm điều khiển đảm bảo không chỉ tính ổn

định của hệ thống mà điều khiển đó còn đáp ứng đầy đủ các yêu cầu về hiệu suất

hoạt động. Ý tưởng về GCC được S.S.L. Chang giới thiệu năm 1969. Sau đó, năm

1972, S.S.L Chang và T.K.C Keng lần đầu tiên đưa ra bài toán điều khiển tối ưu

cùng hàm chi phí điều khiển của hệ. Với công cụ là lý thuyết Lyapunov cùng sự

hỗ trợ của phương pháp bất đẳng thức ma trận tuyến tính, đã có nhiều công bố

đáng chú ý về bài toán kiểm soát chi phí điều khiển của các lớp hệ động lực.

Mặc dù đã có nhiều kết quả nghiên cứu đối với hệ phương trình vi phân suy

biến với đạo hàm bậc nguyên và bậc phân thứ được công bố trong thời gian qua,

tuy nhiên theo tìm hiểu của chúng tôi, nhiều bài toán định tính quan trọng cho các

hệ phương trình vi phân suy biến vẫn chưa được nghiên cứu đầy đủ. Bài toán phân

tích tính ổn định mũ cho các hệ suy biến có xung rời rạc với trễ theo thời gian là

vấn đề phức tạp và vẫn còn nhiều thách thức kỹ thuật cần được giải quyết. Các

nghiên cứu về bài toán tiêu hao và bài toán đảm bảo giá trị điều khiển tập trung

vào các hệ với đạo hàm bậc nguyên, một số kết quả cho hệ phương trình vi phân
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phân thứ, rất ít công trình nghiên cứu được công bố cho lớp hệ phân thứ suy biến.

Phương pháp được các nhà nghiên cứu hay sử dụng cho các hệ với đạo hàm bậc

nguyên chủ yếu thông qua việc thiết lập các hàm Lyapunov-Krasovskii phù hợp.

Phương pháp này không dễ dàng mở rộng cho các hê phương trình phân thứ suy

biến vì khó khăn trong việc xây dựng hàm Lyapunov phù hợp và quá trình tính

toán đạo hàm phân thứ của nó. Chính từ các phân tích nêu trên, chúng tôi chọn

đề tài về tính chất định tính của một số hệ suy biến với các bài toán định tính lớn

là nghiên cứu tính ổn định và ổn định hóa được dạng mũ cho hệ suy biến có xung

rời rạc với trễ hằng, bài toán FTDC cho lớp hệ phân thứ suy biến thỏa mãn điều

kiện Lipschitz một phía với thành phần không chắc chắn và bài toán FTGCC cho

lớp hệ phân thứ suy biến phi tuyến có nhiễu.

Trong luận án này, trước hết chúng tôi đề xuất và nghiên cứu hệ phương trình

vi phân suy biến rời rạc có xung và trễ theo thời gian sau
Ex(t+ 1) = Ax(t) + Adx(t− h), t ̸= tm − 1,

x1(tm) = Hx1(tm − 1),m ∈ Z+,

x(s) = η(s), s ∈ {−h,−h+ 1, · · · , 0},

trong đó x(·) := (x1(·), x2(·)), x1(t) ∈ Rr và x2(t) ∈ Rn−r là véc tơ trạng thái. Ma

trận E ∈ Rn×n suy biến với rank(E) = r < n. A, Ad, H là các ma trận hằng đã

biết với số chiều phù hợp. Hằng số trễ h ∈ N∗ và η : [−h, 0] → Rn
+ là hàm điều kiện

ban đầu. Dãy xung {tm}∞m=1 thỏa mãn 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tm < · · · , tm → ∞
với m → ∞. Kết quả chúng tôi đưa ra trong luận án là điều kiện đủ để giải quyết

bài toán ổn định và bài toán ổn định hóa được dạng mũ cho lớp hệ suy biến dương

rời rạc có xung và có trễ theo thời gian.

Trong luận án, lớp hệ tiếp theo được nghiên cứu là hệ phân thứ Caputo suy

biến thỏa mãn điều kiện Lipschitz một phía với tham số không chắc chắn
E C

0 D
α
t x(t) = [A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t)F (t, x(t)) +Bu(t), t ≥ 0,

z(t) = [C +∆C(t)]x(t) +Wω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,

trong đó α ∈ (0, 1) là bậc phân thứ của hệ, x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm

là véc tơ điều khiển đầu vào, ω(t) ∈ Rq là nhiễu đầu vào cho trước, z(t) ∈ Rp là

véc tơ đầu ra, x0 là điều kiện đầu. A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n, D ∈ Rn×q

và W ∈ Rp×q là các ma trận hằng số đã biết. E ∈ Rn×n là ma trận suy biến với

rank(E) = r < n. Các ma trận ∆A(t),∆C(t),∆D(t) thay đổi theo thời gian và
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nhiễu ω(.) ∈ L2([0,+∞),Rq) đáp ứng điều kiện sau

∃d > 0 : sup
t≥0

ωT (t)ω(t) ≤ d, ∀t ∈ [0, Tf ].

Luận án thu được kết quả quan trọng là thiết kế hàm điều khiển phản hồi

trạng thái đảm bảo tính FTDC cho lớp hệ phân thứ Caputo suy biến thỏa mãn

điều kiện Lipschitz một phía với các tham số không chắc chắn.

Tiếp theo, chúng tôi nghiên cứu bài toán FTGCC của lớp hệ phân thứ Caputo

suy biến{
E C

0 D
α
t x(t) = [A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t) +Bu(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,

trong đó các giả thiết về các ma trận và hàm nhiễu tương tự như trong kết quả

thứ 2. Kết quả cuối cùng trong luận án là thiết kế được hàm điều khiển bền vững

cho bài toán FTGCC của lớp hệ phân thứ Caputo suy biến có nhiễu.

Trong luận án này, chúng tôi đặt mục tiêu giải quyết các vấn đề sau:

• Nghiên cứu tính ổn định mũ và ổn định hóa được dạng mũ của lớp hệ suy

biến dương rời rạc có xung và có trễ với đạo hàm bậc nguyên.

• Nghiên cứu tính bị chặn trong thời gian hữu hạn cho hệ phân thứ Caputo

suy biến Lipschitz một phía với tham số không chắc chắn và xây dựng hàm

điều khiển phản hồi trạng thái cho bài toán điều khiển FTDC cho lớp hệ

đang xét.

• Nghiên cứu thiết kế hàm điều khiển phản hồi trạng thái bền vững cho lớp

hệ phân thứ Caputo suy biến với tham số không chắc chắn bị chặn trong

thời gian hữu hạn và thỏa mãn điều kiện đảm bảo chi phí điều khiển.

Luận án được trình bày trong bốn chương, cụ thể:

Chương 1: Cơ sở toán học.

Chương 2: Bài toán ổn định và ổn định hóa được dạng mũ cho hệ suy biến

dương rời rạc có xung với trễ hằng.

Chương 3: Tính tiêu hao hóa trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ phương trình

vi phân phân thứ suy biến thỏa mãn điều kiện Lipschitz một phía.

Chương 4: Bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời gian hữu hạn cho

lớp hệ phương trình vi phân phân thứ suy biến có nhiễu.
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Chương 1

Cơ sở toán học

Chương này nhắc lại một số kiến thức toán học cơ bản là cơ sở để trình bày

kết quả của các chương sau. Nội dung của Chương 1 gồm: Một số kiến thức cơ sở

của giải tích phân thứ, nghiệm của hệ phương trình vi phân suy biến, bài toán ổn

định và ổn định hóa được dạng mũ, bài toán bị chặn trong thời gian hữu hạn, các

bài toán điều khiển liên quan như bài toán tiêu hao, bài toán GCC và một số bổ

đề bổ trợ được sử dụng để chứng minh các kết quả chính của luận án.

1.1 Một số kiến thức cơ bản về tích phân và đạo hàm phân thứ

1.2 Bài toán ổn định của hệ phương trình vi phân suy biến
rời rạc có trễ

1.3 Hệ phương trình vi phân phân thứ suy biến

1.4 Bài toán ổn định trong thời gian hữu hạn

1.5 Bài toán tiêu hao của hệ động lực

1.6 Bài toán đảm bảo chi phí điều khiển

1.7 Một số bổ đề bổ trợ
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Chương 2

Bài toán ổn định và ổn định hóa được dạng mũ
cho hệ suy biến dương rời rạc có xung với
trễ hằng

Chương này tập trung nghiên cứu tính ổn định của hệ phương trình vi phân

suy biến dương rời rạc với tác động xung và trễ không biến thiên. Chúng tôi đưa

ra các điều kiện đủ giải quyết tính ổn định mũ và thiết kế hàm điều khiển cho bài

toán ổn định hóa được dạng mũ của hệ suy biến dương rời rạc có xung và trễ theo

thời gian. Nội dung của chương này được trình bày dựa trên bài báo (CT1) trong

danh mục các công trình khoa học đã công bố của tác giả.

2.1 Tính ổn định dạng mũ cho hệ suy biến dương rời rạc có
xung với trễ theo thời gian

Xét hệ phương trình vi phân suy biến rời rạc có xung sau
Ex(t+ 1) = Ax(t) + Adx(t− h), t ̸= tm − 1,

x1(tm) = Hx1(tm − 1), m ∈ Z+,

x(s) = η(s), s ∈ {−h,−h+ 1, · · · , 0},

(2.1)

trong đó x(·) := (x1(·), x2(·)), x1(t) ∈ Rr và x2(t) ∈ Rn−r là véc tơ trạng thái. Ma

trận E ∈ Rn×n suy biến với rank(E) = r < n. A, Ad là các ma trận hằng đã biết

với số chiều phù hợp. Giả sử rằng các ma trận E,A,Ad biểu diễn được như sau

E :=

(
Ir 0

0 0

)
, A :=

(
A1 A2

A3 A4

)
, Ad :=

(
Ad1 Ad2

Ad3 Ad4

)
,

với A1, Ad1 ∈ Rr×r, A2, Ad2 ∈ Rr×(n−r), A3, Ad3 ∈ R(n−r)×r, A4, Ad4 ∈ R(n−r)×(n−r),

H ∈ Rr×r. Hằng số trễ h ∈ N∗ và η : [−h, 0] → Rn
+ là hàm điều kiện ban đầu. Dãy

xung {tm}∞m=1 thỏa mãn 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tm < · · · , tm → ∞ với m → ∞.
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Ký hiệu véc tơ trạng thái với giá trị ban đầu (η1, η2) của hệ (2.1) là x1(t, η1, η2) và

x2(t, η1, η2).

Định nghĩa 2.1.1. Hệ (2.1) được gọi là một hệ dương có xung nếu đối với mọi

η(t) ⪰ 0 thì x(t, η(t)) ⪰ 0, ∀t ≥ 0.

Định nghĩa 2.1.2. Hệ (2.1) được gọi là ổn định mũ nếu ∃ ξ > 0, α ∈ (0, 1), λ ∈ Rn
+

sao cho với mọi η(t) ⪰ 0

∥x(t)∥ ≤ ξαt∥η∥†h, t ≥ 0,

trong đó ∥η∥†h := sup−h≤s≤0 ∥η(s)∥λ∞.

Bổ đề 2.1.3. Giả sử ma trận A4 trong hệ (2.1) thỏa mãn điều kiện det(A4) ̸= 0.

Khi đó, nghiệm của hệ (2.1) tồn tại và duy nhất trên Z+.

Bổ đề 2.1.4. Giả sử A4 là một ma trận Metzler và Hurwitz và A1, A2, A3, H, Ad

là các ma trận không âm. Khi đó, hệ (2.1) là một hệ dương có xung.

Ta luôn giả sử rằng các ma trận AE = A + In − E, Ad và H không âm. Một

điều kiện đủ để xét tính ổn định mũ của hệ được thể hiện qua nội dung của định

lý sau.

Định lý 2.1.5. Giả sử tồn tại các số α ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1) và λ ∈ Rn
+ thỏa mãn

các ràng buộc sau (
−αE + A+ α−hAd

)
λ ≺ 0, (2.2a)

Ri
λ =

1

α

r∑
j=1

hij
λj

λi
> 1, i ∈ J1,r, (2.2b)

T ≥ −1

δ
logαRλ, (2.2c)

trong đó Rλ = max1≤i≤r

{
Ri

λ

}
. Khi đó, với thời gian duy trì tối thiểu T (nghĩa là

dãy thời gian xung thỏa mãn infm {tm − tm−1} ≥ T,m ∈ N∗), hệ (2.1) ổn định

mũ. Hơn thế nữa, ta có

∥x(t)∥ ≤ ∥η∥†h∥λ∥α
(1−δ)t, t ≥ 0.
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2.2 Tính ổn định hóa được dạng mũ cho hệ suy biến dương
rời rạc có xung với trễ theo thời gian

Xét hệ điều khiển sau
Ex(t+ 1) = Ax(t) + Adx(t− h) +Bu(t), t ̸= tm − 1,

x1(tm) = Hx1(tm − 1), t ∈ N,
x(s) = η(s), s ∈ {−h,−h+ 1, · · · , 0},

(2.3)

trong đó vectơ trạng thái x(·) := (x1(·), x2(·)), với x1(t) ∈ Rr và x2(t) ∈ Rn−r,

điều khiển đầu vào u(t) ∈ Rp. Với hàm điều khiển phản hồi trạng thái

u(t) = Kx(t), (2.4)

hệ (2.3) được đưa về hệ đóng sau
Ex(t+ 1) = (A+BK)x(t) + Adx(t− h), t ̸= tm − 1,

x1(tm) = Hx1(tm − 1), t ∈ N,
x(s) = η(s), s ∈ {−h,−h+ 1, · · · , 0}.

(2.5)

Định lý 2.2.1. Giả sử tồn tại hằng số α ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1), λ ∈ Rn
+, kj ∈ Rp, và

j = 1, 2, . . . , n sao cho các điều kiện sau đây được thỏa mãn

(A+ In − E)(i,j) λj + (B)Ti kj ≥ 0, i, j = 1, 2, . . . , n, (2.6a)(
−αE + A+ α−hAd

)
λ+B

n∑
i=1

ki ≺ 0, (2.6b)

Ri
λ =

1

α

r∑
j=1

hij
λj

λi
> 1, i ∈ J1,r, (2.6c)

T ≥ −1

δ
logαRλ, (2.6d)

trong đó Rλ = max1≤i≤r

{
Ri

λ

}
. Khi đó, với thời gian duy trì tối thiểu T (tức là dãy

thời gian xung thỏa mãn infm {tm − tm−1} ≥ T,m ∈ Z+), hệ đóng (2.5) ổn định

mũ. Hơn nữa, ma trận phản hồi trạng thái được xác định bởi

K =

[
k1
λ1

k2
λ2

· · · kn
λn

]
.
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2.3 Ví dụ minh họa

Trong phần này, chúng tôi trình bày ba ví dụ nhằm minh họa tính hiệu quả

của các kết quả đạt được. Ví dụ 2.3.1 áp dụng kết quả của Định lý 2.1.5 để xét

tính ổn định mũ của hệ suy biến dương. Ví dụ 2.3.2 áp dụng kết quả của Hệ quả

2.1.9 để xét tính ổn định mũ của hệ dương không suy biến, có so sánh với kết quả

của G. Zhang và cộng sự (2012). Cuối cùng ví dụ 2.3.3 áp dụng kết quả của Định

lý 2.2.1 để vẫn đề ổn định hóa được dạng mũ. Trong phần tóm tắt này, chúng tôi

trình bày ngắn gọn Ví dụ 2.3.3.

Ví dụ 2.3.3 Xét hệ phương trình vi phân suy biến (2.3), với

E =

 1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , A =

 3/25 1/10 −1/10

1/10 −1/10 1/10

1/10 0 −4

 , Ad =

 1/5 1/10 0

1/10 1/10 0

3/20 1/10 0

 ,

B =

 11/100 1/5

1/5 1/10

0 −1/10

 , H =

[
1/5 1

1 1/10

]
.

Với α = 0.9 và δ = 0.8, giải các điều kiện (2.6a)-(2.6c), ta tìm được

k1 = (
1

100
,
1

50
), k2 = (

1

10
, 0), k3 = (

1

100
,

1

100
), λ = (

3

20
,

3

20
,

3

200
), R1

λ = 1.2 > 1,

R2
λ = 1.1 > 1 và Rλ = 1.2 > 1. Thực hiện tính toán, ta thu được

A+BK + I3 − E =

131/5671 13/500 1/625

19/1000 1/200 9/2000

13/1000 0 939/1000

 , Ad =

 1/5 1/10 0

1/10 1/10 0

3/20 1/10 0


là các ma trận không âm và K =

[
1/15 2/3 2/3

2/15 0 2/3

]
. Vì vậy các khoảng cách

tm − tm−1 ≥ T ≥ −1
δ logαRλ ≈ 2.1631,m ∈ Z+. Theo Định lý 2.2.1 thì hệ đóng

dương và ổn định mũ.

Để mô phỏng ta xét điều kiện đầu là η(s) = (2 4 6)T , s ∈ {−2,−1, 0}. Hình
2.6 của luận án biểu diễn véc tơ trạng thái x1(t), x2(t) và x3(t) của hệ đóng tương

ứng trong trường hợp dãy xung thỏa mãn tm− tm−1 = 1, các trạng thái tăng không

bị chặn theo thời gian, phản ánh tính mất ổn định của hệ. Hình 2.7 minh họa quỹ

đạo trạng thái ứng với dãy xung có khoảng thời gian duy trì tm − tm−1 = 3, trong

đó các trạng thái đều hội tụ về điểm cân bằng, hoàn toàn phù hợp với điều kiện

ổn định hóa được dạng mũ đã được chứng minh ở Định lý 2.2.1.
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Chương 3

Tính tiêu hao hóa trong thời gian hữu hạn cho
lớp hệ phương trình vi phân phân thứ suy biến
thỏa mãn điều kiện Lipschitz một phía

Trong chương này, chúng tôi thiết kế hàm điều khiển cho bài toán tiêu hao hóa

trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ phân thứ suy biến thỏa mãn điều kiện Lipschitz

một phía. Nội dung trong chương này được xây dựng từ các kết quả đã được trình

bày trong bài báo [CT2] trong danh mục các công trình khoa học của tác giả liên

quan đến luận án.

3.1 Phát biểu bài toán và một số định nghĩa

Xét hệ phân thứ suy biến thỏa mãn điều kiện Lipschitz một phía sau
E C

0 D
α
t x(t) = [A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t)

+F (t, x(t)) +Bu(t), t ≥ 0,

z(t) = [C +∆C(t)]x(t) +Wω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,

(3.1)

trong đó α ∈ (0, 1) là bậc phân thứ của hệ, x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm

là véc tơ điều khiển đầu vào, ω(t) ∈ Rq là nhiễu đầu vào cho trước, z(t) ∈ Rp

là véc tơ đầu ra, x0 là điều kiện ban đầu. A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n,

D ∈ Rn×q,W ∈ Rp×q và E ∈ Rn×n là các ma trận hằng số đã biết. Ma trận

E ∈ Rn×n suy biến với rank(E) = r < n. ∆A(t),∆C(t),∆D(t) là các ma trận thực

thay đổi theo thời gian thỏa mãn

∆A(t) = MaFa(t)Na, ∆C(t) = McFc(t)Nc, ∆D(t) = MdFd(t)Nd, (3.2)
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trong đó Ma, Na,Mc, Nc,Md, Nd các ma trận hằng số đã biết và Fa(t), Fc(t), Fd(t)

là các ma trận thực thỏa mãn

FT
a (t)Fa(t) ≤ I,FT

c (t)Fc(t) ≤ I, FT
d (t)Fd(t) ≤ I, ∀t ≥ 0.

Giả thiết 3.1.1. Nhiễu ω(.) ∈ L2([0,+∞),Rq) thỏa mãn điều kiện sau

∃d > 0 : sup
t≥0

ωT (t)ω(t) ≤ d.

Hàm phi tuyến F (t, x(t)) = ∆f(t, x(t)) + f(t, x(t)), trong đó ∆f(t, x(t)) là

thành phần phi tuyến chưa biết. f(t, x(t)) thỏa mãn f(t, 0) = 0 và giả thiết sau.

Giả thiết 3.1.2. Hàm f(t, x(t)) thỏa mãn điều kiện Lipschitz một phía với x(t)

trong tập D, tức là tồn tại số thực ρ ∈ R thỏa mãn

⟨f(t, x1(t))− f(t, x2(t)), x1(t)− x2(t)⟩ ≤ ρ∥x1(t)− x2(t)∥2,

∀x1(t), x2(t) ∈ D. Số thực ρ được gọi là hằng số Lipschitz một phía.

Giả thiết 3.1.3. f(t, x(t)) thỏa mãn điều kiện bị chặn bậc hai với x(t), tức là tồn

tại các hằng số µ, ν ∈ R thỏa mãn

∥f(t, x1(t))− f(t, x2(t))∥2 ≤µ⟨x1(t)− x2(t), f(t, x1(t))− f(t, x2(t))⟩
+ ν∥x1(t)− x2(t)∥2,

với mọi x1(t), x2(t) ∈ D.

Giả thiết 3.1.4. ∆f(t, x(t)) thỏa mãn điều kiện

∥∆f(t, x(t))∥ ≤ h∥x(t)∥, ∀x(t) ∈ D,

trong đó h > 0 cho trước.

Khi không có tác động của véc tơ điều khiển đầu vào thì hệ (3.1) trở thành
E C

0 D
α
t x(t) = [A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t) + F (t, x(t)), t ≥ 0,

z(t) = [C +∆C(t)]x(t) +Wω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0.

(3.3)

Khi vắng mặt véc tơ đầu ra, hệ (3.3) đưa về hệ sau{
E C

0 D
α
t x(t) = [A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t) + F (t, x(t)), t ≥ 0,

x(0) = x0.
(3.4)
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Định nghĩa 3.1.5. Hệ phương trình vi phân (3.4) được gọi là

i) Chính quy nếu tồn tại s ∈ C sao cho đa thức det(sE− (A+∆A(t))) không đồng

nhất bằng 0. Khi đó cặp ma trận (E,A) được gọi là chính quy.

ii) Không có xung nếu tồn tại s ∈ C sao cho

deg(det(sE − (A+∆A(t)))) = rank(E).

Định nghĩa 3.1.6. Giả sử c1, c2, Tf là các số dương cho trước với c1 < c2 và R

là một ma trận đối xứng xác định dương. Hệ (3.4) được gọi là bị chặn trong thời

gian hữu hạn tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d) nếu hệ đó là chính quy, không có

xung và thỏa mãn bất đẳng thức sau

xT0E
TREx0 ≤ c1 ⇒ xT (t)ETREx(t) < c2, ∀t ∈ [0, Tf ]. (3.5)

Định nghĩa 3.1.8 Giả sử c1, c2, Tf là các số dương cho trước với c1 < c2 và R

là một ma trận đối xứng xác định dương. Hệ (3.3) được gọi là (Z,U, S)-tiêu hao

trong thời gian hữu hạn tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d) nếu hai điều kiện sau

được thỏa mãn

(i) Hệ (3.4) bị chặn trong thời gian hữu hạn tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d).

(ii) Xét hệ (3.3) với điều kiện đầu bằng 0, ∃γ > 0 thỏa mãn ràng buộc sau∫ tf

0

(2zT (t)Uω(t) + zT (t)Zz(t) + ωT (t)Sω(t))dt ≥ γ

∫ tf

0

ωT (t)ω(t)dt,

trong đó ∀ tf ∈ [0, Tf ] và bất kỳ véc tơ nhiễu ω(t) khác 0 thỏa mãn Giả thiết 3.1.1,

U là một ma trận thực, Z, S là các ma trận đối xứng thực với Z ≤ 0 cho trước.

Hệ đóng nhận được với hàm điều khiển u(t) = Kx(t) là
E C

0 D
α
t x(t) = [A+BK +∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t)

+F (t, x(t)), t ≥ 0,

z(t) = [C +∆C(t)]x(t) +Wω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0.

(3.6)

Trong trường hợp không có véc tơ đầu ra, hệ đóng (3.6) được đưa về
E C

0 D
α
t x(t) = [A+BK +∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t)

+F (t, x(t)), t ≥ 0,

x(0) = x0.

(3.7)
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3.2 Tính bị chặn trong thời gian hữu hạn của hệ phương trình
vi phân phân thứ suy biến thỏa mãn điều kiện Lipschitz
một phía

Định lý 3.2.1. Giả sử rằng các Giả thiết 3.1.1-3.1.4 được thỏa mãn. Cho trước

c1, c2, Tf là các số dương với c1 < c2 và R là một ma trận đối xứng xác định dương.

Hệ (3.7) bị chặn trong thời gian hữu hạn tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d) nếu tồn

tại các số dương ϵ1, ϵ2, ϵ, δ, θ, σ, β, một ma trận Σ ∈ Rn×n đối xứng xác định dương,

một ma trận Q ∈ Rn×n không suy biến, một ma trận F ∈ Rm×m không suy biến

và một ma trận L ∈ Rm×n thỏa mãn các điều kiện sau

ETQ = QTE ≥ 0, (3.8a)

ETQ = ETR
1
2ΣR

1
2E, (3.8b)

Ξ11 Ξ12 QTD Ξ14 QTMa QTMd QT

∗ −2ϵ2I 0 0 0 0 0

∗ ∗ σNT
d Nd − βI 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ Ξ44 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −θI 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −σI 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 −δI


< 0, (3.8c)

λ1c1 +
βd

Γ(α + 1)
Tα
f < λ2c2, (3.8d)

trong đó

Ξ11 = ATQ+QTA+ LTBT +BL+ δh2I + θNT
a Na + 2(ρϵ1 + ϵ2ν)I,

Ξ12 = QT + (ϵ2µ− ϵ1)I,

Ξ14 = ϵ(QTB −BF ) + LT ,

Ξ44 = −ϵF − ϵF T ,

λ1 = λmax(Σ), λ2 = λmin(Σ).

Ngoài ra, hàm điều khiển phản hồi trạng thái được xác định bởi u(t) = F−1Lx(t).

3.3 Tính tiêu hao hóa trong thời gian hữu hạn của hệ phân
thứ suy biến thỏa mãn điều kiện Lipschitz một phía

Định lý 3.3.1. Giả sử rằng các Giả thiết 3.1.1-3.1.4 được thỏa mãn. Cho trước

c1, c2, Tf với c1 < c2 là các số dương và R là một ma trận đối xứng xác định
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dương. Hệ đóng (3.6) (Z,U, S)-tiêu hao trong thời gian hữu hạn tương ứng với bộ

(c1, c2, Tf , R, d) nếu tồn tại các số thực dương ϵ1, ϵ2, ϵ, β, δ, θ, σ, κ, γ, một ma trận

đối xứng xác định dương Σ ∈ Rn×n, một ma trận không suy biến Q ∈ Rn×n, một

ma trận không suy biến F ∈ Rm×m, một ma trận L ∈ Rm×n thỏa mãn (3.8a),

(3.8b) và các điều kiện sau

Ξ11 Ξ12 Ξ13 Ξ14 QTMa QTMd QT CTGT 0

∗ −2ϵ2I 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Ξ33 0 0 0 0 0 Ξ39

∗ ∗ ∗ Ξ44 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −θI 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −σI 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δI 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I GMc

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −κI


< 0, (3.9a)

S − (γ + β)I > 0, (3.9b)

λ1c1 +
βd

Γ(α + 1)
Tα
f < λ2c2, (3.9c)

trong đó

λ1 = λmax(Σ), λ2 = λmin(Σ), Z = −GTG,

Ξ11 = ATQ+QTA+ LTBT +BL+ δh2I + θNT
a Na + κNT

c Nc + 2(ρϵ1 + ϵ2ν)I,

Ξ12 = QT + (ϵ2µ− ϵ1)I,

Ξ14 = ϵ(QTB −BF ) + LT ,

Ξ13 = QTD − CTZW − CTU,

Ξ33 = σNT
d Nd −W TZW −W TU − UTW − βI,

Ξ39 = −(W TZT + UT )Mc,

Ξ44 = −ϵF − ϵF T .

Hơn nữa, điều khiển phản hồi trạng thái được xác định bởi u(t) = F−1Lx(t).

Định lý 3.3.2. Giả sử rằng các Giả thiết 3.1.1-3.1.4 đều thỏa mãn. Cho c1, c2, Tf , d

với c1 < c2 là các số dương và R là một ma trận đối xứng xác định dương. Hệ đóng

(3.6) (Z,U, S)-tiêu hao trong thời gian hữu hạn tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d)

nếu tồn tại các số dương ϵ1, ϵ2, ϵ, β, δ, θ, σ, γ, κ, ζ, một ma trận đối xứng xác định

dương R ∈ Rn×n, một ma trận S ∈ R(n−r)×n, một ma trận không suy biến F ∈
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Rm×m và một ma trận L ∈ Rm×n thỏa mãn các điều kiện sau

R < R < ζR, (3.10a)

ζc1 +
βd

Γ(α + 1)
Tα
f < c2, (3.10b)

Γ11 Γ12 Γ13 Γ14 Γ15 Γ16 Γ17 CTGT 0

∗ −2ϵ2I 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Γ33 0 0 0 0 0 Γ39

∗ ∗ ∗ Γ44 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −θI 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −σI 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δI 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I GMc

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −κI


< 0, (3.10c)

trong đó

Γ11 = AT (RE + ET
⊥S) + (ETR+ STE⊥)A+ LTBT +BL+ δh2I

+ θNT
a Na + κNT

c Nc + 2(ρϵ1 + ϵ2ν)I,

Γ12 = (ETR+ STE⊥) + (ϵ2µ− ϵ1)I,

Γ13 = (ETR+ STE⊥)D − CTZW − CTU,

Γ14 = ϵ(ETR+ STE⊥)B − ϵBF + LT ,

Γ15 = (ETR+ STE⊥)Ma,

Γ16 = (ETR+ STE⊥)Md,

Γ17 = (ETR+ STE⊥),

Γ33 = σNT
d Nd −W TZW −W TU − UTW − βI,

Γ39 = −(W TZT + UT )Mc,

Γ44 = −ϵF − ϵF T ,

Z = −GTG và E⊥ ∈ R(n−r)×n là phần bù trực giao của E thỏa mãn E⊥E = 0,

rank(E⊥) = n− r. Ngoài ra, hàm điều khiển phản hồi trạng thái được xác định bởi

u(t) = F−1Lx(t).

3.4 Ví dụ minh họa

Trong phần này, chúng tôi trình bày 02 ví dụ nhằm minh họa tính hiệu quả

của các kết quả đạt được. Ví dụ 3.3.1 áp dụng kết quả của Định lý 3.3.2 để xét bài
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toán tiêu hao cho hệ phân thứ suy biến với thành phần không chắc chắn. Ví dụ

3.3.2 áp dụng kết quả của Hệ quả 3.3.5 để giải bài toán FTDC trong trường hợp

đặc biệt của hệ phân thứ suy biến. Trong phần tóm tắt này, chúng tôi trình bày

ngắn gọn Ví dụ 3.3.1.

Ví dụ 3.4.1. Xét hệ điều khiển phân thứ suy biến sau
E C

0 D
0.8
t x(t) = [A+MaFa(t)Na]x(t) + [D +MdFd(t)Nd]ω(t)

+f(t, x(t)) + ∆f(t, x(t)) +Bu(t), t ≥ 0,

z(t) = [C +McFc(t)Nc]x(t) +Wω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,

(3.11)

trong đó x(t) = (x1(t), x2(t))
T ∈ R2, u(t) ∈ R2, ω(t) ∈ R,

E =

[
1 0

0 0

]
, A =

[
−3 0

0 2

]
, B =

[
−1.5 0

1 −5

]
, D =

[
0.1

0.4

]
, Ma =

[
0.1

0.1

]
,

Na =
[
0.1 0.5

]
, Fa(t) = sin t,Md =

[
0.1

0.5

]
, Nd =

[
1
]
, Fd(t) = cos t,

C =
[
0 1

]
, Mc =

[
−0.3 0.2

]
, Nc =

[
0.1
]
W =

[
0.5
]
, Fc(t) = sin t,

f(t, x(t)) =

[
0.1x21(t)

0

]
, ∆f(t, x(t)) =

[
x21(t)

x1(t)x2(t)

]
.

Với điều khiển u(t) = Kx(t), hệ đóng nhận được từ (3.11) là
E C

0 D
0.8
t x(t) = [A+MaFa(t)Na +BK]x(t) + [D +MdFd(t)Nd]ω(t)

+f(t, x(t)) + ∆f(t, x(t)), t ≥ 0,

z(t) = [C +McFc(t)Nc]x(t) +Wω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0.

(3.12)

Chúng ta kiểm tra được f(t, x(t)) đáp ứng các điều kiện trong Giả thiết 3.1.2 và Giả

thiết 3.1.3 với các hằng số ρ = 1, µ = 0, ν = 1 trong tập D = {x ∈ R2 : ∥x∥ ≤ 5}.
Hàm phi tuyến ∆f(t, x(t)) thỏa mãn Giả thiết 3.1.4 với hằng số h = 1. Cho trước

c1 = 1, c2 = 1.7, R =

[
1 0

0 1

]
, d = 1, Tf = 10, U =

[
1
]
, Z =

[
−1
]
, S =

[
1
]
.
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Sử dụng LMI Control Toolbox trong MATLAB, các điều kiện của Định lý 3.3.2

thỏa mãn với ϵ1 = 0.7454, ϵ2 = 0.0882, ϵ = 1, β = 0.5023, δ = 4.0496, θ = 4.0449,

σ = 0.8417, γ = 0.2488, κ = 4.0865, ζ = 5.9192,

R =

[
2.0942 −0.0865

−0.0865 2.8886

]
, S =

[
0.0912 1.7755

]
,

L =

[
−3.6720 9.6760

−3.5282 2.9514

]
, F =

[
3.4008 1.0265

−1.1638 1.4339

]
.

Theo Định lý 3.3.2, hệ đóng (3.12) (Z,U, S)-tiêu hao vững trong thời gian hữu hạn

tương ứng với bộ (1, 1.7, 10, R, 1) và điều khiển phản hồi trạng thái

u(t) =

[
−0.2707 1.7863

−2.6803 3.5081

]
x(t),∀t ∈ [0, 10].

Để có kết quả mô phỏng, chúng tôi chọn điều kiện đầu x0 = (−1, 1)T ∈ R2 và

nhiễu ω(t) = sin t. Hình 3.1 của luận án biểu diễn sự thay đổi theo thời gian của

xT (t)ETREx(t) của hệ mở. Rõ ràng hệ mở không bị chặn trong thời gian hữu hạn

vì chúng cũng không thỏa mãn điều kiện của Định nghĩa 3.1.6. Hình 3.2 của luận

án biểu diễn quỹ đạo của xT (t)ETREx(t) của hệ đóng. Giá trị của xT (t)ETREx(t)

bị giới hạn ở mức nhỏ hơn c2 = 1.7 với t ∈ [0, 10]. Khi đó, hệ (3.12) bị chặn trong

thời gian hữu hạn theo Định nghĩa 3.1.6. Ta xây dựng hàm hiệu suất tiêu hao

γ(t) =

∫ tf
0 (2zT (t)Uω(t) + zT (t)Zz(t) + ωT (t)Sω(t))dt∫ tf

0 ωT (t)ω(t)dt
, ∀tf ∈ [0, 10].

Hình 3.3 của luận án biểu thị hàm hiệu suất tiêu hao γ(t) luôn lớn hơn giá trị

γ = 0.2488, có nghĩa là điều kiện (ii) trong Định nghĩa 3.1.8 luôn đúng. Từ các

Hình 3.2 và 3.3 của luận án, dễ dàng thấy rằng hệ đóng (3.12) (Z,U, S)-tiêu hao

vững trong thời gian hữu hạn tương ứng với bộ (1, 1.7, 10, R, 1) và γ = 0.2488.
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Chương 4

Bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời
gian hữu hạn cho lớp hệ phương trình vi phân
phân thứ suy biến có nhiễu

Trong chương này, chúng tôi thiết kế hàm điều khiển bền vững cho bài toán

FTGCC cho lớp hệ phương trình vi phân phân thứ Caputo suy biến có nhiễu. Nội

dung trong chương này được xây dựng từ các kết quả đã được trình bày trong

bài báo [CT3] trong danh mục các công trình khoa học của tác giả liên quan đến

luận án.

4.1 Bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời gian
hữu hạn

Xét lớp hệ phân thứ Caputo suy biến có nhiễu được mô tả bởi{
E C

0 D
α
t x(t) = [A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t) +Bu(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,
(4.1)

trong đó α ∈ (0, 1) là bậc phân thứ của hệ, x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm

là véc tơ điều khiển đầu vào, ω(t) ∈ Rq là nhiễu véc tơ cho trước, x0 ∈ Rn là điều

kiện đầu. A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, D ∈ Rn×q và E ∈ Rn×n là các ma trận hằng số

đã biết. Ma trận E ∈ Rn×n suy biến với rank(E) = r < n. Các ma trận thực

∆A(t),∆D(t) thay đổi theo thời gian thỏa mãn

∆A(t) = MaFa(t)Na, ∆D(t) = MdFd(t)Nd, (4.2)

trong đó Ma, Na,Md, Nd các ma trận hằng số đã biết và Fa(t),Fd(t) là các ma trận

thực thỏa mãn

FT
a (t)Fa(t) ≤ I,FT

d (t)Fd(t) ≤ I, ∀t ≥ 0.
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Cho một số dương Tf > 0. Liên kết với hệ phân thứ suy biến (4.1), ta xét hàm chi

phí toàn phương có dạng sau

J =

∫ Tf

0

[xT (t)S1x(t) + uT (t)S2u(t)]dt, (4.3)

với S1 > 0 và S2 > 0 là các ma trận hằng cho trước với số chiều phù hợp.

Giả thiết 4.1.1. Hàm nhiễu ω(.) ∈ L2([0,+∞),Rq) thỏa mãn điều kiện bị chặn

∃d > 0 : sup
t≥0

ωT (t)ω(t) ≤ d.

Khi không có tác động của véc tơ điều khiển đầu vào thì hệ (4.1) trở thành{
E C

0 D
α
t x(t) = [A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]ω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0.
(4.4)

Định nghĩa 4.1.2. Hệ phương trình vi phân (4.4) được gọi là

i) Chính quy nếu tồn tại s ∈ C sao cho đa thức det(sE− (A+∆A(t))) không đồng

nhất bằng 0. Khi đó cặp ma trận (E,A) được gọi là chính quy.

ii) Không có xung nếu tồn tại s ∈ C sao cho

deg(det(sE − (A+∆A(t)))) = rank(E).

Định nghĩa 4.1.3. Cho trước c1, c2, Tf với c1 < c2 là các số dương và ma trận

R đối xứng xác định dương. Hệ (4.4) được gọi là bị chặn trong thời gian hữu hạn

tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d) nếu hệ đó là chính quy, không có xung và bất

đẳng thức sau đây thỏa mãn

xT0E
TREx0 ≤ c1 ⇒ xT (t)ETREx(t) < c2, ∀t ∈ [0, Tf ]. (4.5)

Xét hàm điều khiển phản hồi trạng thái bền vững dưới dạng sau

u(t) = (K +∆K(t))x(t), (4.6)

trong đó K ∈ Rm×n là ma trận phản hồi trạng thái cần thiết kế và ∆K(t) là thành

phần thay đổi theo thời gian có dạng ∆K(t) = MkFk(t)Nk, với Mk và Nk là các

ma trận thực đã biết với số chiều phù hợp, Fk(t) là ma trận thực biến thiên thỏa

mãn FT
k (t)Fk(t) ≤ I, ∀t ≥ 0. Khi đó, hệ đóng thu được là

E C
0 D

α
t x(t) = [A+∆A(t) +BK +B∆K(t)]x(t)

+[D +∆D(t)]ω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0.

(4.7)
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Định nghĩa 4.1.4. Cho trước các số dương Tf , c1, c2, (c2 > c1), d và một ma trận

đối xứng xác định dương R. Xét hệ (4.1) với hàm chi phí (4.3). Nếu tồn tại một

hàm điều khiển bền vững û(t) và hằng số dương J∗ sao cho hệ đóng (4.7) bị chặn

trong thời gian hữu hạn tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d) và giá trị của hàm chi

phí thỏa mãn J ≤ J∗ thì J∗ được gọi là giá trị đảm bảo chi phí, û(t) được gọi là

hàm điều khiển đảm bảo chi phí.

Định lý 4.1.5. Xét hệ (4.1) với hàm chi phí (4.3). Cho trước các số dương

c1, c2, (c2 > c1), Tf , d và một ma trận đối xứng xác định dương R. Giả sử Giả thiết

4.1.1 được thỏa mãn và tồn tại các số thực dương δ, θ, β, γ, µ1, µ2, một ma trận

không suy biến P ∈ Rn×n và một ma trận Y ∈ Rn×m sao cho các điều kiện dưới

đây được đảm bảo

PET = EP T ≥ 0, (4.8a)

µ1PET < PETREP T < µ2PET , (4.8b)

Ω11 PNT
a PNT

k D Md PS1 Y S2 Y S2Mk PNT
k

∗ −δI 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ −θI 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −βI 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −γI 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −S1 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −S2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −σI


< 0, (4.8c)

c1
µ1

+
(β + γλmax(N

T
d Nd))d

Γ(α + 1)
Tα
f <

c2
µ2

, (4.8d)

trong đó

Ω11 = PAT + Y BT + AP T +BY T + δMaM
T
a + θBMkM

T
k B

T ,

σ =
1

1 + λmax(S2)λmax(MT
k Mk)

.

Khi đó (4.6) là hàm điều khiển phản hồi trạng thái bền vững đảm bảo chi phí điều

khiển trong thời gian hữu hạn cho hệ (4.1). Trong đó, ma trận phản hồi trạng thái

K được xác định bởi K = Y TP−T . Hơn thế nữa, giá trị đảm bảo chi phí J∗ được

xác định bởi

J∗ = (β + γλmax(N
T
d Nd))dTf +

T 1−α
f

Γ(2− α)
λmax(E

TP−T )∥x0∥2.
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Định lý 4.1.6. Xét hệ (4.1) với hàm chi phí (4.3). Cho trước các số dương

c1, c2, (c2 > c1), Tf , d và một ma trận đối xứng xác định dương R. Giả sử Giả thiết

4.1.1 được thỏa mãn và tồn tại các số thực dương δ, θ, β, γ, µ1, µ2, một ma trận

đối xứng xác định dương X̂ ∈ Rr×r, một ma trận Ẑ ∈ Rn×(n−r) và một ma trận

Y ∈ Rn×m sao cho các điều kiện sau được thỏa mãn

µ1Ξ < X̂ < µ2Ξ, (4.9a)

Π11 Π12 Π13 D Md Π16 Y S2 Y S2Mk Π19

∗ −δI 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ −θI 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −βI 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −γI 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −S1 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −S2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −σI


< 0, (4.9b)

c1
µ1

+
(β + γλmax(N

T
d Nd))d

Γ(α + 1)
Tα
f <

c2
µ2

, (4.9c)

trong đó

Π11 = (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )AT + A(V1X̂V T
1 ET + V2ẐT ) + Y BT +BY T

+ δMaM
T
a + θBMkM

T
k B

T ,

Π12 = (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )NT
a ,

Π13 = (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )NT
k ,

Π16 = (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )S1,

Π19 = (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )NT
k ,

Ξ = (ΣrU
T
1 RU1Σr)

−1,

σ =
1

1 + λmax(S2)λmax(MT
k Mk)

.

Khi đó (4.6) là hàm điều khiển phản hồi trạng thái bền vững đảm bảo chi phí điều

khiển cho hệ (4.1) trong thời gian hữu hạn. Trong đó ma trận phản hồi trạng thái

K được xác định bởi K = Y T (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )−T . Hơn thế nữa, giá trị đảm bảo

chi phí J∗ được xác định bởi

J∗ = (β + γλmax(N
T
d Nd))dTf +

T 1−α
f

Γ(2− α)
λmax(E

T (EV1X̂V T
1 + ẐV T

2 )−T )∥x0∥2.
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4.2 Ví dụ minh họa

Trong phần này, chúng tôi trình bày 02 ví dụ nhằm minh họa tính hiệu quả

của các kết quả đạt được. Ví dụ 4.2.1 áp dụng kết quả của Định lý 4.1.6 để xét

bài toán FTGCC cho hệ phân thứ suy biến với thành phần không chắc chăn. Ví

dụ 4.2.2 áp dụng kết quả của Hệ quả 4.1.9 để giải bài toán FTGCC trong trường

hợp đặc biệt của hệ phân thứ suy biến. Trong phần tóm tắt này, chúng tôi trình

bày ngắn gọn Ví dụ 4.2.1.

Ví dụ 4.2.1. Xét hệ phân thứ Caputo suy biến sau
E C

0 D
0.8
t x(t) = [A+MaFa(t)Na]x(t) + [D +MdFd(t)Nd]ω(t)

+Bu(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,

(4.10)

trong đó x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t))
T ∈ R3 là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ R2 là điều

khiển đầu vào, ω(t) ∈ R là véc tơ nhiễu,

E =

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , A =

−1 0 −1

0 0 0

0 −1 −1

 , B =

1 0

0 1

0 0

 , D =

0.50.5

0.5

 ,

Ma =

0.10.2

0.5

 , Md =

0.20.5

0.7

 ,

Na =
[
0.1 0.9 −0.5

]
, Fa(t) = sin t, Nd =

[
1
]
, Fd(t) = cos t.

Với u(t) = [K+MkFk(t)Nk]x(t) trong đóMk =

[
−0.2

0.3

]
, Nk =

[
0.2 −0.1 0.3

]
,

Fk(t) = cos t thì hệ (4.10) được đưa về hệ sau
E C

0 D
0.8
t x(t) = [A+BK +MaFa(t)Na +BMkFk(t)Nk]x(t)

+[D +MdFd(t)Nd]ω(t), t ≥ 0,

x(0) = x0.

(4.11)

Hàm chi phí liên kết với hệ (4.10) được xác định bởi công thức (4.3) với các

ma trận

S1 =

0.5 0 0

0 0.5 0

0 0 0.5

 , S2 =

[
0.1 0

0 0.1

]
.
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Cho trước các số c1 = 1, c2 = 9, Tf = 30 và R =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

. Xét hệ (4.10). Sử

dụng câu lệnh svd trong MATLAB, ta tính được các ma trận U1, U2, V1, V2 và Σr

trong Định lý 4.1.6 như sau

U1 =

1 0

0 1

0 0

 , U2 =

00
1

 , V1 =

1 0

0 1

0 0

 , V2 =

00
1

 .

Tiến hành tính toán với LMI Control Toolbox trong MATLAB, các điều kiện

(4.9a), (4.9b) và (4.9c) thỏa mãn với δ = 1.0159, θ = 1.0339, β = 1.1988,

γ = 1.2260, µ1 = 0.2220, µ2 = 1.5746,

X̂ =

[
0.7841 −0.0202

−0.0202 0.6787

]
, Ẑ =

−0.0735

0.4615

0.7210

 , Y =

−0.0001 0.1079

0.0927 −0.8564

0.2857 0.5997

 .

Theo Định lý 4.1.6, hệ đóng (4.11) bị chặn trong thời gian hữu hạn tương ứng

với bộ (1, 9, 30, I, 0.01) và giá trị đảm bảo chi phí là J∗ = 0.7274 + 3.1858∥x0∥2.
Ngoài ra, ma trận phản hồi trạng thái được xác định bởi

K =

[
0.0336 −0.1319 0.3963

0.1686 −1.8224 0.8318

]
.

Trong kết quả mô phỏng, chúng tôi chọn điều kiện đầu x0 = (0.7, 0.7, 0.7)T ∈ R3 và

nhiễu ω(t) = 0.1 sin t. Hình 4.1 của luận án minh họa phản hồi của xT (t)ETREx(t)

của hệ (4.10) khi không có điều khiển đầu vào. Hệ mở không thỏa mãn các điều

kiện bị chặn trong thời gian hữu hạn vì không thỏa mãn Định nghĩa 4.1.3. Hình

4.2 của luận án mô tả quỹ đạo theo thời gian của xT (t)ETREx(t) của hệ đóng

(4.11). Từ Hình 4.2, ta thấy rằng hệ đóng (4.11) bị chặn trong thời gian hữu hạn

tương ứng với (1, 9, 30, I, 0.01).
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Kết luận

Luận án nghiên cứu tính chất định tính cho một số lớp hệ phương trình vi

phân suy biến với đạo hàm bậc nguyên và đạo hàm bậc phân thứ: Tính ổn định và

ổn định hóa được dạng mũ cho lớp hệ phương trình suy biến dương có trễ, tính bị

chặn trong thời gian hữu hạn của hệ phương trình phân thứ Caputo suy biến có

nhiễu với thành phần không chắc chắn cùng một số bài toán định tính liên quan

trong lý thuyết điều khiển. Những kết quả mới luận án đạt được bao gồm:

• Thiết lập được điều kiện đủ để đảm bảo tính ổn định và ổn định hóa được

dạng mũ của hệ suy biến dương rời rạc có xung với trễ hằng.

• Thiết lập điều kiện đủ cho tính bị chặn trong thời gian hữu hạn và thiết kế

được hàm điều khiển phụ thuộc véc tơ trạng thái cho bài toán tiêu hao hóa

trong thời gian hữu hạn của hệ phân thứ Caputo suy biến thỏa mãn điều

kiện Lipschitz một phía.

• Thiết lập điều kiện đủ cho tính bị chặn trong thời gian hữu hạn và thiết

kế được hàm điều khiển bền vững cho bài toán FTGCC của hệ phân thứ

Caputo suy biến có nhiễu.

Luận án đề xuất một số hướng nghiên cứu tiếp theo
liên quan đến các vấn đề định tính:

• Nghiên cứu bài toán ổn định và ổn định hóa cho lớp hệ phân thứ suy biến

dương rời rạc có trễ.

• Nghiên cứu bài toán ổn định theo nghĩa Lyapunov và một số bài toán điều

khiển liên quan cho các lớp hệ phân thứ suy biến có trễ.

• Nghiên cứu bài toán ổn định và bị chặn trong thời gian hữu hạn cùng một

số bài toán điều khiển liên quan cho các lớp hệ phân thứ suy biến phức hợp.
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