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Mở đầu

1. Lịch sử vấn đề và lý do chọn đề tài

Mô hình bài toán chấp nhận tách (SFP) lần đầu tiên được giới thiệu và

nghiên cứu bởi Censor và Elfving vào năm 1994. Bài toán (SFP) được phát biểu

như sau:

Tìm phần tử x† ∈ C sao cho T (x†) ∈ Q, (SFP)

trong đó C và Q lần lượt là các tập con lồi, đóng và khác rỗng trong các không

gian Hilbert thực H1 và H2, T : H1 → H2 là một toán tử tuyến tính bị chặn

(còn được gọi là toán tử chuyển).

Mặc dù mô hình toán học của Bài toán (SFP) rất đơn giản, nhưng nó rất

tổng quát vì bao hàm nhiều bài toán quan trọng khác như là một trường hợp

riêng. Dễ thấy rằng, bài toán tìm một điểm trong giao của các tập lồi, còn gọi

là bài toán chấp nhận lồi, là một trường hợp riêng của Bài toán (SFP). Về mặt

ứng dụng trực tiếp, trong các tài liệu [7, 9, 11, 13] các tác giả đã đưa ra một số

ứng dụng của Bài toán (SFP) cho một số mô hình thực tế, như bài toán tái tạo

hình ảnh trong y tế, mô hình IMRT (Intensity-Modulated Radiation Therapy)

trong bức xạ trị liệu, bài toán truyền dữ liệu. . . bằng cách xây dựng các tập C,

Q và toán tử T phù hợp.

Để giải Bài toán (SFP), năm 1994, Censor và Elfving [11] đã đề xuất phương

pháp lặp song song và phương pháp lặp xoay vòng dựa trên phương pháp chiếu

Bregman. Tuy nhiên, các thuật toán này và các thuật toán đề xuất sau đó

(xem [7]) có hạn chế là mỗi bước lặp đều liên quan đến việc tính các ma trận

nghịch đảo. Việc tính ma trận nghịch đảo tại mỗi bước lặp dẫn đến chi phí tính

toán cao đối với những bài toán cỡ lớn trong thực tế. Để khắc phục hạn chế này,

năm 2002, Byrne [8] đã đề xuất thuật toán CQ trong không gian hữu hạn chiều

khi các tập C và Q được chọn sao cho có thể dễ dàng tính được hình chiếu lên

các tập này. Trong trường hợp các tập C và Q không được cho dưới dạng đặc

biệt thì việc tính toán phép chiếu lên chúng, nói chung, là khó khăn.
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Bằng cách tiếp cận tối ưu, năm 2010, Xu [59] đã cải tiến thuật toán CQ để

giải Bài toán (SFP) trong không gian Hilbert thực vô hạn chiều. Cụ thể hơn,

với xấp xỉ ban đầu x0 ∈ H1 tùy ý, dãy lặp {xn} được xác định bởi

xn+1 = PC(xn − γT ∗(I − PQ)Txn), n ≥ 0, (0.1)

ở đây T ∗ là toán tử liên hợp của T .

Tác giả đã chỉ ra rằng dãy lặp (0.1) chỉ cho sự hội tụ yếu với cỡ bước được

chọn phụ thuộc vào chuẩn của toán tử chuyển, γ ∈
(
0, 2/∥T∥2

)
. Mặt khác,

trong [59, Example 3.7], tác giả cũng đã chỉ ra một ví dụ về sự tồn tại của các

tập C, Q và toán tử T trong không gian Hilbert thực vô hạn chiều mà dãy lặp

(0.1) chỉ hội tụ yếu mà không hội tụ mạnh. Đồng thời, tác giả [59, Proposition

3.2] đã chứng minh tập nghiệm của Bài toán (SFP) trùng với tập điểm bất động

của ánh xạ không giãn S : H1 → H1 có dạng:

S := PC

[
I − γT ∗(I − PQ)T

]
với γ ∈ (0, 2/∥T∥2). Do đó, ta có thể áp dụng các phương pháp tìm điểm bất động

của ánh xạ không giãn, chẳng hạn phương pháp lặp Mann [27], phương pháp

lặp Halpern [21], phương pháp xấp xỉ gắn kết [28] . . . để giải Bài toán (SFP).

Một dạng suy rộng của Bài toán (SFP) là bài toán chấp nhận tách đa tập

hợp (MSSFP). Bài toán này được Censor và các cộng sự [12] đề xuất nghiên cứu

vào năm 2005 và được phát biểu như sau:

Tìm x† ∈
N⋂
i=1

Ci sao cho T (x†) ∈
M⋂
j=1

Qj, (MSSFP)

trong đó C1, C2, . . . , CN là N tập con lồi, đóng và khác rỗng của không gian

Hilbert thực H1. Q1, Q2, . . . , QM là M tập con lồi, đóng, và khác rỗng của

không gian Hilbert thực H2.

Năm 2006, Xu [58] đã mở rộng thuật toán CQ để giải Bài toán (MSSFP)

dựa trên tiếp cận phương pháp điểm bất động. Trong [58], tác giả đã chỉ ra tập

nghiệm của Bài toán (MSSFP) trùng với tập điểm bất động chung của họ ánh

xạ không giãn Ti : H1 → H1 được xác định bởi

Ti := PCi

(
I − γ∇g

)
, i = 1, 2, . . . , N,



3

ở đây g := 1
2

∑N
j=1 βj∥Tx − PQTx∥2, βj > 0 với mọi j = 1, 2, . . . , N . Tác giả

đề xuất và chứng minh sự hội tụ yếu của dãy lặp được xác định bởi thuật

toán lặp Picard, thuật toán lặp xoay vòng và thuật toán lặp song song giải Bài

toán (MSSFP). Để thu được sự hội tụ mạnh, nhiều nhà toán học đã nghiên

cứu kết hợp thuật toán CQ với phương pháp xấp xỉ gắn kết, phương pháp

chiếu lai ghép, phương pháp chiếu thu hẹp, phương pháp lặp Halpern . . . (xem

[6, 14, 19, 22, 40, 41, 58] và các tài liệu được trích dẫn trong đó). Tuy nhiên, các

phương pháp này đều sử dụng cỡ bước cố định phụ thuộc vào thông tin về

chuẩn của toán tử chuyển T ở mỗi bước lặp. Trong thực tế việc tính toán chuẩn

của một toán tử tuyến tính bị chặn thường không đơn giản. Do vậy việc đưa

ra các tiêu chuẩn để lựa chọn cỡ bước lặp khi không biết thông tin về chuẩn

của toán tử chuyển là một chủ đề có ý nghĩa trong thực hành tính toán. Trong

những năm gần đây, nhiều tác giả đã nghiên cứu cải tiến phương pháp CQ

để giải Bài toán (SFP) hay (MSSFP) sao cho cỡ bước không phụ thuộc vào

thông tin về chuẩn của toán tử chuyển, chẳng hạn phương pháp tự thích nghi

(xem [4,15,18,23,25,47,61–65]).

Bên cạnh hướng nghiên cứu về việc xây dựng các thuật toán giải hiệu quả

các Bài toán (SFP) và (MSSFP), một số hướng nghiên cứu mở rộng, áp dụng

các kết quả của Bài toán (SFP) hay (MSSFP) sang lớp các bài toán liên quan

khác như bài toán không điểm chung tách, bài toán điểm bất động tách, bài

toán điểm bất động chung tách . . . và ngược lại; nghiên cứu mở rộng các kết

quả từ không gian Hilbert sang không gian Banach; nghiên cứu tính ổn định;

nghiên cứu tốc độ hội tụ của các phương pháp; đặc biệt là nghiên cứu các lớp

bài toán tổng quát hơn Bài toán (MSSFP) được nhiều nhà toán học quan tâm

(xem [35,36,42,43,54]).

Ta biết rằng nếu C là một tập con lồi và đóng của không gian Hilbert thực

H1 thì tập điểm cực tiểu của hàm chỉ

iC(x) =

0 nếu x ∈ C,

∞ nếu x /∈ C,

là argmin
H1

iC(x) = C. Do đó, ta nhận được C = (∂iC)
−1(0), với ∂iC là dưới vi

phân của iC . Rockafellar [33] đã chỉ ra rằng ∂iC là một toán tử đơn điệu cực
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đại. Ngoài ra, C cũng là tập không điểm của toán tử đơn điệu A xác định bởi

A = I − PC . Do đó, ta có thể xem Bài toán (SFP) là trường hợp riêng của

bài toán không điểm chung tách (SCNPP). Bài toán này được phát biểu như

sau: Cho A : H1 → 2H1 và B : H2 → 2H2 là các toán tử đơn điệu cực đại,

T : H1 → H2 là một toán tử tuyến tính bị chặn.

Tìm phần tử x† ∈ A−1(0) ∩ T−1
(
B−1(0)

)
. (SCNPP)

Một số kết quả nổi bật về các thuật toán giải Bài toán (SCNPP) có thể tham

khảo trong các tài liệu [2, 10,17,24,44,45,52] và nhiều tài liệu khác.

Dạng suy rộng của Bài toán (SCNPP) là bài toán không điểm chung tách đa

tập hợp (MSSCNPP) được mô tả như sau: Cho Ai : H1 → 2H1, i = 1, 2, . . . , N

và Bj : H2 → 2H2, j = 1, 2, . . . ,M là các toán tử đơn điệu cực đại trong H1 và

H2, tương ứng.

Tìm phần tử x† ∈ ∩N
i=1A

−1
i (0) ∩ T−1

(
∩M
j=1 B

−1
j (0)

)
. (MSSCNPP)

Nếu A là một toán tử đơn điệu cực đại trong H1 thì toán tử giải của A,

JA
r = (I + rA)−1 là một ánh xạ không giãn, xác định trên toàn không gian H1

và A−1(0) = Fix(JA
r ) với mọi r > 0, trong đó Fix(JA

r ) là tập điểm bất động

của JA
r (xem [5, Proposition 23.38]). Như vậy, Bài toán (SCNPP) hay Bài toán

(MSSCNPP) có thể đưa về các bài toán điểm bất động chung tách tương ứng.

Dạng tổng quát của bài toán điểm bất động chung tách (SCFPP) được phát biểu

như sau: Cho Si : H1 → H1, i = 1, 2, . . . , N và Ξj : H2 → H2, j = 1, 2, . . . ,M là

các ánh xạ không giãn trên H1 và H2, tương ứng. Cho T : H1 → H2 là toán tử

tuyến tính bị chặn.

Tìm phần tử x† ∈ ∩N
i=1 Fix(Si) ∩ T−1

(
∩M
j=1 Fix(Ξj)

)
. (SCFPP)

Một số kết quả nghiên cứu về Bài toán (SCFPP) có thể xem tại [3,29,37–39,46,

48,49,55,60] và các tài liệu liên quan trong đó.

Ta nhận thấy rằng các Bài toán (SFP), (SCFPP), (SCNPP) cùng với các

bài toán liên quan khác, có thể viết ở dạng bài toán tổng quát sau: Cho X

và Y là hai không gian Hilbert hoặc Banach và cho T : X → Y là một ánh

xạ từ X vào Y . Giả sử (P1) và (P2) là hai bài toán cho trước trên X và Y ,
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tương ứng. Xét bài toán tìm một phần tử x† trong X sao cho x† là một nghiệm

của bài toán (P1) và T (x†) là một nghiệm của bài toán (P2). Ta ký kiệu bài

toán này là (P ). Dạng tổng quát của Bài toán (P ) được phát biểu như sau:

Cho X1, X2, . . . , XN là các không gian Hilbert hoặc Banach và cho các ánh xạ

Ai : Xi → Xi+1, i = 1, 2, . . . , N − 1, là các ánh xạ từ Xi vào Xi+1. Giả sử (Pi),

i = 1, 2, . . . , N , là N bài toán cho trước trên Xi, tương ứng. Khi đó dạng tổng

quát của Bài toán (P ) là bài toán tìm một phần tử x† trong X1 sao cho x† là

một nghiệm của bài toán (P1), A1(x
†) là một nghiệm của bài toán (P2),. . . và

AN−1(AN−2(. . . A2(A1(x
†)))) là một nghiệm của bài toán (PN). Ta ký hiệu bài

toán này là (GP). Có nhiều bài toán thực tế có thể được mô hình ở dạng Bài

toán (GP). Chẳng hạn, bài toán cân bằng trong dây chuyền sản xuất, số lượng

bán thành phẩm ở quá trình sản xuất trước phải bằng số lượng yêu cầu ở quá

trình sản xuất tiếp theo. Năm 2019, Reich và Tuyen [31] lần đầu tiên đề xuất

và nghiên cứu mô hình bài toán dạng trên, gọi là bài toán chấp nhận tách tổng

quát (GSFP) như sau: Cho Hi, i = 1, 2, . . . , N là các không gian Hilbert thực

và cho Ci, i = 1, 2, . . . , N là các tập con lồi, đóng và khác rỗng của Hi, tương

ứng. Cho Ai : Hi → Hi+1, i = 1, 2, . . . , N − 1 là các toán tử tuyến tính bị chặn

sao cho

Ω := C1 ∩ A−1
1 (C2) ∩ . . . ∩ A−1

1 (A−1
2 . . . (A−1

N−1(CN))) ̸= ∅.

Tìm phần tử x† ∈ Ω, (GSFP)

tức là, x† ∈ C1, A1x
† ∈ C2, . . ., AN−1AN−2 . . . A1x

† ∈ CN . Các tác giả đã đề xuất

một thuật toán mới dựa trên cải tiến của thuật toán CQ, kết hợp với phương

pháp xấp xỉ mềm để giải Bài toán (GSFP) và chứng minh sự hội tụ mạnh của

dãy lặp xác định bởi một thuật toán đến nghiệm của Bài toán (GSFP).

Từ những phân tích trên, chúng tôi đặt ra và nghiên cứu một số lớp bài toán

tổng quát hơn Bài toán (GSFP).

• Thứ nhất là bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra, viết tắt là

(SFPMOS). Bài toán được phát biểu như sau: Cho H, Hi, i = 1, 2, . . . , N là các

không gian Hilbert thực, Ti : H → Hi, i = 1, 2, . . . , N là các toán tử tuyến tính

bị chặn, C ⊆ H và Qi ⊆ Hi, i = 1, 2, . . . , N là các tập con lồi, đóng, khác rỗng.

Tìm phần tử x† ∈ ΩSFPMOS := C ∩ (∩N
i=1T

−1
i (Qi)) ̸= ∅, (SFPMOS)
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tức là, x† ∈ C và Tix
† ∈ Qi với mọi i = 1, 2, . . . , N.

(a) Nếu N = 1 thì Bài toán (SFPMOS) trở thành Bài toán (SFP).

(b) Nếu H = H1, C = C1, Qi = Ci+1, 1 ≤ i ≤ N − 1, T1 = A1, T2 = A2A1, . . .

và TN−1 = AN−1AN−2 . . . A1 thì Bài toán (SFPMOS) trở thành Bài

toán (GSFP).

Một ví dụ thực tế của lớp Bài toán (SFPMOS) là bài toán phân loại ảnh thông

qua máy học véctơ hỗ trợ với bộ dữ liệu MNIST (xem [50,51]).

• Thứ hai là bài toán điểm bất động chung tách với nhiều tập đầu ra, viết

tắt là (SCFPPMOS). Bài toán được phát biểu như sau: Cho H và Hi là các

không gian Hilbert thực và Ti : H → Hi, i = 1, 2, . . . , N là các toán tử tuyến

tính bị chặn. Cho Sj : H → H, j = 1, 2, . . . ,M , Ξi
k : Hi → Hi, i = 1, 2, . . . , N ,

k = 1, 2, . . . ,Mi là các ánh xạ không giãn.

Tìm phần tử x∗ ∈ ΩSCFPPMOS, (SCFPPMOS)

trong đó ΩSCFPPMOS :=
(
∩M
j=1 Fix(Sj)

)
∩
(
∩N
i=1 T

−1
i

(
∩Mi

k=1 Fix(Ξ
i
k)
))

.

(a) Nếu M = Mi = 1 và S1 = PC , Ξ
i
1 = PQi với mọi i = 1, 2, . . . , N thì Bài

toán (SCFPPMOS) trở thành Bài toán (SFPMOS) .

(b) Nếu N = 1 thì Bài toán (SCFPPMOS) là bài toán điểm bất động chung

tách cho các ánh xạ không giãn trong không gian Hilbert.

(c) Nếu Hi ≡ H và Ξi
k = I với mọi i = 1, 2, . . . , N , k = 1, 2, . . . ,Mi thì Bài

toán (SCFPPMOS) trở thành bài toán tìm một điểm bất động chung của

một họ hữu hạn các ánh xạ không giãn Sj, j = 1, 2, . . . ,M .

Ta thấy Bài toán (SFPMOS) và Bài toán (SCFPPMOS) chứa đựng nhiều bài

toán quan trọng như bài toán chấp nhận tách, bài toán điểm bất động, bài toán

chấp nhận tách tổng quát như là các trường hợp riêng [31, 50, 51]. Đây cũng là

lớp bài toán đang được quan tâm nghiên cứu, đặc biệt là các phương pháp giải

(xem [16,32,51,53,56]) do tính bao quát và phạm vi ứng dụng rộng rãi của bài

toán chấp nhận tách và bài toán điểm bất động.
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2. Mục tiêu nghiên cứu

Mục tiêu của luận án là nghiên cứu đề xuất các thuật toán giải lớp bài toán

chấp nhận tách, bài toán điểm bất động chung tách với nhiều tập đầu ra trong

các không gian Hilbert thực. Cụ thể như sau:

� Nghiên cứu thuật toán kiểu CQ kết hợp với phương pháp lặp Halpern,

phương pháp xấp xỉ mềm cho bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra

và bài toán điểm bất động chung tách với nhiều tập đầu ra.

� Sử dụng kỹ thuật chiếu lai ghép, kỹ thuật chiếu thu hẹp, đề xuất thuật

toán giải bài toán điểm bất động chung tách với nhiều tập đầu ra.

� Áp dụng các thuật toán đề xuất cho một số bài toán liên quan.

� Xây dựng và tính toán ví dụ số minh họa cho các thuật toán đề xuất.

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu của luận án là một số lớp bài toán chấp nhận tách

trong không gian Hilbert thực: Bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra;

Bài toán điểm bất động chung tách với nhiều tập đầu ra.

Phạm vi nghiên cứu: Luận án tập trung nghiên cứu đề xuất một số thuật

toán mới dựa trên cải tiến, mở rộng phương pháp kiểu CQ kết hợp với phương

pháp xấp xỉ mềm, phương pháp chiếu lai ghép và phương pháp chiếu thu hẹp

để giải các lớp bài toán trên.

4. Cách tiếp cận, phương pháp nghiên cứu

Để nghiên cứu các nội dung nêu trên, chúng tôi sử dụng các kiến thức và kỹ

thuật của giải tích hàm, giải tích lồi, tối ưu hóa, lý thuyết điểm bất động. Chúng

tôi tiếp cận bài toán bằng cách sử dụng các kỹ thuật cổ điển như phương pháp

chiếu, phương pháp lặp với các kỹ thuật khác nhau như tìm kiếm độ dài bước

thích nghi, kỹ thuật lai ghép, kỹ thuật thu hẹp.
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5. Kết quả của luận án

Một số kết quả mới đã đạt được của luận án như sau.

� Đề xuất năm thuật toán kiểu CQ kết hợp với phương pháp lặp Halpern,

phương pháp xấp xỉ mềm và chứng minh sự hội của chúng. Thuật toán thứ

nhất, thứ hai và thứ ba sử dụng cách tiếp cận tối ưu thứ nhất giải Bài toán

(SFPMOS) trong các không gian Hilbert thực với cỡ bước lặp phụ thuộc

vào thông tin về chuẩn của toán tử chuyển. Thuật toán thứ tư và thứ năm

sử dụng cách tiếp cận tối ưu thứ hai với cỡ bước được xây dựng tự thích

nghi giải bài toán này.

� Đề xuất thuật toán kiểu CQ, thuật toán chiếu lai ghép, thuật toán chiếu

thu hẹp và chứng minh sự hội tụ của các dãy lặp sinh bởi các thuật toán

này về nghiệm của Bài toán (SCFPPMOS) trong không gian Hilbert thực.

� Áp dụng các thuật toán đề xuất giải một số bài toán liên quan và thực

hiện các tính toán số minh họa trong các không gian hữu hạn chiều cũng

như vô hạn chiều.

Nội dung của luận án được viết dựa trên kết quả của 4 bài báo được công

bố trên các tạp chí SCIE Q1/Q2. Các kết quả chính của luận án đã được báo

cáo tại:

� Hội thảo “Những hướng mới trong tối ưu tính toán và ứng dụng”, ngày

26–27/12/2021 tại Viện Nghiên cứu cao cấp về Toán.

� Hội thảo “Tối ưu và Tính toán khoa học lần thứ 20”, ngày 21–23/4/2022

tại Ba Vì.

� Hội thảo “Một số vấn đề trong Toán học đương đại”, ngày 10/11/2020 tại

Khoa Toán – Tin, Trường Đại học Khoa học – Đại học Thái Nguyên.

� Hội nghị “Toán học Miền Trung – Tây Nguyên lần thứ 4”, ngày 25–27/8/2022

tại Trường Đại học Sư phạm – Đại học Huế.

� Xê mi na Bộ môn Toán ứng dụng và Tin học, Khoa Toán – Tin, Trường

Đại học Khoa học – Đại học Thái Nguyên các năm 2020 – 2024.
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6. Bố cục của luận án

Ngoài phần mở đầu, kết luận và danh mục tài liệu tham khảo, luận án được

trình bày trong ba chương.

Chương 1. Một số kiến thức chuẩn bị

Chương 2. Bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra

Chương 3. Bài toán điểm bất động chung tách với nhiều tập đầu ra
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Chương 1

Một số kiến thức chuẩn bị

Chương này trình bày một số kiến thức cơ bản về không gian Hilbert thực

và một số kết quả bổ trợ được sử dụng trong các chương tiếp theo. Nội dung

của chương được chia thành 5 mục: Mục 1.1 sơ lược lại các kiến thức về không

gian Hilbert thực. Mục 1.2 nhắc lại về tập lồi và hàm lồi, một số kiến thức cơ

bản về dưới vi phân của hàm lồi và bài toán cực tiểu phiếm hàm lồi. Mục 1.3 đề

cập đến các kiến thức liên quan đến ánh xạ không giãn như tính lồi, đóng của

tập điểm bất động và nguyên lý nửa đóng. Cuối cùng Mục 1.4 trình bày một số

bổ đề bổ trợ phục vụ cho việc chứng minh các định lý chính ở các chương sau

của luận án.

1.1 Sơ lược về không gian Hilbert

Ta luôn giả thiết H là không gian Hilbert thực với tích vô hướng và chuẩn

được ký hiệu tương ứng là ⟨., .⟩ và ∥.∥.
Trước hết, ta nhắc lại bất đẳng thức Cauchy–Schwarz trong mệnh đề sau đây.

Mệnh đề 1.1.1. [5, Fact 2.11 (Cauchy–Schwarz)] Cho H là một không gian

Hilbert thực. Khi đó,

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ ∥y∥, ∀x, y ∈ H.

Hơn nữa, |⟨x, y⟩| = ∥x∥ ∥y∥ khi và chỉ khi tồn tại một số thực dương α sao cho

x = αy hoặc y = αx.

Nhận xét 1.1.2. Dạng sơ cấp của bất đẳng thức Cauchy–Schwarz được phát

biểu như sau: Cho a1, a2, . . . , aN và b1, b2, . . . , bN là hai bộ số thực. Khi đó ta có
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bất đẳng thức sau:

(a1b1 + a2b2 + · · ·+ aNbN)
2 ≤ (a21 + a22 + · · ·+ a2N)(b

2
1 + b22 + · · ·+ b2N).

Đặc biệt, khi b1 = b2 = · · · = bN = 1, ta nhận được

(a1 + a2 + · · ·+ aN)
2 ≤ N(a21 + a22 + · · ·+ a2N).

Một số đẳng thức đặc trưng trong không gian Hilbert được phát biểu trong

mệnh đề dưới đây.

Mệnh đề 1.1.3. [5, Lemma 2.12, Corollary 2.15] Cho H là một không gian

Hilbert thực. Với mọi x, y ∈ H và t ∈ [0, 1] các khẳng định sau là đúng:

i) ∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2).

ii) ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2⟨x, y⟩.

iii) ∥x− y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 − 2⟨x, y⟩.

iv) ∥tx+ (1− t)y∥2 = t∥x∥2 + (1− t)∥y∥2 − t(1− t)∥x− y∥2.

Định nghĩa 1.1.4. Cho H là một không gian Hilbert thực.

i) Dãy {xn} trong H được gọi là hội tụ yếu đến phần tử x ∈ H, ký hiệu là

xn ⇀ x, nếu

lim
n→∞

⟨xn, y⟩ = ⟨x, y⟩, ∀y ∈ H.

ii) Dãy {xn} trong H được gọi là hội tụ mạnh đến phần tử x ∈ H, ký hiệu

là xn → x, nếu

lim
n→∞

∥xn − x∥ = 0.

Từ tính liên tục của tích vô hướng, ta có thể suy ra nếu xn → x thì xn ⇀ x.

Tuy nhiên, điều ngược lại thì không đúng. Chẳng hạn, xét không gian các dãy

số thực bình phương khả tổng

l2 =

{
x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) | x1, x2, . . . , xn, . . . ∈ R,

∞∑
n=1

x2n < ∞
}
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và dãy {en} ⊂ l2 được cho bởi

en = (0, 0, 0, . . . , 1, 0, . . .),

trong đó tọa độ thứ n bằng 1 và các tọa độ còn lại thì bằng 0. Khi đó, en ⇀ 0 khi

n → ∞. Tuy nhiên dãy {en} không hội tụ mạnh về 0 khi n → ∞, vì ∥en∥ = 1

với mọi n ≥ 1.

Tính compact tương đối yếu của một tập bị chặn trong không gian Hilbert

thực được khẳng định trong mệnh đề sau.

Mệnh đề 1.1.5. [5, Lemma 2.45] Nếu {xn} là dãy bị chặn trong không gian

Hilbert thực H thì dãy {xn} có một dãy con hội tụ yếu.

Mệnh đề 1.1.6 khẳng định hàm chuẩn trong không gian Hilbert thực là nửa

liên tục dưới yếu.

Mệnh đề 1.1.6. [5, Lemma 2.42] Cho H là không gian Hilbert thực. Nếu dãy

{xn} hội tụ yếu đến x ∈ H thì dãy {xn} bị chặn và ∥x∥ ≤ lim inf
n→∞

∥xn∥.

Mệnh đề tiếp theo khẳng định mọi không gian Hilbert thực H đều có tính

chất Kadec–Klee.

Mệnh đề 1.1.7. [5, Corollary 2.52] Trong không gian Hilbert thực H, dãy {xn}
hội tụ yếu đến x ∈ H và dãy {∥xn∥} hội tụ đến ∥x∥ khi và chỉ khi dãy {xn} hội

tụ mạnh x ∈ H.

Mệnh đề sau đưa ra một bất đẳng thức quan trọng được sử dụng trong chứng

minh một số định lý hội tụ yếu ở các chương sau của luận án.

Mệnh đề 1.1.8. [20, Theorem 10.1] Cho H là một không gian Hilbert thực và

dãy {xn} hội tụ yếu đến x ∈ H. Khi đó,

lim inf
n→∞

∥xn − x∥ < lim inf
n→∞

∥xn − y∥

với mọi y ∈ H, y ̸= x.

Toán tử tuyến tính bị chặn, chuẩn của toán tử tuyến tính bị chặn và toán tử

liên hợp được xác định như các định nghĩa dưới đây.
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Định nghĩa 1.1.9. Cho H1 và H2 là các không gian Hilbert thực. Một toán tử

T : H1 → H2 được gọi là toán tử tuyến tính nếu

i) T (x+ y) = T (x) + T (y) với mọi x, y ∈ H1;

ii) T (αx) = αT (x) với mọi x ∈ H1 và mọi α ∈ R.

Điều kiện i) và ii) trong Định nghĩa 1.1.9 tương đương với

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y) với mọi x, y ∈ H1 và mọi α, β ∈ R.

Định nghĩa 1.1.10. Toán tử tuyến tính T : H1 → H2 được gọi là bị chặn

nếu tồn tại một hằng số M > 0 sao cho với mọi x ∈ H1 thì

∥Tx∥ ≤ M∥x∥.

Định nghĩa 1.1.11. Cho toán tử tuyến tính bị chặn T : H1 → H2. Chuẩn của

toán tử T, ký hiệu là ∥T∥, được định nghĩa bởi

∥T∥ = sup
∥x∥≠0

∥Tx∥
∥x∥

= sup
∥x∥=1

∥Tx∥ = sup
∥x∥≤1

∥Tx∥.

Định nghĩa 1.1.12. Cho T : H1 → H2 là toán tử tuyến tính bị chặn. Khi đó

toán tử liên hợp T ∗ : H2 → H1 của toán tử T luôn tồn tại duy nhất và được xác

định bởi

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩, ∀x ∈ H1, ∀y ∈ H2.

Nhận xét 1.1.13. [5, Fact 2.25] Toán tử liên hợp T ∗ cũng là toán tử tuyến

tính bị chặn và ∥T ∗∥ = ∥T∥.

1.2 Dưới vi phân của hàm lồi và bài toán cực tiểu phiếm

hàm lồi

1.2.1. Tập lồi và tập đóng

Định nghĩa 1.2.1. Cho C là một tập con khác rỗng của không gian Hilbert

thực H. Tập C được gọi là
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i) tập lồi nếu với mọi x, y ∈ C, mọi λ ∈ [0, 1] ta đều có

λx+ (1− λ)y ∈ C.

ii) tập đóng nếu mọi dãy {xn} ⊂ C hội tụ mạnh đến phần tử x ∈ H thì x ∈ C.

iii) tập đóng yếu nếu mọi dãy {xn} ⊂ C hội tụ yếu đến phần tử x ∈ H

thì x ∈ C.

Ví dụ 1.2.2. Hình cầu đơn vị đóng B = {x ∈ H | ∥x∥ ≤ 1} là một tập lồi,

đóng.

Ví dụ 1.2.3. Cho C là một tập con trong Rn và được xác định bởi

C = {x ∈ Rn | Ax ≤ b},

trong đó A là ma trận cỡ m× n và b là ma trận cỡ m× 1. Khi đó, C là tập lồi,

đóng trong Rn.

Nhận xét 1.2.4. Từ định nghĩa của tập lồi, ta có thể dễ dàng chứng minh một

số tính chất cơ bản dưới đây.

i) Giao của một họ hữu hạn các tập lồi là tập lồi.

ii) Ảnh (nghịch ảnh) của một tập lồi qua một ánh xạ tuyến tính là tập lồi.

iii) Nếu Ci, (i = 1, 2, . . . ,m) là các tập lồi thì

C = λ1C1 + λ2C2 + . . .+ λmCm

là tập lồi với mọi λi ∈ R, (i = 1, 2, . . . ,m).

iv) Bao đóng và phần trong của một tập lồi là tập lồi.

Định nghĩa 1.2.5. Cho x1, x2, . . . , xm là các phần tử trong không gian Hilbert

thực H. Một phần tử x ∈ H được gọi là một tổ hợp lồi của x1, x2, . . . , xm, nếu

tồn tại λi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . ,m) và
m∑
i=1

λi = 1 sao cho x =
m∑
i=1

λixi.

Định nghĩa 1.2.6. Cho C là một tập lồi, khác rỗng trong không gian Hilbert

thực H và x0 ∈ C. Nón pháp tuyến của C tại x0, ký hiệu là NC(x0), được xác

định bởi

NC(x0) := {u ∈ H | ⟨u, x− x0⟩ ≤ 0, ∀x ∈ C}.
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Mệnh đề 1.2.7. [5, Proposition 6.45] Cho C là một tập con lồi, đóng và khác

rỗng của không gian Hilbert thực H và x0 ∈ C. Khi đó, ta có các khẳng định

sau:

i) NC(x0) là một nón lồi, đóng, chứa điểm 0.

ii) Nếu x0 ∈ intC thì NC(x0) = {0}, trong đó intC là phần trong của tập C.

Mối liên hệ giữa tập lồi, đóng và tập đóng yếu được thể hiện trong mệnh

đề sau.

Mệnh đề 1.2.8. [5, Theorem 3.34] Nếu C là một tập con lồi và đóng của không

gian Hilbert thực H thì C là tập đóng yếu.

Định nghĩa 1.2.9. Giả sử C là một tập con khác rỗng của không gian Hilbert

thực H. Giao của tất cả các tập lồi chứa C được gọi là bao lồi của tập C, và ký

hiệu là coC.

Nhận xét 1.2.10. [5, Definition 3.3] coC là tập lồi nhỏ nhất chứa C. Ngoài

ra, C là tập lồi khi và chỉ khi C = coC.

Mệnh đề 1.2.11. [5, Proposition 3.4] coC trùng với tập tất cả các tổ hợp lồi

của các phần tử trong C, tức là

coC =

{∑
i∈I

αixi | I là tập hữu hạn, xi ∈ C, αi ≥ 0,
∑
i∈I

αi = 1

}
.

1.2.2. Phép chiếu mê tric

Trong mục này, chúng tôi đề cập đến phép chiếu mê tric, ánh xạ không giãn

và một số tính chất cơ bản. Trước hết ta có mệnh đề dưới đây.

Mệnh đề 1.2.12. [1, Corollary 2.10.9] Cho H là một không gian Hilbert thực,

C là một tập lồi, đóng và khác rỗng của H. Khi đó với mỗi x ∈ H, tồn tại duy

nhất phần tử x0 ∈ C sao cho

∥x− x0∥ = min
y∈C

∥x− y∥.

Từ mệnh đề trên, ta có định nghĩa dưới đây về phép chiếu mê tric.
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Định nghĩa 1.2.13. Cho C là một tập con lồi, đóng và khác rỗng trong không

gian Hilbert thực H. Ánh xạ PC : H → C được xác định bởi

∥x− PCx∥ = min
y∈C

∥x− y∥

được gọi là phép chiếu mê tric từ H lên C.

Ví dụ 1.2.14. Trong không gian Hilbert thực H, ta xét phép chiếu mê tric PC

với một số trường hợp của tập con C.

i) C là siêu phẳng C = {x ∈ H | ⟨u, x⟩ = a}, trong đó u ∈ H, u ̸= 0 và

a ∈ R. Khi đó,

PCx = x− ⟨u, x⟩ − a

∥u∥2
u với mọi x ∈ H.

ii) C là nửa không gian Hu,a = {x ∈ H | ⟨u, x⟩ ≤ a}, trong đó u ∈ H, u ̸= 0

và a ∈ R. Khi đó,

PHu,ax = x−max

{
⟨u, x⟩ − a

∥u∥2
, 0

}
u với mọi x ∈ H.

iii) C là hình hộp trong không gian H = Rn, được cho bởi

Box[a, b] = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | a ≤ x ≤ b}

với a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Rn.

Khi đó, với mỗi x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, PBox[a,b]x = p = (p1, p2, . . . , pn),

trong đó

pi = min
{
bi,max{xi, ai}

}
, i = 1, 2, . . . , n.

iv) C là hình cầu B[p, q] = {x ∈ H | ∥x− p∥ ≤ q}, q > 0. Khi đó,

PB[p,q]x = p+
q

max{∥x− p∥, q}
(x− p)

với mọi x ∈ H.

Đặc trưng của phép chiếu mê tric được cho bởi mệnh đề dưới đây.
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Mệnh đề 1.2.15. [5, Theorem 3.16 (Projection theorem)] Cho C là một tập

con lồi, đóng và khác rỗng của không gian Hilbert thực H. Điều kiện cần và đủ

để ánh xạ PC : H → C là phép chiếu mê tric từ H lên C là

⟨x− PCx, y − PCx⟩ ≤ 0, (1.1)

với mọi x ∈ H và y ∈ C.

Tiếp theo là một số tính chất khác của phép chiếu mê tric.

Mệnh đề 1.2.16. Cho H là không gian Hilbert thực và C là tập con lồi, đóng

và khác rỗng của H. Khi đó với mọi x, y ∈ H, ta có

i) ⟨x− y, PCx− PCy⟩ ≥ ∥PCx− PCy∥2;

ii) ⟨x− y, (I − PC)x− (I − PC)y⟩ ≥ ∥(I − PC)x− (I − PC)y∥2.

Chứng minh. i) Từ (1.1) suy ra

⟨x− PCx, PCy − PCx⟩ ≤ 0,∀x, y ∈ H.

⟨y − PCy, PCx− PCy⟩ ≤ 0, ∀x, y ∈ H.

Cộng tương ứng hai vế của các bất đẳng thức trên ta nhận được điều phải

chứng minh.

ii) Với mọi x, y ∈ H, từ i) ta có

∥(I − PC)x− (I − PC)y∥2

= ∥x− y + PCy − PCx∥2

= ∥x− y∥2 + ∥PCx− PCy∥2 + 2⟨x− y, PCy − PCx⟩

= ∥x− y∥2 + ∥PCx− PCy∥2 − 2⟨x− y, PCx− PCy⟩

≤ ∥x− y∥2 − ⟨x− y, PCx− PCy⟩

= ⟨x− y, (I − PC)x− (I − PC)y⟩.

Mệnh đề được chứng minh.

Mệnh đề dưới đây được suy ra từ Mệnh đề 1.2.16 i) và bất đẳng thức

Cauchy–Schwarz.
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Mệnh đề 1.2.17. [1, Proposition 2.10.15] Cho C là một tập con lồi, đóng và

khác rỗng của không gian Hilbert thực H và PC là một phép chiếu mê tric từ H

lên C. Khi đó với mọi x, y ∈ H ta có

∥PCx− PCy∥ ≤ ∥x− y∥.

Mệnh đề dưới đây cho ta một tính chất đẹp liên quan đến phép chiếu mê

tric. Tính chất này là quen thuộc khi ta xem xét nó trên không gian hữu hạn

chiều (trong tam giác tù, bình phương độ dài cạnh tương ứng với góc tù luôn

lớn hơn tổng bình phương hai cạnh còn lại).

Mệnh đề 1.2.18. Cho C là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của không gian

Hilbert thực H và PC là một phép chiếu mê tric từ H lên C. Khi đó, với mọi

x ∈ H và y ∈ C ta có

∥x− PCx∥2 + ∥y − PCx∥2 ≤ ∥x− y∥2. (1.2)

Chứng minh. Với mọi x ∈ H, y ∈ C, từ (1.1) ta có

∥x− y∥2 = ∥x− PCx− (y − PCx)∥2

= ∥x− PCx∥2 − 2⟨x− PCx, y − PCx⟩+ ∥y − PCx∥2

≥ ∥x− PCx∥2 + ∥y − PCx∥2.

Mệnh đề được chứng minh.

1.2.3. Hàm lồi

Định nghĩa 1.2.19. Cho hàm f : H → (−∞, ∞] với H là không gian Hilbert

thực. Khi đó,

i) Tập hợp dom f = {x ∈ H | f(x) < ∞} được gọi là miền hữu hiệu của hàm

f.

ii) Tập hợp epi f = {(x, α) ∈ H × R | f(x) ≤ α} được gọi là trên đồ thị của

hàm f.

Nếu dom f ̸= ∅ thì f được gọi là hàm chính thường.
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Định nghĩa 1.2.20. Cho f : H → (−∞,∞] là một hàm số thực trên không

gian Hilbert thực H. Ta nói f là một hàm lồi trên H nếu trên đồ thị epi f là

một tập lồi trên H × R.

Mệnh đề 1.2.21. [5, Proposition 8.4] Hàm f : H → (−∞,∞] là hàm lồi trên

không gian Hilbert thực H khi và chỉ khi với mọi x ∈ dom f , y ∈ dom f và

λ ∈ (0, 1), ta có

f(λx+ (1− λy)) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Ví dụ 1.2.22. Cho C là một tập lồi của không gian Hilbert thực H.

i) Hàm chỉ của C xác định bởi

iC(x) =

0 nếu x ∈ C,

∞ nếu x /∈ C

là một hàm lồi.

ii) Hàm f(x) = ∥x∥ với mọi x ∈ H là một hàm lồi.

iii) Hàm f(x) = ∥x∥2 với mọi x ∈ H là một hàm lồi.

iv) Hàm khoảng cách từ điểm x ∈ H tới C với C là tập lồi và khác rỗng, được

xác định bởi

dC(x) = inf
u∈C

∥x− u∥

là một hàm lồi trên H.

v) Hàm d2C(x) là hàm lồi trên H.

Từ định nghĩa của hàm lồi ta dễ dàng chứng minh được tính lồi được bảo

toàn qua một số phép toán cơ bản được thể hiện trong mệnh đề sau đây.

Mệnh đề 1.2.23. Cho f, fi : H → (−∞,∞] với i = 1, 2, . . . ,m, là các hàm lồi

trên H. Khi đó

i) (λf)(x) = λf(x) là một hàm lồi với λ > 0.

ii) Hàm tổng
m∑
i=1

fi(x) = f1(x) + f2(x) + . . .+ fm(x) là hàm lồi.

iii) Hàm g(x) = ( max
1≤i≤m

fi)(x) = max{fi(x) | i = 1, 2, . . . ,m} là một hàm lồi.
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1.2.4. Đạo hàm và dưới vi phân của hàm lồi

Định nghĩa 1.2.24. Cho hàm f : H → (−∞,∞] và x0 ∈ H. Khi đó,

i) Hàm f được gọi là khả vi Fréchet tại điểm x0 nếu tồn tại một phần tử

v ∈ H sao cho

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− ⟨v, h⟩
∥h∥

= 0, h ∈ H, h ̸= 0.

Trong trường hợp này, phần tử v nếu tồn tại, là duy nhất và được gọi là

đạo hàm Fréchet của f tại x0, được ký hiệu bởi f ′
F (x0) hoặc ∇f(x0).

ii) Hàm f được gọi là khả vi Gâteaux tại điểm x0 nếu tồn tại một phần tử

v ∈ H sao cho với mỗi d ∈ H ta có

lim
t→0

f(x0 + td)− f(x0)− t⟨v, d⟩
t

= 0, t ∈ R, t ̸= 0.

Trong trường hợp này, phần tử v nếu tồn tại, là duy nhất và được gọi là

đạo hàm Gâteaux của f tại x0, được ký hiệu bởi f ′
G(x0).

Chú ý 1.2.25. Nếu hàm f khả vi Fréchet tại x0 thì nó khả vi Gâteaux tại x0

và f ′
G(x0) = ∇f(x0).

Ví dụ 1.2.26. Cho H1 và H2 là hai không gian Hilbert thực và T : H1 → H2

là một toán tử tuyến tính bị chặn. Cho Q là một tập con lồi và đóng của H2.

Xét hàm f : H1 → (−∞,∞] xác định bởi

f(x) =
1

2
∥(I − PQ)Tx∥2 với mọi x ∈ H1.

Khi đó, f khả vi Fréchet tại mọi x ∈ H và ∇f(x) = T ∗(I − PQ)Tx.

Thật vậy, lấy bất kỳ x0 ∈ H và đặt v = T ∗(I − PQ)Tx0. Khi đó, với mọi

h ∈ H, ta có

f(x0 + h)− f(x0)− ⟨v, h⟩

=
1

2
∥(I − PQ)T (x0 + h)∥2 − 1

2
∥(I − PQ)Tx0∥2 − ⟨v, h⟩

=
1

2
(∥T (x0 + h)− PQT (x0 + h)∥2 − ∥Tx0 − PQTx0∥2)− ⟨v, h⟩
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≤ 1

2
(∥T (x0 + h)− PQTx0∥2 − ∥Tx0 − PQTx0∥2)− ⟨v, h⟩

=
1

2
(∥(I − PQ)Tx0 + Th∥2 − ∥Tx0 − PQTx0∥2)− ⟨v, h⟩

=
1

2
(∥(I − PQ)Tx0∥2 + ∥Th∥2 − ∥(I − PQ)Tx0∥2)

+ ⟨(I − PQ)Tx0, Th⟩ − ⟨v, h⟩

=
1

2
∥Th∥2 + ⟨T ∗(I − PQ)Tx0, h⟩ − ⟨v, h⟩

=
1

2
∥Th∥2 + ⟨v, h⟩ − ⟨v, h⟩

=
1

2
∥Th∥2.

Ta lại có

f(x0)−f(x0 + h) + ⟨v, h⟩

=
1

2
∥(I − PQ)Tx0∥2 −

1

2
∥(I − PQ)T (x0 + h)∥2 + ⟨v, h⟩

=
1

2
(∥Tx0 − PQTx0∥2 − ∥(I − PQ)T (x0 + h)∥2) + ⟨v, h⟩

≤ 1

2
(∥Tx0 − PQT (x0 + h)∥2 − ∥(I − PQ)T (x0 + h)∥2) + ⟨v, h⟩

=
1

2
(∥Tx0 + Th− PQT (x0 + h)− Th∥2)− ∥(I − PQ)T (x0 + h)∥2) + ⟨v, h⟩

=
1

2
(∥(I − PQ)T (x0 + h)∥2 + ∥Th∥2 − ∥(I − PQ)T (x0 + h)∥2)

− ⟨(I − PQ)T (x0 + h), Th⟩+ ⟨v, h⟩

=
1

2
∥Th∥2 − ⟨(I − PQ)T (x0 + h), Th⟩+ ⟨v, h⟩

=
1

2
∥Th∥2 − ⟨(I − PQ)T (x0 + h), Th⟩+ ⟨(I − PQTx0, Th⟩

=
1

2
∥Th∥2 + ⟨PQT (x0 + h)− PQTx0 − Th, Th⟩

=
1

2
∥Th∥2 + ⟨PQT (x0 + h)− PQTx0, Th⟩ − ⟨Th, Th⟩

≤ 1

2
∥Th∥2 + ∥PQT (x0 + h)− PQTx0∥.∥Th∥ − ∥Th∥2

=
1

2
∥Th∥2.

Kết hợp các đánh giá trên, ta nhận được

| f(x0 + h)− f(x0)− ⟨v, h⟩ |≤ 1

2
∥Th∥2 ≤ 1

2
∥T∥2.∥h∥2.
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Suy ra
| f(x0 + h)− f(x0)− ⟨v, h⟩ |

∥h∥
≤ 1

2
∥T∥2.∥h∥ → 0

khi h → 0.

Do đó lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− ⟨v, h⟩
∥h∥

= 0. Điều này có nghĩa là f khả vi Fréchet

tại mọi x ∈ H và ∇f(x) = T ∗(I − PQ)Tx.

Định nghĩa 1.2.27. Cho hàm f : H → (−∞,∞] là một hàm lồi. Dưới vi phân

của f là toán tử đa trị ∂f : H → 2H và được xác định bởi

∂f(x) := {v ∈ H | f(y)− f(x) ≥ ⟨v, y − x⟩, ∀y ∈ H}

với mọi x ∈ H. Hàm f được gọi là khả dưới vi phân tại x ∈ H nếu ∂f(x) ̸= ∅
và mỗi phần tử của ∂f(x) được gọi là dưới gradient của f tại x.

Ví dụ 1.2.28. Hàm chỉ iC của tập lồi C có dưới vi phân tại mỗi điểm x0 ∈ C là

∂iC(x0) = {p | ⟨p, x− x0⟩ ≤ 0, ∀x ∈ C} = NC(x0).

Mệnh đề 1.2.29. [5, Proposition 17.31] Nếu f : H → (−∞,∞] là hàm lồi,

chính thường, khả vi Gâteaux tại x0 ∈ H với đạo hàm Gâteaux tại x0 là f ′
G(x0).

Khi đó

∂f(x0) = {f ′
G(x0)}.

Mệnh đề 1.2.30. [5, Proposition 16.6] Cho hàm f : H → (−∞,+∞] là một

hàm lồi, chính thường và λ ∈ R+. Khi đó, với mỗi x ∈ H, ta có ∂(λf)(x) = λ∂f(x).

Dưới đây là nội dung của Định lý Moreau–Rockafellar.

Định lý 1.2.31. [30, Theorem 3.30] Giả sử f1, f2, . . . , fm là các hàm lồi, chính

thường trên không gian Hilbert thực H. Khi đó, với mọi x ∈ H, ta có

∂(f1 + f2 + . . .+ fm)(x) ⊃ ∂f1(x) + ∂f2(x) + · · ·+ ∂fm(x).

Ngoài ra, nếu tại điểm x† ∈
m⋂
i=1

domfi, tất cả các hàm f1, f2, . . . , fm liên tục (có

thể trừ ra một hàm) thì

∂(f1 + f2 + · · ·+ fm)(x) = ∂f1(x) + ∂f2(x) + · · ·+ ∂fm(x).
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Mệnh đề 1.2.32. Cho fi : H → (−∞,∞], i = 1, 2, . . . , N là các hàm lồi. Khi

đó, với x† ∈
N⋂
i=1

dom fi, ta có

∂( max
i=1,2,...,N

fi)(x
†) ⊇ co{

⋃
i∈I(x†)

∂fi(x
†)},

trong đó I(x†) := {i ∈ {1, 2, . . . , N}
∣∣ fi(x†) = ( max

i=1,2,...,N
fi)(x

†)}.

Chứng minh. Đặt h(x) = ( max
i=1,2,...,N

fi)(x) với mọi x ∈ H. Giả sử v là một phần

tử bất kì sao cho v ∈ co{∪i∈I(x†)∂fi(x
†)}. Khi đó tồn tại λi ≥ 0 và vi ∈ ∂fi(x

†)

với i ∈ I(x†) sao cho
∑

i∈I(x†)

λi = 1 và

v =
∑

i∈I(x†)

λivi, vi ∈ ∂fi(x
†).

Từ định nghĩa của dưới vi phân, với mọi x ∈ H, ta thu được

⟨v, x− x†⟩ =
∑

i∈I(x†)

λi⟨vi, x− x†⟩

≤
∑

i∈I(x†)

λi(fi(x)− fi(x
†))

=
∑

i∈I(x†)

λifi(x)−
∑

i∈I(x†)

λifi(x
†)

≤
∑

i∈I(x†)

λi max
i=1,2,...,N

fi(x)− max
i=1,2,...,N

fi(x
†)

= max
i=1,2,...,N

fi(x)− max
i=1,2,...,N

fi(x
†)

= h(x)− h(x†).

Điều này dẫn đến bất đẳng thức

⟨v, x− x†⟩ ≤ h(x)− h(x†).

Do đó ta nhận được v ∈ ∂h(x†) = ∂( max
i=1,2,...,N

fi)(x
†).

Vậy ∂h(x†) = ∂( max
i=1,2,...,N

fi)(x
†) ⊇ co{∪i∈I(x†)∂fi(x

†)}.

Mệnh đề được chứng minh.
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1.2.5. Bài toán cực tiểu phiếm hàm lồi

Xét bài toán cực tiểu không ràng buộc sau

min
x∈H

f(x), (1.3)

trong đó H là không gian Hilbert thực và f : H → (−∞,∞] là hàm chính

thường (gọi là hàm mục tiêu).

Định nghĩa 1.2.33. Một phần tử x† ∈ H được gọi là:

i) Điểm cực tiểu toàn cục nếu f(x†) ≤ f(x) với mọi x ∈ H;

ii) Điểm cực tiểu địa phương nếu tồn tại một số δ > 0 sao cho f(x†) ≤ f(x)

với mọi x ∈ H thỏa mãn ∥x− x†∥ < δ.

Mệnh đề 1.2.34. [5, Proposition 11.4] Nếu f : H → (−∞,∞] là hàm lồi,

chính thường thì mỗi điểm cực tiểu địa phương của f là điểm cực tiểu toàn cục.

Mệnh đề 1.2.35. [5, Theorem 16.3 (Fermat’s rule)] Cho f : H → (−∞,∞]

là hàm lồi, chính thường, khả dưới vi phân. Khi đó, x† là điểm cực tiểu toàn cục

của Bài toán (1.3) khi và chỉ khi 0 ∈ ∂f(x†).

Tiếp theo, xét bài toán cực tiểu có ràng buộc

min
x∈C

f(x), (1.4)

trong đó f : H → (−∞,∞] và C là tập con khác rỗng của không gian Hilbert

thực H (được gọi là tập ràng buộc).

Ta có mệnh đề dưới đây về điều kiện tối ưu cho bài toán cực tiểu phiếm hàm

lồi có ràng buộc.

Mệnh đề 1.2.36. [30, Proposition 3.61] Cho C ⊆ H là tập con lồi, đóng và

khác rỗng của không gian Hilbert thực H và f : H → (−∞,∞] là một hàm lồi,

chính thường và nửa liên tục dưới trên H. Giả sử f liên tục tại một điểm nào

đó trên C hoặc có một điểm trong của C tại đó giá trị của f là hữu hạn. Khi

đó x† là một điểm cực tiểu của bài toán tối ưu có ràng buộc (1.4) khi và chỉ khi

0 ∈ ∂f(x†) +NC(x
†).
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1.3 Ánh xạ không giãn

Định nghĩa 1.3.1. Cho C là một tập con khác rỗng của không gian Hilbert

thực H và ánh xạ S : C → H. Khi đó, ánh xạ S được gọi là:

i) L-liên tục Lipschitz trên C nếu tồn tại hằng số L ≥ 0 sao cho

∥S(x)− S(y)∥ ≤ L∥x− y∥, ∀x, y ∈ C.

ii) co nếu nó là ánh xạ L-liên tục Lipschitz với hệ số L ∈ [0, 1).

iii) không giãn nếu nó là ánh xạ L-liên tục Lipschitz với hệ số L = 1, tức là

∥S(x)− S(y)∥ ≤ ∥x− y∥, ∀x, y ∈ C.

Định nghĩa 1.3.2. Phần tử x ∈ C được gọi là một điểm bất động của ánh xạ

không giãn S : C → H nếu S(x) = x. Tập tất cả các điểm bất động của S được

ký hiệu là Fix(S).

Ví dụ 1.3.3. Nếu C là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của không gian

Hilbert thực H thì PC là một ánh xạ không giãn và tập điểm bất động của phép

chiếu mê tric PC chính là tập C, tức là Fix(PC) = C.

Thật vậy, với mọi x ∈ H, y ∈ H ta có

∥(x− y)− (PCx− PCy)∥2 = ∥x− y∥2 + ∥PCx− PCy∥2 − 2⟨x− y, PCx− PCy⟩.

Từ Mệnh đề 1.2.16 i), ta có

∥(x− y)− (PCx− PCy)∥2 ≤ ∥x− y∥2 − ∥PCx− PCy∥2.

Do đó ∥PCx− PCy∥2 ≤ ∥x− y∥2 với mọi x ∈ H, y ∈ H. Vậy PC là một ánh xạ

không giãn.

Mặt khác, theo (1.2) ta suy ra ⟨x−PCx, x−PCx⟩ ≤ 0,∀x ∈ C điều này tương

đương ∥x− PCx∥2 ≤ 0. Do đó ∥x− PCx∥ = 0,∀x ∈ C, tức là x = PCx,∀x ∈ C.

Vậy FixPC = C.

Tính lồi và đóng của tập điểm bất động của ánh xạ không giãn S được trình

bày trong mệnh đề dưới đây.
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Mệnh đề 1.3.4. [5, Corollary 4.24] Cho C là tập con lồi, đóng và khác rỗng

của không gian Hilbert thực H và S : C → H là một ánh xạ không giãn. Khi đó

Fix(S) là tập lồi và đóng.

Tính nửa đóng của ánh xạ I − S khi S là ánh xạ không giãn được phát biểu

trong mệnh đề sau.

Mệnh đề 1.3.5. [5, Theorem 4.27] Cho C là tập con lồi, đóng của không gian

Hilbert thực H và S : C → C là ánh xạ không giãn. Khi đó I − S là nửa

đóng, tức là với bất kỳ dãy {xn} trong C hội tụ yếu đến phần tử x ∈ C và dãy

{(I − S)xn} hội tụ mạnh đến y thì ta có (I − S)(x) = y.

1.4 Một số bổ đề bổ trợ

Để chứng minh các kết quả chính của luận án, chúng tôi cần sử dụng 3 bổ

đề sau đây.

Bổ đề 1.4.1. [57, Lemma 2.5] Cho {sn} là một dãy không âm, {αn} là một

dãy trong (0, 1) và {cn} là một dãy số thực thỏa mãn hai điều kiện sau:

i) sn+1 ≤ (1− αn)sn + αncn.

ii)
∞∑
n=0

αn = ∞, lim sup
n→∞

cn ≤ 0.

Khi đó, limn→∞ sn = 0.

Bổ đề 1.4.2. [26, Lemma 3.1] Cho {sn} là một dãy số thực không giảm theo

nghĩa là tồn tại một dãy con {snk
} sao cho

snk
≤ snk+1, ∀k ≥ 0.

Cho một dãy số nguyên {τ(n)} với n > n0 được xác định bởi

τ(n) := max{n0 ≤ k ≤ n | sk < sk+1}.

Khi đó τ(n) → ∞ khi n → ∞ và với mọi n > n0, ta có

max{sτ(n), sn} ≤ sτ(n)+1.
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Bổ đề 1.4.3. [34, Lemma 2.6] Cho {sn} là một dãy không âm, {αn} là một dãy

trong khoảng (0, 1) sao cho
∞∑
n=1

αn = ∞ và cho {bn} là một dãy số thực thỏa mãn

sn+1 ≤ (1− αn)sn + αnbn, ∀n ≥ 1.

Nếu lim sup
k→∞

bnk
≤ 0 với mọi dãy con {snk

} của dãy {sn} thỏa mãn điều kiện

lim inf
k→∞

(snk+1 − snk
) ≥ 0 thì lim

n→∞
sn = 0.
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Chương 2

Bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu và đề xuất một số phương pháp lặp

xấp xỉ nghiệm bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra trong các không

gian Hilbert thực dựa trên tiếp cận tối ưu lồi có ràng buộc ứng với các hàm mục

tiêu khác nhau. Bố cục của chương được chia làm hai mục. Mục 2.1 trình bày

việc xây dựng thuật toán và chứng minh sự hội tụ của các dãy lặp thu được.

Mục 2.2 trình bày một áp dụng cho bài toán chấp nhận tách tổng quát và đưa

ra một số ví dụ số minh họa. Nội dung của chương được viết trên cơ sở các bài

báo (CT1) và (CT2) trong Danh mục các công trình đã công bố liên quan đến

luận án.

2.1 Tiếp cận tối ưu giải bài toán chấp nhận tách với nhiều

tập đầu ra

Để tiện cho việc trình bày, chúng tôi phát biểu lại bài toán chấp nhận tách với

nhiều tập đầu ra đã đề cập trong phần Mở đầu: Cho H và Hi, (i = 1, 2, . . . , N)

là các không gian Hilbert thực; Ti : H → Hi, (i = 1, 2, . . . , N) là các toán tử

tuyến tính bị chặn; C ⊆ H và Qi ⊆ Hi tương ứng là các tập con lồi, đóng và

khác rỗng của các không gian Hilbert thực H và Hi, (i = 1, 2, . . . , N).

Tìm phần tử x† ∈ C sao cho Tix
† ∈ Qi, ∀i = 1, 2, . . . , N. (2.1)

Ký hiệu ΩSFPMOS là tập nghiệm của Bài toán (2.1), tức là

ΩSFPMOS = {x† ∈ C | Tix
† ∈ Qi, ∀i = 1, 2, . . . , N}.

Trong chương này, chúng tôi luôn giả thiết ΩSFPMOS ̸= ∅.
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2.1.1 Tiếp cận tối ưu thứ nhất

Xét hàm g : H → R được cho bởi

g(x) :=
1

2

N∑
i=1

∥(I − PQi)Tix∥2, ∀x ∈ H.

Ta thấy g là một hàm lồi trên H. Ngoài ra, dễ thấy Bài toán (2.1) tương đương

với bài toán tối ưu có ràng buộc:

min
x∈C

g(x).

Do đó, theo Mệnh đề 1.2.36, x† là nghiệm của Bài toán (2.1) khi và chỉ khi

0 ∈ ∇g(x†) +NC(x
†).

Theo Ví dụ 1.2.26, điều này tương đương với

0 ∈
N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tix

† +NC(x
†).

Từ định nghĩa của nón pháp tuyến và đặc trưng của phép chiếu mê tric (Mệnh

đề 1.2.15), bao hàm thức này tương đương với

x† = PC

[
x† − γ

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tix

†], (2.2)

trong đó γ là một số thực dương. Đẳng thức (2.2) chỉ ra rằng phần tử x† là

nghiệm của Bài toán (2.1) khi và chỉ khi nó là điểm bất động của ánh xạ

S : H → H được xác định bởi

S := PC

[
I − γ

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Ti

]
.

Từ phân tích này, chúng tôi nghiên cứu và đề xuất thuật toán sau đây xấp

xỉ nghiệm Bài toán (2.1).
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Thuật toán 2.1.1.

Bước 0. – Với xấp xỉ ban đầu x0 ∈ C tùy ý;

– Cỡ bước {γn} thỏa mãn điều kiện

0 < a ≤ γn ≤ b <
2

N maxi=1,N{∥Ti∥2}
, n ≥ 0. (γ1)

Đặt n := 0.

Bước 1. Tính

xn+1 = PC

[
xn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn

]
. (2.3)

Bước 2. Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Ta có kết quả sau đây.

Định lý 2.1.1. Dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán 2.1.1 hội tụ yếu đến

một nghiệm của Bài toán (2.1).

Chứng minh. Trước hết, ta chứng minh dãy {xn} được sinh bởi Thuật toán 2.1.1

là bị chặn và lim
n→∞

∥Tixn − PQiTixn∥ = 0 với mọi i = 1, 2, . . . , N .

Thật vậy, với mỗi p ∈ ΩSFPMOS ta có p ∈ C và Tip ∈ Qi, (i = 1, 2, . . . , N).

Do đó PQiTip = Tip, i = 1, 2, . . . , N . Từ tính chất không giãn của ánh xạ PC

(Mệnh đề 1.2.17) và bất đẳng thức Cauchy–Schwarz, ta nhận được

∥xn+1 − p∥2 = ∥PC [xn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn]− p∥2

= ∥PC [xn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn]− PCp∥2

≤ ∥xn − p− γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn∥2

= ∥xn − p∥2 − 2γn⟨xn − p,

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn⟩

+ γ2n∥
N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn]∥2
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≤ ∥xn − p∥2 − 2γn⟨xn − p,

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn⟩

+ γ2nN

N∑
i=1

∥T ∗
i (I − PQi)Tixn]∥2

≤ ∥xn − p∥2 − 2γn⟨xn − p,

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn⟩

+ γ2nN

N∑
i=1

∥Ti∥2.∥(I − PQi)Tixn]∥2

≤ ∥xn − p∥2 − 2γn⟨xn − p,

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn⟩

+ γ2nN max
1,2,...,N

{∥Ti∥2}
N∑
i=1

∥(I − PQi)Tixn∥2. (2.4)

Mặt khác, từ định nghĩa toán tử liên hợp, Mệnh đề 1.2.16 ii) và đẳng thức

PQiTip = Tip, i = 1, 2, . . . , N, ta lại có

⟨xn − p,

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn⟩

=
N∑
i=1

⟨xn − p, T ∗
i (I − PQi)Tixn⟩

=
N∑
i=1

⟨Tixn − Tip, (I − PQi)Tixn − (I − PQi)Tip⟩

≥
N∑
i=1

∥Tixn − PQiTixn∥2. (2.5)

Từ (2.4) và (2.5) suy ra

∥xn+1−p∥2≤∥xn−p∥2+γn
(
γnN max

1,2,...,N
{∥Ti∥2}−2

) N∑
i=1

∥Tixn−PQiTixn∥2. (2.6)

Điều kiện (γ1) dẫn đến

∥xn+1 − p∥ ≤ ∥xn − p∥ ≤ · · · ≤ ∥x0 − p∥.
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Do đó, {∥xn − p∥} là dãy giảm và bị chặn dưới và vì thế tồn tại giới hạn hữu

hạn lim
n→∞

∥xn − p∥. Mặt khác, từ (2.6) ta thấy

0 ≤ γn(2− γnN max
1,2,...,N

{∥Ti∥2})
N∑
i=1

∥Tixn − PQiTixn∥2

≤ ∥xn − p∥2 − ∥xn+1 − p∥2 → 0.

Kết hợp với điều kiện (γ1), ta nhận được

lim
n→∞

∥Tixn − PQiTixn∥ = 0, i = 1, 2, . . . , N. (2.7)

Tiếp theo, vì dãy {xn} bị chặn nên tồn tại một dãy con {xnk
} của {xn} sao cho

xnk
⇀ q khi k → ∞. Ngoài ra, dễ thấy C là tập đóng yếu vì C là một tập con

lồi, đóng của H. Vì {xnk
} ⊂ C và xnk

⇀ q nên theo tính chất của tập đóng yếu

C, ta có q ∈ C. Hơn nữa, vì Ti là toán tử tuyến tính bị chặn nên Tixnk
⇀ Tiq,

i = 1, 2, . . . , N . Sử dụng (2.7), nguyên lý nửa đóng (Mệnh đề 1.3.5) ta thu được

Tiq − PQiTiq = 0, tức là Tiq ∈ Qi với mọi i = 1, 2, . . . , N . Vì vậy, q ∈ Ω SFPMOS,

nghĩa là q là một nghiệm của Bài toán (2.1).

Giả sử {xnm} là một dãy con khác của dãy {xn} sao cho xnm ⇀ q với q ̸= q.

Bằng cách lập luận hoàn toàn tương tự như trên, chúng ta cũng nhận được

q ∈ ΩSFPMOS. Sử dụng Mệnh đề 1.1.8 và sự tồn tại giới hạn hữu hạn lim
n→∞

∥xn−p∥
với mỗi p ∈ Ω SFPMOS, ta có

lim
n→∞

∥xn − q∥ = lim inf
k→∞

∥xnk
− q∥

< lim inf
k→∞

∥xnk
− q∥ = lim

n→∞
∥xn − q∥

= lim inf
m→∞

∥xnm − q∥ < lim inf
m→∞

∥xnm − q∥ = lim
n→∞

∥xn − q∥.

Điều này là vô lý. Do đó, ta suy ra xn ⇀ q khi n → ∞.

Định lý được chứng minh.

Nhận xét 2.1.2. i) Khi N = 1, H = Rn, Thuật toán 2.1.1 trở thành thuật

toán CQ của Byrne [8] đề xuất năm 2002 giải Bài toán (SFP);

ii) Khi N = 1, Thuật toán 2.1.1 trở thành thuật toán xác định bởi dãy lặp 0.1

của Xu đề xuất năm 2010 để giải Bài toán (SFP) trong không gian Hilbert

thực vô hạn chiều.
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Để thu được sự hội tụ mạnh, chúng tôi kết hợp Thuật toán 2.1.1 với phương

pháp lặp Halpern. Ta có thuật toán sau đây.

Thuật toán 2.1.2.

Bước 0. – Cho trước x0, u ∈ C.

– Cỡ bước {γn} thỏa mãn điều kiện (γ1);

– Tham số {αn} thỏa mãn điều kiện

{αn} ⊂ (0, 1), lim
n→∞

αn = 0,
∞∑
n=0

αn = ∞. (α)

Đặt n := 0.

Bước 1. Tính

xn+1 = αnu+ (1− αn)PC

[
xn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn

]
. (2.8)

Bước 2. Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Sự hội tụ mạnh của Thuật toán 2.1.2 được khẳng định trong định lý dưới đây.

Định lý 2.1.3. Dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán 2.1.2 hội tụ mạnh

về PΩSFPMOS u.

Chứng minh. Trước hết, ta chỉ ra dãy {xn} được sinh bởi Thuật toán 2.1.2 là

bị chặn.

Thật vậy, với mỗi p ∈ ΩSFPMOS, ta có p ∈ C và Tip ∈ Qi,∀i = 1, 2, . . . , N . Vì

thế ta cũng có Tip = PQiTip, i = 1, 2, . . . , N. Từ tính lồi của hàm ∥.∥2, ta đánh

giá được

∥xn+1 − p∥2 = ∥αnu+ (1− αn)PC [xn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn]− p∥2

= ∥αn(u− p) + (1− αn)(PC [xn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn]− p)∥2

≤αn∥u− p∥2+(1− αn)∥PC [xn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn]− p∥2. (2.9)
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Sử dụng lập luận tương tự như trong chứng minh Định lý 2.1.1, ta thu được

∥PC [xn−γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn]− p∥2 ≤ ∥xn − p∥2

+ γn(γnN max
1,2,...,N

{∥Ti∥2} − 2)
N∑
i=1

∥Tixn − PQiTixn∥2. (2.10)

Thay (2.10) vào (2.9) ta nhận được bất đẳng thức sau:

∥xn+1 − p∥2 ≤ (1− αn)∥xn − p∥2 + αn∥u− p∥2

+ (1−αn)γn(γnN max
1,2,...,N

{∥Ti∥2}−2)
N∑
i=1

∥Tixn−PQiTixn∥2. (2.11)

Từ điều kiện (γ1) vào bất đẳng thức (2.11), ta có

∥xn+1 − p∥2 ≤ (1− αn)∥xn − p∥2 + αn∥u− p∥2

≤ max{∥xn − p∥2, ∥u− p∥2}
...

≤ max{∥x0 − p∥2, ∥u− p∥2}.

Vậy dãy {xn} bị chặn.

Tiếp theo, ta chỉ ra dãy {xn} hội tụ mạnh về PΩ SFPMOSu. Thật vậy, nếu đặt

x† := PΩSFPMOSu thì ta có

∥xn+1 − x†∥2 = ⟨xn+1 − x†, xn+1 − x†⟩

= ⟨αn(u−x†) + (1− αn)(PC [xn−γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn]− x†), xn+1−x†⟩

= (1− αn)⟨PC [xn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn]− x†, xn+1 − x†⟩

+ αn⟨u− x†, xn+1 − x†⟩

≤ 1− αn

2
(∥PC [xn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn]− x†∥2 + ∥xn+1 − x†∥2)

+ αn⟨u− x†, xn+1 − x†⟩

≤ 1− αn

2
(∥xn − x†∥2 + ∥xn+1 − x†∥2) + αn⟨u− x†, xn+1 − x†⟩.
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Từ ước lượng trên dẫn đến

2∥xn+1 − x†∥2 ≤ (1− αn)∥xn − x†∥2 + (1− αn)∥xn+1 − x†∥2

+ 2αn⟨u− x†, xn+1 − x†⟩.

Do đó, ta nhận được

(1 + αn)∥xn+1 − x†∥2 ≤ (1− αn)∥xn − x†∥2 + 2αn⟨u− x†, xn+1 − x†⟩.

Hơn nữa, vì ∥xn+1 − x†∥2 ≤ (1 + αn)∥xn+1 − x†∥2 nên

∥xn+1 − x†∥2 ≤ (1− αn)∥xn − x†∥2 + 2αn⟨u− x†, xn+1 − x†⟩. (2.12)

Nếu đặt sn := ∥xn − x†∥2 ≥ 0 và cn := 2⟨u − x†, xn+1 − x†⟩ thì bất đẳng thức

(2.12) có thể viết thành

sn+1 ≤ (1− αn)sn + αncn. (2.13)

Bây giờ ta sẽ chỉ ra sn → 0 khi n → ∞ bằng cách xét 2 trường hợp có thể xảy

ra như sau.

Trường hợp 1. Dãy {sn} giảm theo nghĩa tồn tại một số tự nhiên N0 sao cho

{sn} là một dãy giảm với mọi n ≥ N0. Khi đó, từ tính bị chặn của {sn} suy ra

dãy {sn} hội tụ. Trong (2.11), thay p = x† ∈ ΩSFPMOS, ta nhận được

∥xn+1 − x†∥2 ≤ (1− αn)∥xn − x†∥2 + αn∥u− x†∥2

+ (1− αn)γn(γnN max
1,2,...,N

{∥Ti∥2} − 2)
N∑
i=1

∥Tixn − PQiTixn∥2.

Từ bất đẳng thức này suy ra

(1−αn)γn(2− γnN max
1,2,...,N

{∥Ti∥2})
N∑
i=1

∥Tixn − PQiTixn∥2

≤ ∥xn − x†∥2 − ∥xn+1 − x†∥2 + αn(∥u− x†∥2 − ∥xn − x†∥2) → 0.

Sử dụng các điều kiện đặt lên các dãy {αn} và {γn}, ta thu được

lim
n→∞

∥Tixn − PQiTixn∥ = 0, i = 1, 2, . . . , N. (2.14)
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Vì {xn} ⊂ C nên xn = PCxn. Ngoài ra, ta chú ý rằng

∥xx+1−xn∥ = ∥αnu+ (1− αn)PC [xn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn]− xn∥

≤ αn∥xn − u∥+ (1− αn)∥PC [xn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn]− PCxn∥

≤ αn∥xn − u∥+ (1− αn)γn∥
N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn]∥

≤ αn∥xn − u∥+ (1− αn)γn

N∑
i=1

∥Ti∥∥Tixn − PQiTixn∥.

Kết hợp bất đẳng thức này với điều kiện lim
n→∞

αn = 0 và (2.14), ta nhận được

lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = 0. (2.15)

Tiếp theo ta sẽ chứng minh lim sup
n→∞

cn ≤ 0. Giả sử {xnk
} là một dãy con của dãy

{xn} sao cho

lim sup
n→∞

cn = 2 lim sup
n→∞

⟨u− x†, xn+1 − x†⟩

= 2 lim sup
n→∞

⟨u− x†, xn − x†⟩ (theo (2.15))

= lim
k→∞

⟨u− x†, xnk
− x†⟩.

Vì {xnk
} bị chặn nên cũng tồn tại một dãy con {xnkl

} của {xnk
} sao cho

xnkl
⇀ x∗. Không mất tính tổng quát, ta giả sử rằng xnk

⇀ x∗. Sử dụng

(2.14), {xn} ⊂ C và lập luận tương tự như chứng minh Định lý 2.1.1 ta cũng có

x∗ ∈ ΩSFPMOS. Ngoài ra, vì x† = PΩSFPMOSu nên áp dụng bất đẳng thức (1.1) ta

nhận được

lim sup
n→∞

cn = lim sup
n→∞

⟨u− x†, xnk
− x†⟩ = ⟨u− x†, x∗ − x†⟩ ≤ 0.

Như vậy, tất cả các điều kiện của Bổ đề 1.4.1 được thỏa mãn nên sn → 0 khi

n → ∞, tức là xn → x† = PΩSFPMOSu.

Trường hợp 2. Giả sử {sn} là dãy không giảm đến vô cùng theo nghĩa tồn tại

dãy con {snk
} của dãy {sn} sao cho

snk
≤ snk+1, ∀k ≥ 0. (2.16)
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Ta định nghĩa dãy số nguyên {τ(n)} với mọi n ≥ n0 (n0 đủ lớn) bởi

τ(n) := max{n0 ≤ k ≤ n | sk < sk+1}.

Khi đó, dãy {τ(n)} là một dãy tăng và τ(n) → ∞ khi n → ∞. Từ (2.16) dẫn

đến sτ(n) < sτ(n)+1 với mọi n ≥ n0 hay sτ(n)+1 − sτ(n) > 0 với mọi n ≥ n0.

Từ (2.13) ta có

sτ(n)+1 ≤ (1− ατ(n))sτ(n) + ατ(n)cτ(n).

Từ các đánh giá trên, ta nhận được

0 ≤ sτ(n)+1 − sτ(n) ≤ ατ(n)(cτ(n) − sτ(n)) ≤ ατ(n) sup
n
{sτ(n) +

∣∣cτ(n)∣∣}. (2.17)

Vì sup
n

sτ(n) +
∣∣cτ(n)∣∣ < ∞ và ατ(n) → 0 khi τ(n) → ∞ nên

lim
n→∞

(sτ(n)+1 − sτ(n)) = 0. (2.18)

Chứng minh tương tự như Trường hợp 1, ta có

lim
n→∞

∥Tixτ(n) − PQiTixτ(n)∥ = 0, ∀i = 1, 2, . . . , N

và

lim sup
n→∞

cτ(n) ≤ 0.

Từ (2.17) ta có ατ(n)(cτ(n) − sτ(n)) ≥ 0 mà ατ(n) > 0 nên sτ(n) ≤ cτ(n) và vì vậy

lim sup
n→∞

sτ(n) ≤ lim sup
n→∞

cτ(n) ≤ 0.

Như vậy 0 ≤ lim sup
n→∞

sτ(n) ≤ 0. Từ đây suy ra lim sup
n→∞

sτ(n) = 0. Kết hợp với

(2.18), ta được lim sup
n→∞

sτ(n)+1 = 0. Áp dụng Bổ đề 1.4.2 với mọi n > n0 ta có

đánh giá sau.

0 ≤ sn ≤ max{sτ(n), sn} ≤ sτ(n)+1 → 0.

Đánh giá giá này chứng tỏ sn → 0, tức là dãy {xn} hội tụ mạnh tới

x† = PΩSFPMOSu. Định lý được chứng minh.

Tiếp theo, chúng tôi nghiên cứu và đề xuất thuật toán tổng quát hơn, khi

thay u bởi giá trị của một ánh xạ co.
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Thuật toán 2.1.3.

Bước 0. – Cho trước y0 ∈ C;

– Cỡ bước {γn} thỏa mãn điều kiện (γ1);

– Tham số {αn} thỏa mãn điều kiện (α);

– Ánh xạ co f : H → C với hệ số co c ∈ [0, 1).

Đặt n := 0

Bước 1. Tính

yn+1 = αnf(yn) + (1− αn)PC [yn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tiyn]. (2.19)

Bước 2. Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Sự hội tụ mạnh của dãy lặp được sinh bởi Thuật toán 2.1.3 được thiết lập

trong định lý sau.

Định lý 2.1.4. Dãy {yn} được sinh bởi Thuật toán 2.1.3 hội tụ mạnh về một

phần tử x† ∈ ΩSFPMOS, là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân

⟨(I − f)x†, y − x†⟩ ≥ 0, ∀y ∈ ΩSFPMOS. (VIP(I − f,ΩSFPMOS))

Chứng minh. Vì f là ánh xạ co nên PΩSFPMOSf cũng là ánh xạ co. Theo nguyên

lý ánh xạ co Banach, PΩSFPMOSf có duy nhất một điểm bất động x† và là nghiệm

duy nhất của bất đẳng thức biến phân VIP(I − f,ΩSFPMOS) .

Sử dụng Định lý 2.1.3 và thay u bởi f(x†) trong (2.8), ta có dãy {xn} hội tụ

mạnh tới PΩSFPMOS f(x†) = x†. Do đó ∥xn − x†∥ → 0 khi n → ∞.

Vì ta có

∥yn − x†∥ ≤ ∥yn − xn∥+ ∥xn − x†∥

nên để chứng minh ∥yn − x†∥ → 0 khi n → ∞, ta sẽ chỉ ra ∥yn − xn∥ → 0 khi

n → ∞. Thật vậy, với mỗi số tự nhiên n, đặt

dn := PC [xn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tixn],

en := PC [yn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi)Tiyn].
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Từ Mệnh đề 1.2.16 ii) và điều kiện (γ1), ta có

∥en−dn∥2 ≤ ∥yn − xn − γn

N∑
i=1

T ∗
i ((I − PQi)Tiyn − (I − PQi)Tixn)∥2

= ∥yn − xn∥2 − 2γn⟨xn − yn,

N∑
i=1

T ∗
i ((I − PQi)Tiyn − (I − PQi)Tixn)⟩

+ γ2n∥
N∑
i=1

T ∗
i ((I − PQi)Tiyn − (I − PQi)Tixn)∥2

≤ ∥yn − xn∥2 − 2γn

N∑
i=1

⟨Tixn − Tiyn, (I − PQi)Tiyn − (I − PQi)Tixn⟩

+ γ2n(
N∑
i=1

∥T ∗
i ((I − PQi)Tiyn − (I − PQi)Tixn)∥)2

≤ ∥yn − xn∥2 − 2γn

N∑
i=1

∥(I − PQi)Tiyn − (I − PQi)Tixn∥2

+ γ2nN max
1,2,...,N

{∥Ti∥2}
N∑
i=1

∥(I − PQi)Tiyn − (I − PQi)Tixn∥2

≤ ∥yn − xn∥2

− γn(2− γnN max
1,2,...,N

{∥Ti∥2})
N∑
i=1

∥(I − PQi)Tiyn − (I − PQi)Tixn∥2

≤ ∥yn − xn∥2.

Bất đẳng thức trên dẫn đến

∥en − dn∥ ≤ ∥yn − xn∥.

Mặt khác, ta lại có

∥yn+1−xn+1∥ = ∥αn(f(yn)− f(x†)) + (1− αn)(dn − en)∥

≤ αn∥(f(yn)− f(x†)∥+ (1− αn)∥en − dn∥

≤ cαn∥yn − x†∥+ (1− αn)∥yn − xn∥

≤ cαn(∥yn − xn∥+ ∥xn − x†∥) + (1− αn)∥yn − xn∥

= [1− (1− c)αn]∥yn − xn∥+ cαn∥xn − x†∥

= [1−(1− c)αn]∥yn−xn∥+(1− c)αn
c∥xn − x†∥

1− c
. (2.20)
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Do đó, nếu đặt sn = ∥yn − xn∥ và cn =
c∥xn − x†∥

1− c
thì từ (2.20) ta thu được

sn+1 ≤ [1− (1− c)αn]sn + (1− c)αncn.

Dễ thấy lim
n→∞

(1− c)αn = 0 và
∞∑
n=1

(1− c)αn = ∞. Vì ∥xn − x†∥ → 0 khi n → ∞

nên cn = c∥xn−x†∥
1−c → 0. Như vậy, các điều kiện của Bổ đề 1.4.1 được thỏa mãn

nên lim
n→∞

sn = 0 hay lim
n→∞

∥yn − xn∥ = 0. Vì thế, ta cũng có

0 ≤ lim
n→∞

∥yn − x†∥ ≤ lim
n→∞

∥yn − xn∥+ lim
n→∞

∥xn − x†∥ → 0.

Điều này suy ra lim
n→∞

∥yn − x†∥ = 0, tức là dãy {yn} hội tụ mạnh đến x†.

Định lý được chứng minh.

2.1.2 Tiếp cận tối ưu thứ hai

Trong các Thuật toán 2.1.1, 2.1.2 và 2.1.3, ở mỗi bước lặp cỡ bước γn đều

phụ thuộc vào thông tin của chuẩn của các toán tử chuyển Ti, i = 1, 2, . . . , N.

Ta biết rằng, trong trường hợp tổng quát việc tính hay ước lượng chuẩn của

toán tử tuyến tính bị chặn thường không đơn giản. Do đó, ta cần xây dựng các

thuật toán lặp mà mỗi bước lặp đều không phụ thuộc vào chuẩn của các toán

chuyển này. Với cách tiếp cận sau đây, chúng tôi đã xây dựng được các thuật

toán với cỡ bước tự thích nghi để xấp xỉ nghiệm Bài toán (2.1).

Xét hàm h : H → R được xác định bởi

h(x) := ( max
i=1,2,...,N

fi)(x), ∀x ∈ H

và

fi(x) :=
1

2
∥(I − PQi)Tix∥2, i = 1, 2, . . . , N.

Dễ thấy Bài toán (2.1) tương đương với bài toán tối ưu có ràng buộc

min
x∈C

h(x). (2.21)

Theo Mệnh đề 1.2.36, phần tử x† là nghiệm của Bài toán (2.21) nếu và chỉ nếu

0 ∈ ∂h(x†) +NC(x
†).
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Mặt khác, theo Mệnh đề 1.2.32, ta có

∂( max
i=1,2,...,N

fi)(x
†) ⊇ co{

⋃
i∈I(x†)

∂fi(x
†)},

với I(x†) :=
{
i ∈ {1, 2, . . . , N} | fi(x†) = ( max

i=1,2,...,N
fi)(x

†)
}
. Do đó, nếu phần tử

x† ∈ H thỏa mãn

co{
⋃

i∈I(x†)

∂fi(x
†)}+NC(x

†) ∋ 0 (2.22)

thì x† là một nghiệm của Bài toán (2.21) cũng có nghĩa x† là nghiệm của Bài

toán (2.1).

Bao hàm thức (2.22) tương đương với

x† = PC [x
† − γ

∑
i∈I(x†)

λiT
∗
i (I − PQi)Tix

†], (2.23)

trong đó λi ≥ 0 với mọi i ∈ I(x†),
∑

i∈I(x†)

λi = 1 và γ là một số thực dương

bất kỳ.

Đẳng thức (2.23) gợi ý cho chúng tôi xây dựng hai thuật toán dưới đây xấp

xỉ nghiệm Bài toán (2.1) dựa trên phương pháp lặp Halpern và phương pháp

xấp xỉ mềm.

Thuật toán 2.1.4.

Bước 0. Cho trước x0 ∈ C và tham số {ρn} ⊂ [a, b] ⊂ (0, 2) và đặt n := 0.

Bước 1. Tính

xn+1 = PC [xn − γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn}], (2.24)

trong đó I(xn) = {i | ∥Tixn − PQiTixn∥ = max
i=1,2,...,N

∥Tixn − PQiTixn∥}, λi,n ≥ 0

với mọi i ∈ I(xn),
∑

i∈I(xn)

λi,n = 1 và nếu đặt dn = max
i=1,2,...,N

∥Tixn − PQiTixn∥ thì

cỡ bước {γn} được xác định bởi

γn =


ρn

d2n
∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT ∗
i (I−PQi)Tixn∥2

nếu ∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I−PQi)Tixn∥>0,

0 nếu ngược lại.

(γ2)



42

Bước 2. Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Sự hội tụ của Thuật toán 2.1.4 được khẳng định trong định lý sau đây.

Định lý 2.1.5. Dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán 2.1.4 hội tụ yếu đến

một phần tử thuộc ΩSFPMOS.

Chứng minh. Đầu tiên, ta chứng minh dãy {xn} bị chặn và

lim
n→∞

∥Tixn − PQiTixn∥ = 0, i = 1, 2, . . . , N.

Thật vậy, với mỗi p ∈ ΩSFPMOS, ta có p ∈ C và Tip ∈ Qi, ∀i = 1, 2, . . . , N . Do

đó, ta có PQiTip = Tip, i = 1, 2, . . . , N. Hơn nữa, ta quan sát thấy rằng

∥xn+1 − p∥2 = ∥PC [xn − γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn]− p∥2

= ∥PC [xn − γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn]

− PC [p− γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tip]∥2

≤ ∥xn − p− γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn∥2

= ∥xn − p∥2 − 2γn⟨xn − p,
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn⟩

+ γ2n∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn∥2

= ∥xn − p∥2 − 2γn
∑

i∈I(xn)

λi,n⟨xn − p, T ∗
i (I − PQi)Tixn⟩

+ γ2n∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn∥2

= ∥xn−p∥2−2γn
∑

i∈I(xn)

λi,n⟨Ti(xn−p), (I−PQi)(Tixn−Tip)⟩

+ γ2n∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn∥2

≤ ∥xn − p∥2 − 2γn
∑

i∈I(xn)

λi,n∥(I − PQi)Tixn∥2

+ γ2n∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn∥2
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≤ ∥xn − p∥2 − 2γnd
2
n (2.25)

+ γ2n∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn∥2.

Ta xét hai trường hợp có thể xảy ra đối với tham số γn.

Trường hợp 1: γn = 0.

Trong trường hợp này, ta thấy xn+1 = PCxn và
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn = 0.

Sử dụng Mệnh đề 1.2.16, ta thu được

0 =
〈 ∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn, xn − p

〉
=
∑

i∈I(xn)

λi,n⟨Tixn − PQiTixn, Tixn − Tip⟩

≥
∑

i∈I(xn)

λi,n∥Tixn − PQiTixn∥2

= d2n ≥ 0.

Từ đánh giá trên suy ra dn = 0, tức là

∥Tixn − PQiTixn∥ = 0, ∀i ∈ I(xn).

Từ định nghĩa của I(xn) dẫn đến

∥Tixn − PQiTixn∥ = 0, i = 1, 2, . . . , N. (2.26)

Ngoài ra, vì xn+1 = PCxn nên

∥xn+1 − p∥ ≤ ∥xn − p∥. (2.27)

Trường hợp 2: γn = ρn
d2n

∥
∑

i∈I(xn) λi,nT ∗
i (I−PQi

)Tixn∥2 .

Từ (2.25) suy ra

∥xn+1 − p∥2 = ∥xn − p∥2 − γn(2d
2
n + γn∥

∑
i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn∥2)

= ∥xn − p∥2 − 2ρn
d4n

∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT ∗
i (I − PQi)Tixn∥2

− ρ2n
d4n

∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT ∗
i (I − PQi)Tixn∥4

∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn∥2
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= ∥xn − p∥2 − ρn(2− ρn)
d4n

∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT ∗
i (I − PQi)Tixn∥2

. (2.28)

Do vậy, chúng ta cũng thu được

∥xn+1 − p∥ ≤ ∥xn − p∥. (2.29)

Từ (2.27) và (2.29), ta thấy trong cả hai trường hợp của tham số γn thì

∥xn+1 − p∥ ≤ ∥xn − p∥, ∀n ≥ 0.

Vậy dãy {xn} bị chặn và do đó tồn tại giới hạn hữu hạn l = lim
n→∞

∥xn − p∥.
Từ (2.28) ta lại có

0 ≤ ρn(2− ρn)
d4n

∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT ∗
i (I − PQi)Tixn∥2

≤ ∥xn − p∥2 − ∥xn+1 − p∥2 → 0.

Hơn nữa, vì {ρn} ⊂ [a, b] ⊂ (0, 2) nên

d2n
∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT ∗
i (I − PQi)Tixn∥

→ 0. (2.30)

Với mỗi i ∈ I(xn), ta có

λi,ndn∥T ∗
i (I − PQi)Tixn∥ ≤ λi,nd

2
n∥Ti∥.

Điều này chỉ ra rằng

dn
∑

i∈I(xn)

λi,n∥T ∗
i (I−PQi)Tixn∥≤d2n

∑
i∈I(xn)

λi,n∥Ti∥ ≤ d2n max
i∈I(xn)

{∥Ti∥}.

Kết hợp bất đẳng thức trên và đánh giá

∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn∥ ≤

∑
i∈I(xn)

λi,n∥T ∗
i (I − PQi)Tixn∥,

ta thu được

dn∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn∥ ≤ d2n max

i∈I(xn)
{∥Ti∥}.
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Bất đẳng thức này tương đương với

dn ≤ max
i∈I(xn)

{∥Ti∥}
d2n

∥
∑

i∈I(xn)
λi,nT ∗

i (I − PQi)Tixn∥
.

Kết hợp đánh giá trên với (2.30), ta có thể kết luận dn → 0 và

lim
n→∞

∥Tixn − PQiTixn∥ = 0,∀i ∈ I(xn).

Sử dụng định nghĩa của I(xn), ta cũng có

lim
n→∞

∥Tixn − PQiTixn∥ = 0, ∀i = 1, 2, . . . , N. (2.31)

Từ (2.26) và (2.31) ta suy ra

lim
n→∞

∥Tixn − PQiTixn∥ = 0, i = 1, 2, . . . , N, (2.32)

trong cả hai Trường hợp 1 và Trường hợp 2.

Tiếp theo, ta cần chứng minh dãy {xn} hội tụ yếu đến q ∈ Ω SFPMOS. Thật

vậy, vì dãy {xn} bị chặn nên tồn tại dãy con {xnk
} của dãy {xn} sao cho xnk

⇀ q

khi k → ∞. Ngoài ra, dễ thấy C đóng yếu và {xn} ⊂ C nên q ∈ C.

Vì Ti là toán tử tuyến tính bị chặn nên Tixnk
⇀ Tiq, với mọi i = 1, 2, . . . , N.

Hơn nữa, vì PQi là một ánh xạ không giãn nên theo (2.32) ta có

{∥Tixnk
−PQiTixnk

∥} → 0 khi k → ∞. Như vậy, các điều kiện của nguyên

lý nửa đóng (xem Mệnh đề 1.3.5) được thỏa mãn nên Tiq − PQiTiq = 0 hay

Tiq ∈ Qi với mọi i = 1, 2, . . . , N . Vậy q ∈ ΩSFPMOS.

Để chứng minh dãy {xn} hội tụ yếu đến phần tử q ∈ ΩSFPMOS, ta cần chứng

minh q là điểm tụ yếu duy nhất của dãy {xn}. Giả sử {xnm} là một dãy con

khác của dãy {xn} sao cho xnm ⇀ q với q ̸= q. Chứng minh tương tự như trên

ta cũng có q ∈ ΩSFPMOS.

Áp dụng Mệnh đề 1.1.8 và theo định nghĩa về sự tồn tại giới hạn hữu hạn

lim
n→∞

∥xn − p∥, với mọi p ∈ ΩSFPMOS, ta có

lim
n→∞

∥xn − q∥ = lim inf
k→∞

∥xnk
− q∥ < lim inf

k→∞
∥xnk

− q̄∥ = lim
n→∞

∥xn − q̄∥,

lim
n→∞

∥xn − q̄∥ = lim inf
m→∞

∥xnm − q̄∥ < lim inf
m→∞

∥xnm − q∥ = lim
n→∞

∥xn − q∥.

Điều này dẫn đến mâu thuẫn nên xnm ⇀ q. Vậy xn ⇀ q khi n → ∞.
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Hệ quả sau đây chỉ ra rằng định lý trên vẫn đúng với một chỉ số in ∈ I(xn)

cụ thể.

Hệ quả 2.1.6. Với mỗi x0 ∈ C, dãy {xn} được xác định bởi phương pháp lặp sau:
Chọn in sao cho ∥Tinxn − PQin

Tinxn∥ = max
i=1,2,...,N

∥Tixn − PQiTixn∥,

xn+1 = PC [xn − γnT
∗
in(I − PQin

)Tinxn], n ≥ 0,

trong đó {γn} được định nghĩa bởi

γn =


ρn

∥Tinxn − PQin
Tinxn∥2

∥T ∗
in
(I − PQin

)Tinxn∥2
, nếu ∥T ∗

in(I − PQin
)Tinxn∥ > 0,

0, nếu ngược lại,

và {ρn} ⊂ [a, b] ⊂ (0, 2). Khi đó dãy {xn} hội tụ yếu đến một phần tử trong

ΩSFPMOS.

Chứng minh. Chọn in ∈ I(xn) và áp dụng Định lý 2.1.5 với λin,n = 1 và λi,n = 0

với mọi i ̸= in, ta có điều cần chứng minh.

Bằng cách kết hợp Thuật toán 2.1.4 với phương pháp xấp xỉ mềm, chúng tôi

xây dựng thuật toán sau để giải Bài toán (2.1) và thiết lập được sự hội tụ mạnh.

Thuật toán 2.1.5.

Bước 0. – Với xấp xỉ ban đầu x0 ∈ C tùy ý;

– Tham số {ρn} ⊂ [a, b] ⊂ (0, 2);

– Tham số {αn} thỏa mãn điều kiện (α);

– Ánh xạ co f : H → C với hệ số co c ∈ [0, 1).

Đặt n := 0.

Bước 1. Tính

xn+1=αnf(xn)+(1− αn)PC [xn − γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn}], (2.33)

trong đó I(xn) = {i | ∥Tixn − PQiTixn∥ = max
i=1,...,N

∥Tixn − PQiTixn∥}, λi,n ≥ 0

với mọi i ∈ I(xn),
∑

i∈I(xn)

λi,n = 1, cỡ bước {γn} thỏa mãn điều kiện (γ2).
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Bước 2. Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Ta có định lý sau về sự hội tụ mạnh của Thuật toán 2.1.5.

Định lý 2.1.7. Dãy {xn} xác định Thuật toán 2.1.5 hội tụ mạnh tới x†, là

nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân VIP(I − f,ΩSFPMOS) .

Chứng minh. Đầu tiên, ta chứng minh dãy {xn} và {f(xn)} bị chặn. Thật

vậy, lấy p ∈ ΩSFPMOS. Khi đó, ta dễ thấy p ∈ C, Tip ∈ Qi và Tip = PQiTip,

i = 1, 2, . . . , N . Mặt khác, ta có

∥xn+1−p∥=∥αnf(xn)+(1−αn)PC [xn−γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I−PQi)Tixn}]−p∥

≤ αn∥f(xn)−p∥+(1−αn)∥PC [xn−γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I−PQi)Tixn}]−p∥

≤ αn(∥f(xn)− f(p)∥+ ∥f(p)− p∥)

+ (1− αn)∥PC [xn − γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn}]− p∥

≤ αn(c∥xn − p∥+ ∥f(p)− p∥) (2.34)

+ (1− αn)∥PC [xn − γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn}]− p∥.

Lập luận tương tự như chứng minh Định lý 2.1.5, ta nhận được bất đẳng thức

∥PC [xn − γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn}]− p∥ ≤ ∥xn − p∥.

Thay bất đẳng thức trên vào (2.34) ta thu được

∥xn+1 − p∥ ≤ αnc|xn − p∥+ (1− αn)|xn − p∥+ αn∥f(p)− p∥

= [1− αn(1− c)]∥xn − p∥+ αn∥f(p)− p∥

= [1− αn(1− c)]∥xn − p∥+ αn(1− c)
∥f(p)− p∥

1− c

≤ max
{
∥xn − p∥, ∥f(p)− p∥

1− c

}
...

≤ max
{
∥x0 − p∥, ∥f(p)− p∥

1− c

}
.
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Từ bất đẳng thức này, ta suy ra dãy {xn} bị chặn và vì f là ánh xạ co nên dãy

{f(xn)} cũng bị chặn.

Tiếp theo, ta chứng minh dãy {xn} hội tụ mạnh đến x†, là nghiệm duy

nhất của bất đẳng thức biến phân VIP(I − f,ΩSFPMOS) . Thật vậy, vì f là

ánh xạ co nên PΩSFPMOSf cũng là ánh xạ co. Theo định lý điểm bất động của

Banach tồn tại duy nhất một điểm bất động x† của ánh xạ PΩSFPMOSf, tức là

PΩ SFPMOS f(x†) = x†. Điều này tương đương với

⟨f(x†)− x†, y − x†⟩ ≤ 0, ∀y ∈ Ω SFPMOS,

hay ta có thể viết

⟨x† − f(x†), y − x†⟩ ≥ 0, ∀y ∈ Ω SFPMOS.

Vậy x† là nghiệm của bất đẳng thức biến phân VIP(I − f,ΩSFPMOS) . Sử dụng

tính lồi của hàm số ∥ · ∥2 và công thức xác định dãy lặp {xn} bởi (2.33), ta có

∥xn+1−x†∥2

=∥αnf(xn) + (1−αn)PC [xn − γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn}]− x†∥2

≤αn∥f(xn)−x†∥2+(1−αn)∥PC [xn−γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I−PQi)Tixn}]− x†∥2. (2.35)

Lập luận tương tự như chứng minh Định lý 2.1.5, ta nhận được

∥PC [xn−γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I−PQi)Tixn}]−x†∥2

≤



∥xn − x†∥2, nếu γn = 0,

∥xn−x†∥2−ρn(2−ρn)
d4n

∥
∑

i∈I(xn)
λi,nT ∗

i (I−PQi)Tixn∥2

nếu γn =
d2n

∥
∑

i∈I(xn)
λi,nT ∗

i (I − PQi)Tixn∥2
.

(2.36)

Từ (2.35) và (2.36) ta có

(∥xn − x†∥2 − ∥xn+1 − x†∥2) + αn∥f(xn)− x†∥2
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≥



0, nếu γn = 0,

ρn(2− ρn)
d4n

∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT ∗
i (I − PQi)Tixn∥2

nếu γn =
d2n

∥
∑

i∈I(xn)
λi,nT ∗

i (I − PQi)Tixn∥2
.

(2.37)

Khi γn = 0 thì

∥Tixn − PQiTixn∥ = 0, i = 1, 2, . . . , N. (2.38)

Đặt tn := PC [xn − γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn], ta thu được

∥xn+1 − x†∥2 = ⟨αnf(xn) + (1− αn)tn − x†, xn+1 − x†⟩

= (1− αn)⟨tn − x†, xn+1 − x†⟩+ αn⟨f(xn)− x†, xn+1 − x†⟩

≤ 1− αn

2
(∥xn+1 − x†∥2 + ∥tn − x†∥2) + αn⟨f(xn)− f(x†), xn+1 − x†⟩

+ αn⟨f(x†)− x†, xn+1 − x†⟩

≤ 1− αn

2
(∥xn+1 − x†∥2 + ∥tn − x†∥2) + αn

2
(c2∥xn − x†∥2 + ∥xn+1 − x†∥2)

+ αn⟨f(x†)− x†, xn+1 − x†⟩

≤ 1− αn

2
(∥xn+1 − x†∥2 + ∥tn − x†∥2) + αn

2
(c∥xn − x†∥2 + ∥xn+1 − x†∥2)

+ αn⟨f(x†)− x†, xn+1 − x†⟩.

Do đó

∥xn+1− x†∥2 ≤ (1−αn)∥tn− x†∥2+αnc∥xn− x†∥2+2αn⟨f(x†)− x†, xn+1− x†⟩.

Từ (2.36), ta lại có

∥xn+1 − x†∥2 ≤ [1− (1− c)αn]∥xn − x†∥2 + 2αn⟨f(x†)− x†, xn+1 − x†⟩

= [1− (1− c)αn]∥xn − x†∥2 + (1− c)αn
2⟨f(x†)− x†, xn+1 − x†⟩

1− c
. (2.39)

Nếu đặt sn := ∥xn − x†∥2 và cn :=
2⟨f(x†)− x†, xn+1 − x†⟩

1− c
thì bất đẳng thức

(2.39) có thể được viết dưới dạng sau:

sn+1 ≤ [1− (1− c)αn]sn + (1− c)αncn. (2.40)
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Chúng ta sẽ chứng minh sn → 0 bằng cách xét hai trường hợp có thể xảy ra.

Trường hợp 1. Dãy {sn} giảm theo nghĩa tồn tại N0 ≥ 0 sao cho dãy {sn}
luôn giảm với n ≥ N0. Vì dãy {sn} giảm và bị chặn dưới bởi 0 nên nó hội tụ.

Sử dụng các điều kiện của ρn ⊂ [a, b] ⊂ (0, 2), αn → 0, tính bị chặn của hàm

{f(xn)} và (2.37)–(2.38) (chú ý rằng nếu γn = 0, thì ∥Tixn − PQiTixn∥ = 0),

ta có

lim
n→∞

∥Tixn − PQiTixn∥ = 0, i = 1, 2, . . . , N. (2.41)

Vì {xn} ⊂ C nên

∥xn+1−xn∥=∥αnf(xn)+(1−αn)PC [xn−γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I−PQi)Tixn]−xn∥

≤ αn∥xn − f(xn)∥

+ (1− αn)∥PC [xn − γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn]− PCxn∥

≤ αn∥xn − f(xn)∥+ (1− αn)γn∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn]∥

≤ αn∥xn − u∥+ (1− αn)γn∥Ti∥
∑

i∈I(xn)

λi,n∥Tixn − PQiTixn∥.

Kết hợp (2.41) với điều kiện lim
n→∞

αn = 0, chúng ta thu được

lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = 0. (2.42)

Tiếp theo, ta chứng minh lim sup
n→∞

cn ≤ 0. Giả sử dãy {xnk
} là một dãy con của

dãy {xn} sao cho

lim sup
n→∞

⟨f(x†)− x†, xn − x†⟩ = lim
k→∞

⟨f(x†)− x†, xnk
− x†⟩.

Vì dãy {xnk
} bị chặn nên tồn tại dãy con {xnkl

} của {xnk
} sao cho xnkl

⇀ x∗.

Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử rằng xnk
⇀ x∗. Ta sẽ chứng minh

x∗ ∈ ΩSFPMOS. Vì dãy {xn} ⊂ C nên x∗ ∈ C. Vì xnk
⇀ x∗ và Ti là toán tử tuyến

tính bị chặn nên Tixnk
⇀ Tix

∗ với mọi i = 1, 2, . . . , N . Áp dụng Mệnh đề 1.3.5

và sử dụng (2.41), ta có Tix
∗ ∈ Qi với mọi i = 1, 2, . . . , N . Vì vậy x∗ ∈ ΩSFPMOS.
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Vì x† là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân VIP(I − f,ΩSFPMOS)

nên

lim sup
n→∞

⟨f(x†)− x†, xn − x†⟩ = ⟨f(x†)− x†, x∗ − x†⟩ ≤ 0.

Kết hợp với (2.42) và 2
1−c > 0, ∀c ∈ [0, 1) ta thu được

lim sup
n→∞

cn =
2

1− c
⟨f(x†)− x†, x∗ − x†⟩ ≤ 0.

Như vậy tất cả các điều kiện của Bổ đề 1.4.1 được thỏa mãn nên ta suy ra

sn → 0 hay xn → x† = PΩSFPMOS f(x†).

Trường hợp 2. Giả sử dãy {sn} không giảm. Để áp dụng Bổ đề 1.4.1, ta định

nghĩa một dãy số nguyên {τ(n)} với mọi n ≥ n0 (với n0 đủ lớn) bởi

τ(n) = max{k ≤ n : sk < sk+1}.

Chú ý rằng τ(n) là một dãy tăng sao cho τ(n) → ∞ khi n → ∞ và sτ(n) < sτ(n)+1

với mọi n ≥ n0. Từ (2.40), ta thu được

0 < sτ(n)+1 − sτ(n) ≤ 2ατ(n)⟨f(x†)− x†, xτ(n)+1 − x†⟩.

Vì ατ(n) → 0 và {xn} bị chặn nên suy ra

lim
n→∞

(sτ(n)+1 − sτ(n)) = 0. (2.43)

Lập luận tương tự Trường hợp 1, ta có

lim
n→∞

∥Tixτ(n) − PQiTixτ(n)∥ = 0, i = 1, 2, . . . , N

và lim sup
n→∞

cτ(n) ≤ 0.

Mặt khác, ta lại có

sτ(n)+1 ≤ (1− (1− c)ατ(n))sτ(n) + (1− c)ατ(n)cτ(n),

với lim sup
n→∞

cτ(n) ≤ 0. Sử dụng kết quả sτ(n)+1 > sτ(n) và ατ(n) > 0 ta thu được

(1− c)sτ(n) ≤ cτ(n).

Vì lim sup
n→∞

cτ(n) ≤ 0 nên lim
n→∞

sτ(n) = 0. Kết hợp điều này với (2.43) ta suy ra

lim
n→∞

sτ(n)+1 = 0. Từ các phân tích trên, ta nhận thấy

0 ≤ sn ≤ max{sτ(n), sn} ≤ sτ(n)+1 → 0.

Từ đây suy ra sn → 0, tức là dãy {xn} hội tụ mạnh đến x† = PΩSFPMOS f(x†).

Định lý được chứng minh.
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Định lý trên vẫn đúng với in ∈ I(xn) cụ thể.

Hệ quả 2.1.8. Với mỗi x0 ∈ C, cho dãy {xn} là một dãy được xác định bởi

phương pháp lặp:
Chọn in sao cho ∥Tinxn − PQin

Tinxn∥ = max
i=1,2,...,N

∥Tixn − PQiTixn∥,

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)PC [xn − γnT
∗
in(I − PQin

)Tinxn], n ≥ 0,

trong đó {γn} được xác định bởi

γn =


ρn

∥Tinxn − PQin
Tinxn∥2

∥T ∗
in
(I − PQin

)Tinxn∥2
, nếu ∥T ∗

in(I − PQin
)Tinxn∥ > 0,

0, nếu ngược lại,

dãy {ρn} ⊂ [a, b] ⊂ (0, 2) và f : H → C là ánh xạ co với hệ số co c ∈ [0, 1). Nếu

dãy {αn} thỏa mãn (α) thì dãy {xn} hội tụ mạnh tới x†, là nghiệm duy nhất

của bất đẳng thức biến phân VIP(I − f,ΩSFPMOS) .

2.2 Áp dụng và ví dụ minh họa

2.2.1 Áp dụng cho bài toán chấp nhận tách tổng quát

Chúng tôi áp dụng các thuật toán đề xuất cho bài toán chấp nhận tách tổng

quát (GSFP). Ta biết rằng, khi H = H1, C = C1, Qi = Ci+1, 1 ≤ i ≤ N − 1,

T1 = A1, T2 = A2A1, . . . và TN−1 = AN−1AN−2 . . . A1 thì Bài toán (2.1) trở

thành Bài toán (GSFP). Do đó chúng ta có thể sử dụng các thuật toán và định

lý trong Mục 2.1 để giải bài toán này.

Từ Định lý 2.1.1 và Định lý 2.1.3 ta thu được hai kết quả sau.

Định lý 2.2.1. Cho T1 = A1, T2 = A2A1, . . ., TN−1 = AN−1AN−2 . . . A1. Nếu

dãy {γn} thỏa mãn điều kiện (γ1) thì dãy {xn} được xác định bởi x0 ∈ C1 và

xn+1 = PC1[xn − γn

N−1∑
i=1

T ∗
i (I − PCi+1)Tixn]

hội tụ yếu tới một phần tử x† ∈ ΩGSFP.
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Định lý 2.2.2. Cho T1 = A1, T2 = A2A1, . . ., TN−1 = AN−1AN−2 . . . A1. Dãy

{xn} được xác định bởi x0 ∈ C1 và

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)PC1[xn − γn

N−1∑
i=1

T ∗
i (I − PCi+1)Tixn],

trong đó f : H → C là một ánh xạ co từ H vào C với hệ số co c ∈ [0, 1). Nếu

dãy {γn} và {αn} thỏa mãn các điều kiện (γ1) và (α) tương ứng, thì dãy {xn}
hội tụ mạnh tới một phần tử x† ∈ ΩGSFP, là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức

biến phân VIP(I − f,ΩSFPMOS) với ΩSFPMOS được thay bởi ΩGSFP.

Từ Định lý 2.1.5 và Định lý 2.1.7, ta thu được kết quả sau cho Bài toán

(GSFP), ở đó, cỡ bước được xây dựng không phụ thuộc vào thông tin về chuẩn

của các toán tử chuyển.

Định lý 2.2.3. Cho T1 = A1, T2 = A2A1, . . ., TN−1 = AN−1AN−2 . . . A1. Với

mỗi x0 ∈ C, dãy {xn} được xác định bởi

xn+1 = PC [xn − γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi)Tixn}],

trong đó I(xn) = {i : ∥Tixn−PQiTixn∥ = max
i=1,2,...,N−1

∥Tixn−PQiTixn∥}, λi,n ≥ 0

với mọi i ∈ I(xn) và
∑

i∈I(xn)

λi,n = 1. Nếu dãy {γn} được xác định bởi (γ2) thì

dãy {xn} hội tụ yếu tới phần tử x† ∈ ΩGSFP.

Định lý 2.2.4. Cho T1 = A1, T2 = A2A1, . . ., TN−1 = AN−1AN−2 . . . A1. Với

mỗi x0 ∈ C, dãy {xn} được xây dựng như sau

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)PC [xn − γn
∑

i∈I(xn)

λiT
∗
i (I − PQi)Tixn}],

trong đó f : H → C là một ánh xạ co từ H vào C với hệ số co c ∈ [0, 1),

I(xn) = {i : ∥Tixn−PQiTixn∥ = max
i=1,2,...,N−1

∥Tixn−PQiTixn∥}, λi,n ≥ 0 với mọi

i ∈ I(xn) và
∑

i∈I(xn)

λi,n = 1. Nếu {αn} thỏa mãn điều kiện (α) và {γn} được xác

định bởi (γ2) thì dãy {xn} hội tụ mạnh tới phần tử x† ∈ ΩGSFP, là nghiệm duy

nhất của bất đẳng thức biến phân VIP(I − f,ΩSFPMOS) với ΩSFPMOS được thay

bởi ΩGSFP.
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2.2.2 Ví dụ số minh họa

Mục này đưa ra và tính toán một số ví dụ minh họa. Chương trình thực

nghiệm được viết bằng ngôn ngữ MATLAB phiên bản 7.0 và được chạy trên

LAPTOP Dell, intel(R) Core(TM) i5− 5280U, CPU @1.60 GHZ upto 1.80GHZ

và 4GB RAM.

Ví dụ 2.2.5. Cho các tập con lồi, đóng và khác rỗng

C = {x ∈ R5 | ⟨a0, x⟩ ≤ b0}, Q1 = {y ∈ R4 | ⟨a1, y⟩ ≤ b1},

Q2 = {z ∈ R3 | ⟨a2, z⟩ ≤ b2}, Q3 = {v ∈ R2 | ⟨a3, v⟩ ≤ b3}

với a0 = [1, 1,−2,−1, 1]⊤; a1 = [2,−, 1− 3, 1]⊤; a2 = [1,−2, 1]⊤; a3 = [1,−1]⊤;

b0 = 1; b1 = 0; b2 = 0; b3 = 0.

Cho các ánh xạ tuyến tính T1 : R5 → R4, T2 : R4 → R3, T3 : R3 → R2 có

các ma trận biểu diễn tương ứng là:

T1 =


1 −1 2 3 4

2 1 −1 1 1

1 2 −1 −2 3

3 1 2 −1 1

 , T2 =


2 1 −1 4

−1 2 2 1

2 1 −1 3

 , T3 =

(
2 1 2

−1 2 1

)
.

Ta xét bài toán chấp nhận tách tổng quát: Tìm phần tử x∗ ∈ R5 sao cho

x∗ ∈ ΩGSFP := {x∗ ∈ C | T1x
∗ ∈ Q1, T2T1x

∗ ∈ Q2, T3T2T1x
∗ ∈ Q3}.

Dễ thấy ΩGSFP ̸= ∅ vì 0 ∈ ΩGSFP.

Trước hết, ta minh họa sự hội tụ của dãy {xn} xác định bởi Định lý 2.2.1

với γn = 1
3.maxi=1,3{∥Ti∥2} và Định lý 2.2.3 với ρn = 1.95. Chúng tôi sử dụng tiêu

chuẩn dừng TOLn < ε, trong đó ε là một ngưỡng sai số cho trước và hàm TOLn

được xác định bởi

TOLn :=
1

4

(
∥xn − PCxn∥2 + ∥T1xn − PQ1T1xn∥2 + ∥T2T1xn − PQ2T2T1xn∥2

+ ∥T3T2T1xn − PQ3T3T2T1xn∥2
)
.

Với xấp xỉ ban đầu x0 = (2, 3, 4, 5, 6), các kết quả tính toán số được thể hiện

trong Bảng 2.1.
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Thuật toán 2.1.1 Thuật toán 2.1.4

ε TOLn n TG (giây) TOLn n TG (giây)

10−3 9.3837× 10−4 57 0.0019 1.1286× 10−4 4 0.0069

10−4 8.3493× 10−5 65 0.0086 9.5238× 10−7 5 0.0122

10−5 7.4290× 10−6 73 0.0087 9.5238× 10−7 5 0.0120

Bảng 2.1: Kết quả tính toán số của Thuật toán 2.1.1 và 2.1.4

Bảng 2.1 cho thấy để đạt cùng một ngưỡng sai số, số bước lặp ở Thuật toán

2.1.4 ít hơn nhiều so với Thuật toán 2.1.1, tuy nhiên thời gian chạy của Thuật

toán 2.1.4 lại lâu hơn.

Dáng điệu của hàm TOLn được biểu diễn như trong Hình 2.1.
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Hình 2.1: Dáng điệu của hàm TOLn với điều kiện dừng TOLn < 10−5

Tiếp theo, ta minh họa sự hội tụ của dãy {xn} xác định bởi Định lý 2.2.2

và Định lý 2.2.4 với xấp xỉ ban đầu x0 = (2, 3, 4, 5, 6), γn = 1
3.maxi=1,3{∥Ti∥2} ,

αn = n−0.25, ρn = 1.95 với mọi n ≥ 1 và ánh xạ co f : R5 → C xác định bởi

f(x) = PC(0.25x) với mọi x ∈ R5. Dễ thấy rằng x† = (0, 0, 0, 0, 0) là nghiệm

duy nhất của bất đẳng thức biến phân ⟨(I − f)x†, y − x†⟩ ≥ 0, ∀y ∈ ΩGSFP. Ta

sử dụng điều kiện điều kiện dừng TOLn := ∥xn∥ < ε với ε là ngưỡng sai số cho

trước. Các kết quả số được trình bày trong Bảng 2.2.

Bảng 2.2 cho thấy để đạt cùng một ngưỡng sai số, số bước lặp của Thuật

toán 2.1.3 và Thuật toán 2.1.5 là như nhau. Thời gian chạy của Thuật toán 2.1.3

nhanh hơn thời gian chạy của Thuật toán 2.1.5. Dáng điệu của hàm TOLn được

biểu diễn trong Hình 2.2
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Thuật toán 2.1.3 Thuật toán 2.1.5

ε TOLn n TG (giây) TOLn n TG (giây)

10−3 6.1425× 10−4 13 0.0054 9.5105× 10−4 12 0.0097

10−4 8.8734× 10−5 17 0.0055 8.5941× 10−5 17 0.0098

10−5 9.7727× 10−6 22 0.0056 9.5968× 10−6 22 0.0188

Bảng 2.2: Kết quả tính toán số của Thuật toán 2.1.3 và 2.1.5
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Hình 2.2: Dáng điệu của hàm TOLn với điều kiện dừng TOLn < 10−5

Ví dụ 2.2.6. Cho các hình cầu S, S1, S2, S3, S4, S5 tương ứng được xác định bởi

S = {x ∈ R10 | ∥x− a∥2 ≤ R2}, S1 = {x ∈ R20 | ∥x− a1∥2 ≤ R2
1},

S2 = {x ∈ R30 | ∥x− a2∥2 ≤ R2
2}, S3 = {x ∈ R40 | ∥x− a3∥2 ≤ R2

3},

S4 = {x ∈ R50 | ∥x− a4∥2 ≤ R2
4}, S5 = {x ∈ R60 | ∥x− a5∥2 ≤ R2

5},

với các tọa độ của tâm a, a1, a2, a3 được lấy bất kì trong khoảng đóng [−1, 1],

các bán kính R, R1, R2, R3, R4, R5 được lấy bất kì trên khoảng đóng [10, 20],

[20, 40], [30, 60], [40, 80], [50, 100], [60, 120] tương ứng. Các toán tử tuyến tính

bị chặn T1 : R10 → R20, T2 : R10 → R30, T3 : R10 → R40, T4 : R10 → R50

và T5 : R10 → R60 có các phần tử của ma trận biểu diễn được lấy ngẫu nhiên

trong đoạn [−5, 5].

Ta xét bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra: Tìm phần tử x† ∈ R10
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sao cho

x† ∈ ΩSFPMOS := {x† ∈ S | Ti(x
†) ∈ Si, i = 1, 2, . . . , 5}.

Trong bài toán này, vì 0 ∈ ΩSFPMOS nên ΩSFPMOS ̸= ∅.

Trước hết, ta minh họa sự hội tụ của dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán

2.1.3 với các tham số αn = n−1; γn = 1
5(
∑5

i=1 ∥Ti∥2)
, ánh xạ co f : R10 → S xác

định bởi f(x) = 0.975x, với mọi x ∈ R10 thỏa mãn các điều kiện trong các Định

lý 2.1.1; Định lý 2.1.4. Trong ví dụ này, ta xét điều kiện dừng của Thuật toán

2.1.3 là TOLn < ε, trong đó hàm TOLn được xác định bởi

TOLn :=
1

6

(
∥xn − PR10

S xn∥2 + ∥T1xn − PR20

S1
T1xn∥2 + ∥T2xn − PR30

S2
T2xn∥2

+ ∥T3xn − PR40

S3
T3xn∥2 + ∥T4xn − PR50

S4
T4xn∥2 + ∥T5xn − PR60

S5
T5xn∥2

)
với mọi n ≥ 1 và ε là một ngưỡng sai số cho trước. Chú ý rằng ở bước lặp

thứ n, nếu TOLn = 0 thì xn ∈ ΩSFPMOS, tức là xn là một nghiệm của bài toán

đang xét.

Tiếp theo, ta minh họa sự hội tụ của dãy {xn} xác định bởi Thuật toán

2.1.5 với αn = n−1, tham số γn thỏa mãn Định lý 2.1.5 và ρn = 1.95, ánh xạ co

f : R10 → S xác định bởi f(x) = x
10000 với mọi x ∈ R10. Chúng tôi sử dụng điều

kiện dừng TOLn := ∥xn∥ < ε với mọi n ≥ 1, ε là một ngưỡng sai số cho trước.

Giả sử các tọa độ của điểm ban đầu x0 được lấy ngẫu nhiên trong khoảng

[−2, 2]. Chúng ta thu được bảng kết quả số (Bảng 2.3) cho mỗi thuật toán

tương ứng.

Thuật toán 2.1.3 Thuật toán 2.1.5

ε TOLn n TG (giây) TOLn n TG (giây)

10−4 8.9233× 10−5 199 0.0349 9.9663× 10−5 240 0.0163

10−5 5.5145× 10−6 206 0.0419 9.9978× 10−6 2393 0.0447

10−6 1.8667× 10−7 208 0.0658 9.9997× 10−7 23931 0.3899

Bảng 2.3: Kết quả tính toán số của Thuật toán 2.1.3 và 2.1.5

Bảng 2.3 cho thấy với cùng một ngưỡng sai số, số vòng lặp ở Thuật toán

2.1.5 nhiều hơn so với Thuật toán 2.1.3. Khi ε nhỏ đi 10 lần thì số vòng lặp của
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Thuật toán 2.1.3 tăng không đáng kể trong khi đó số vòng lặp của Thuật toán

2.1.5 tăng lên gấp gần 10 lần. Mặc dù số bước lặp khá lớn ở Thuật toán 2.1.5

nhưng thời gian thực thi ở cả hai thuật toán đều rất nhanh.

Dáng điệu của hàm TOLn trong mỗi thuật toán được mô tả trong Hình 2.3.
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Hình 2.3: Dáng điệu của hàm TOLn với điều kiện dừng TOLn < 10−4

Dưới đây là một ví dụ trong không gian Hilbert vô hạn chiều.

Ví dụ 2.2.7. Xét H := L2[0, 1] với tích vô hướng

⟨f, g⟩ =
∫ 1

0

f(t)g(t)dt với mọi f = f(t), g = g(t) ∈ L2[0, 1]

và chuẩn ∥f∥ =

(∫ 1

0 f2(t)dt

) 1
2

với mọi f = f(t) ∈ L2[0, 1].

Cho a0(t) = sin t và ai(t) = ti với mọi t ∈ [0, 1] và i = 1, 100, ta xác định các

tập con lồi, đóng và khác rỗng sau đây.

C = {x ∈ L2[0, 1] | ⟨a0, x⟩ ≤ 1};

Qi = {x ∈ L2[0, 1] | ⟨ai, x⟩ ≤ 0}, i = 1, 2, . . . , 100.

Các ánh xạ chuyển Ti : L
2[0, 1] → L2[0, 1] được xác định bởi Tix = ix với mọi

i = 1, 2, . . . , 100. Xét bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra như sau.

Tìm x∗ ∈ ΩSFPMOS := C ∩

(
∩100
i=1 T

−1
i (Qi)

)
, ∀i = 1, 100. (2.44)
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Dễ thấy ΩSFPMOS ̸= ∅ vì 0 ∈ ΩSFPMOS.

Ta minh họa sự hội tụ của dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán 2.1.1 với

tham số γn = 10−6 và sự hội tụ của dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán

2.1.4 với tham số γn thỏa mãn Định lý 2.1.5 trong đó ρn = 0.15. Ta sử dụng điều

kiện dừng TOLn := ∥xn+1−xn∥ < ε, trong đó ε là một ngưỡng sai số cho trước.

Để kiểm chứng sự hội tụ của các dãy lặp xác định bởi các thuật toán này tới

một phần tử thuộc tập nghiệm của bài toán đang xét, chúng ta xác định thêm

tham số

m := max{⟨a0, xn⟩ − 1, max
i=1,100

{⟨ai, Tixn⟩}.

Chú ý rằng, nếu m ≤ 0 thì xn là một nghiệm của Bài toán (2.44).

Với phần tử ban đầu x0(t) = et, ta thu được kết quả số của Thuật toán 2.1.1

và 2.1.4 được trình bày trong Bảng 2.4.

ε Thuật toán 2.1.1 Thuật toán 2.1.4

10−4 TOLn 9.8880×10−5 9.6610×10−5

n 138 58
m 1.2567 0.0032
TG (giây) 0.1136 0.0362

10−5 TOLn 9.984×10−6 9.9286×10−6

n 494 65
m 1.0543 0.0010
TG (giây) 0.2629 0.0398

10−6 TOLn 9.9946×10−7 7.3721×10−7

n 1717 73
m 0.8486 2.7883×10−4

TG (giây) 0.6776 0.0410

10−14 TOLn 1.0000×10−14 9.1730×10−15

n 3808549 129
m 0.0057 3.1103×10−8

TG (giây) 1.2760×103 0.0621

Bảng 2.4: Kết quả tính toán số của Thuật toán 2.1.1 và Thuật toán 2.1.4

Từ kết quả số được trình bày trong Bảng 2.4, ta thấy Thuật toán 2.1.4 hội

tụ nhanh hơn so với Thuật toán 2.1.1.



60

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

Number of iterations

10
-8

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

T
O

L

Hình 2.4: Dáng điệu của hàm TOLn với điều kiện dừng TOLn < 10−6

Dáng điệu của hàm TOLn trong Bảng 2.4 được mô tả trong Hình 2.4.

Tiếp theo, ta minh họa sự hội tụ của dãy {xn} xác định bởi Thuật toán

2.1.3 với αn = n−0.5, γn = 5.10−5 và ánh xạ co f : L2[0, 1] → C xác định bởi

f(x) = PC(0.25x), với mọi x ∈ L2[0, 1]. Đồng thời ta cũng minh họa sự hội

tụ của Thuật toán 2.1.5 với các tham số αn = n−0.5, tham số γn thỏa mãn

Định lý 2.1.5 trong đó ρn = 1.75 và ánh xạ co f : L2[0, 1] → C xác định bởi

f(x) = PC(0.25x) với mọi x ∈ L2[0, 1]. Dễ thấy rằng x∗(t) = 0 là nghiệm duy

nhất của bất đẳng thức biến phân ⟨(I − f)x†, y − x†⟩ ≥ 0, ∀y ∈ ΩSFPMOS. Do

đó, ta sử dụng điều kiện dừng TOLn := ∥xn∥ < ε với ε là một ngưỡng sai số

cho trước.

Ta thu được kết quả số của Thuật toán 2.1.3 và Thuật toán 2.1.5 được trình

bày trong Bảng 2.5.

Thuật toán 2.1.3 Thuật toán 2.1.5

ε TOLn n TG (giây) TOLn n TG (giây)

10−4 6.2940×10−5 11 0.0137 8.0584×10−5 10 0.0106

10−5 6.6040×10−6 16 0.0174 7.7238×10−6 15 0.0127

10−6 9.8876×10−7 21 0.0309 7.6813×10−7 21 0.0218

Bảng 2.5: Kết quả tính toán số của Thuật toán 2.1.3 và 2.1.5

Bảng 2.5 cho thấy tốc độ hội tụ của Thuật toán 2.1.3 và Thuật toán 2.1.5

gần như nhau trong ví dụ này.

Dáng điệu của hàm TOLn trong Bảng 2.5 được mô tả trong Hình 2.5.
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Hình 2.5: Dáng điệu của hàm TOLn với điều kiện dừng TOLn < 10−6

KẾT LUẬN CHƯƠNG 2

Kết quả chính của Chương 2 bao gồm:

(a) Dựa trên tiếp cận tối ưu thứ nhất, chúng tôi xây dựng ba thuật toán (Thuật

toán 2.1.1, 2.1.2 và 2.1.3) giải Bài toán (SFPMOS) và chứng minh sự hội

tụ của dãy lặp về nghiệm của bài toán thông qua các Định lý 2.1.1, 2.1.3

và 2.1.4. Các thuật toán này có ưu điểm là vòng lặp đơn giản, thuận tiện

trong thực hành tính toán. Tuy nhiên, cỡ bước lặp được thiết kế phụ thuộc

vào chuẩn của toán tử chuyển.

(b) Dựa trên cách tiếp cận tối ưu thứ hai và phương pháp lặp Halpern, phương

pháp xấp xỉ gắn kết, chúng tôi đề xuất hai thuật toán (Thuật toán 2.1.4

và 2.1.5) giải Bài toán (SFPMOS) và chứng minh sự hội tụ của dãy lặp

thông qua các Định lý 2.1.5 và 2.1.7. Ưu điểm của các thuật toán này là

đơn giản, cỡ bước được xây dựng tự thích nghi, không phụ thuộc vào chuẩn

của toán tử chuyển.

(c) Chúng tôi áp dụng các Thuật toán 2.1.1, 2.1.3, 2.1.4 và 2.1.5 cho Bài toán

(GSFP). Kết quả hội tụ được cho trong các Định lý 2.2.1–2.2.4.
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(d) Cuối cùng, chúng tôi lấy các ví dụ số minh họa cho hiệu quả của các thuật

toán đề xuất, cụ thể như sau:

- Thứ nhất, ví dụ số của Bài toán (GSFP) trong không gian hữu hạn chiều

và sử dụng các Thuật toán 2.1.1, 2.1.3, 2.1.4 và 2.1.5 để giải bài toán này.

- Thứ hai, minh họa cho hiệu quả của các Thuật toán 2.1.3 và 2.1.5 thông

qua giải ví dụ số của Bài toán (SFPMOS) trong không gian hữu hạn chiều.

- Thứ ba, sử dụng các Thuật toán 2.1.1 và 2.1.4 để giải ví dụ số về Bài toán

(SFPMOS) trong không gian vô hạn chiều.

Các kết quả được ghi nhận trong các Bảng 2.1–2.5 và các Hình 2.1–2.5.
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Chương 3

Bài toán điểm bất động chung tách với nhiều
tập đầu ra

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu và đề xuất một số phương pháp lặp

xấp xỉ nghiệm bài toán điểm bất động chung tách với nhiều tập đầu ra trong các

không gian Hilbert thực dựa trên thuật toán kiểu CQ và các thuật toán chiếu.

Bố cục của chương được chia thành ba mục. Mục 3.1 trình bày việc xây dựng

các thuật toán và chứng minh sự hội tụ của các dãy lặp thu được. Mục 3.2 chỉ

ra một số áp dụng cho các bài toán liên quan như bài toán chấp nhận tách với

nhiều tập đầu ra, bài toán điểm bất động chung tách cho ánh xạ không giãn,

bài toán điểm bất động cho ánh xạ không giãn. Mục 3.3 xây dựng một số ví dụ

số minh họa cho tính hiệu quả của thuật toán đề xuất. Các kết quả của chương

này được viết trên cơ sở các bài báo (CT3) và (CT4) trong Danh mục các công

trình đã công bố liên quan đến luận án.

3.1 Thuật toán và sự hội tụ

Trước hết, chúng tôi phát biểu lại bài toán điểm bất động chung tách với nhiều

tập đầu ra đã được đề cập trong phần Mở đầu: Cho H và Hi, i = 1, 2, . . . , N là

các không gian Hilbert thực, Ti : H → Hi, i = 1, 2, . . . , N là các toán tử tuyến

tính bị chặn, Sj : H → H, j = 1, 2, . . . ,M và Ξi
k : Hi → Hi, i = 1, 2, . . . , N ,

k = 1, 2, . . . ,Mi là các ánh xạ không giãn.

Tìm x∗ ∈ Fix(Sj), ∀j = 1, 2, . . . ,M

sao cho Tix
∗ ∈ Fix(Ξi

k), ∀i = 1, 2, . . . , N, ∀ k = 1, 2, . . . ,Mi. (3.1)
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Ký hiệu ΩSCFPPMOS là tập nghiệm của Bài toán (3.1), tức là

ΩSCFPPMOS := {x∗ ∈ ∩M
j=1 Fix(Sj)

)
| Tix

∗ ∈ ∩Mi

k=1 Fix(Ξ
i
k), i = 1, 2, . . . , N}.

Trong chương này, chúng tôi luôn giả thiết ΩSCFPPMOS ̸= ∅.

3.1.1 Một thuật toán kiểu CQ

Để giải Bài toán (3.1), trước hết chúng tôi xây dựng một thuật toán kiểu CQ.

Ưu điểm của thuật toán là chúng tôi thiết kế một cỡ bước tự thích nghi trong

mỗi vòng lặp mà không phụ thuộc vào thông tin về chuẩn của toán tử chuyển.

Thuật toán 3.1.1.

Bước 0. – Với xấp xỉ ban đầu x0 ∈ H tùy ý;

– Tham số {ρn} ⊂ [c, d] ⊂ (0, 1);

– Tham số {αn} thỏa mãn điều kiện (α);

– {an} là một dãy bị chặn;

– Ánh xạ co f : H → H với hệ số co c ∈ [0, 1).

Đặt n := 1.

Bước 1. Tính yj,n = Sjxn với mọi j = 1, 2, . . . ,M và đặt

dn = max
j=1,2,...,M

{∥yj,n − xn∥},

Ln = {j ∈ {1, 2, . . . ,M} | ∥yj,n − xn∥ = dn}.

Bước 2. Tính zik,n = Ξi
k(Tixn) với mọi i = 1, 2, . . . , N và k = 1, 2, . . . ,Mi, đặt

di,n = max
k=1,2,...,Mi

{∥zik,n − Tixn∥}, i = 1, 2, . . . , N,

Li,n = {k ∈ {1, 2, . . . ,Mi} | ∥zik,n − Tixn∥ = di,n}, i = 1, 2, . . . , N.

Bước 3. Đặt Γn := max
{
dn, max

i=1,2,...,N
{di,n}

}
.

Nếu dn = Γn thì chọn jn ∈ Ln và đặt tn = yjn,n, Θ = I.

Ngược lại, nếu din,n = Γn thì chọn kn ∈ Lin,n, và đặt tn = zinkn,n, Θ = Tin.

Bước 4. Tính un = xn − δnΘ
∗(Θxn − tn), trong đó

δn = ρn
∥Θxn − tn∥2

∥Θ∗(Θxn − tn)∥2 + an
. (δn)
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Bước 5. Tính xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)un, n ≥ 0.

Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Để chứng minh sự hội tụ của dãy lặp {xn} xác định bởi Thuật toán 3.1.1,

đầu tiên chúng tôi chứng minh hai mệnh đề sau.

Mệnh đề 3.1.1. Cho H1 và H2 là hai không gian Hilbert thực, T : H1 → H2 là

một toán tử tuyến tính bị chặn và Ξ : H2 → H2 là một ánh xạ không giãn. Giả

sử ΩSCFPPMOS = {q ∈ H1 | Tq ∈ Fix(Ξ)} ≠ ∅. Khi đó, với mỗi q ∈ ΩSCFPPMOS

và x ∈ H1, ta có

∥x− δT ∗(I − Ξ)Tx− q∥2 ≤ ∥x− q∥2 − ρ(1− ρ)
∥(I − Ξ)Tx∥4

∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2 + γ
,

trong đó δ = ρ ∥(I−Ξ)Tx∥2
∥T ∗(I−Ξ)Tx∥2+γ , γ là một số thực dương và ρ ∈ (0, 1).

Chứng minh. Với q ∈ ΩSCFPPMOS và x ∈ H1, áp dụng Mệnh đề 1.1.3 iii) và tính

không giãn của toán tử Ξ, ta có

∥x− δT ∗(I − Ξ)Tx− q∥2

= ∥x− q∥2 + δ2∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2 − 2δ⟨x− q, T ∗(I − Ξ)Tx⟩

= ∥x− q∥2 + δ2∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2 − 2δ⟨Tx− Tq, (I − Ξ)Tx⟩

= ∥x− q∥2 + δ2∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2

− δ(∥Tx− Tq∥2 + ∥(I − Ξ)Tx∥2 − ∥Ξ(Tx)− Tq∥2)

= ∥x− q∥2 + δ2∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2

+ δ(∥Ξ(Tx)− Ξ(Tq)∥2 − ∥Tx− Tq∥2 − ∥(I − Ξ)Tx∥2)

≤ ∥x− q∥2 + δ2∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2

+ δ(∥Tx− Tq∥2 − ∥Tx− Tq∥2 − ∥(I − Ξ)Tx∥2)

= ∥x− q∥2 + δ2∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2 − δ∥(I − Ξ)Tx∥2

≤ ∥x− q∥2 + ρ2
∥(I − Ξ)Tx∥4

(∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2 + γ)2
∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2

− ρ
∥(I − Ξ)Tx∥4

∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2 + γ

≤ ∥x− q∥2 + ρ2
∥(I − Ξ)Tx∥4

(∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2 + γ)2
(∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2 + γ)
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− ρ
∥(I − Ξ)Tx∥4

∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2 + γ

= ∥x− q∥2 + ρ2
∥(I − Ξ)Tx∥4

∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2 + γ
− ρ

∥(I − Ξ)Tx∥4

∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2 + γ

= ∥x− q∥2 − ρ(1− ρ)
∥(I − Ξ)Tx∥4

∥T ∗(I − Ξ)Tx∥2 + γ
.

Mệnh đề được chứng minh.

Mệnh đề sau đây giới thiệu hai tính chất quan trọng được sử dụng để chứng

minh sự hội tụ mạnh của dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán 3.1.1.

Mệnh đề 3.1.2. Giả sử {xn} là một dãy được xác định bởi Thuật toán 3.1.1.

Khi đó, ta có

i) Với mỗi q ∈ ΩSCFPPMOS, tồn tại một số thực dương L sao cho

Γ4
n ≤ L

ρn(1− ρn)
(sn − sn+1 + αn∥f(xn)− q∥2), (3.2)

với sn = ∥xn − q∥2.

ii) Bất đẳng thức sau được thỏa mãn

sn+1 ≤ [1− (1− c)αn]sn + αnbn, (3.3)

trong đó bn = 2⟨f(q)− q, xn+1 − q⟩.

Chứng minh. i) Chúng ta xem xét hai trường hợp sau.

Trường hợp 1: dn = max
{
dn, max

i=1,2,...,N
{di,n}

}
.

Trong trường hợp này, áp dụng Mệnh đề 3.1.1 với T = θ = I, Ξ = Sjn và

γ = an, với mỗi q ∈ ΩSCFPPMOS, ta có

∥un − q∥2 = ∥xn + δnΘ
∗(Θxn − SjnΘxn)∥2

≤ ∥xn − q∥2 − ρn(1− ρn)
∥xn − yjn,n∥4

∥xn − yjn,n∥2 + an
. (3.4)

Từ đây ta suy ra

∥un − q∥ ≤ ∥xn − q∥. (3.5)
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Trường hợp 2: din,n = max
{
dn, max

i=1,...,N
{di,n}

}
.

Trong trường hợp này, áp dụng Mệnh đề 3.1.1 với T = θ = Tin, Ξ = Ξkn và

γ = an, với mỗi q ∈ ΩSCFPPMOS, ta thu được

∥un − q∥2 = ∥xn − δnΘ
∗(Θxn − tn)− q∥2

= ∥xn − δnΘ
∗(Θxn − zinkn,n)− q∥2

= ∥xn − δnΘ
∗(Θxn − Ξin

kn
(Tinxn))− q∥2

= ∥xn − δnΘ
∗(Θxn − Ξin

kn
Θxn)− q∥2

= ∥xn − δnΘ
∗(I − Ξin

kn
)Θxn − q∥2

≤ ∥xn − q∥2 − ρn(1− ρn)
∥(I − Ξin

kn
)Θxn∥4

∥Θ∗(I − Ξin
kn
)Θxn∥2 + an

= ∥xn − q∥2 − ρn(1− ρn)
∥(I − Ξkn)Tinxn∥4

∥T ∗
in
(I − Ξkn)Tinxn∥2 + an

. (3.6)

Từ đây ta cũng suy ra

∥un − q∥ ≤ ∥xn − q∥. (3.7)

Trước hết, ta chứng minh dãy {xn} bị chặn. Thật vậy, với một điểm cố định

q ∈ ΩSCFPPMOS và sử dụng tính lồi của chuẩn trên H1, các bất đẳng thức (3.5)

và (3.7), ta có

∥xn+1 − q∥ = ∥αnf(xn) + (1− αn)un − q∥

= ∥αn(f(xn)− q) + (1− αn)(un − q)∥

= ∥αn(f(xn)− f(q) + f(q)− q) + (1− αn)(un − q)∥

≤ αn(∥f(xn)− f(q)∥+ ∥f(q)− q∥) + (1− αn)∥un − q∥

≤ cαn∥xn − q∥+ αn∥f(q)− q∥) + (1− αn)∥xn − q∥

= [1− (1− c)αn]∥xn − q∥+ (1− c)αn
∥f(q)− q∥

1− c

≤ max

{
∥xn − q∥, ∥f(q)− q∥

1− c

}
...

≤ max

{
∥x0 − q∥, ∥f(q)− q∥

1− c

}
.
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Do vậy, dãy {xn} bị chặn. Vì ánh xạ Sj và Ξk là các ánh xạ không giãn và Ti là

một toán tử tuyến tính bị chặn nên các dãy {yjn} và {zik,n} cũng bị chặn với mọi

j = 1, 2, . . . ,M , i = 1, 2, . . . , N và k = 1, 2, . . . ,Mi. Kết hợp với tính bị chặn

của dãy {an}, ta suy ra

L := max
{
sup
n
{∥xn − yjn,n∥2 + an}, sup

n
{∥T ∗

in(I − Ξkn)Tinxn∥2 + an}
}
< ∞.

Từ (3.4) và (3.6), ta thu được

∥un − q∥2 ≤ ∥xn − q∥2 − ρn(1− ρn)
Γ4
n

L
.

Điều này tương đương với

Γ4
n ≤ L

ρn(1− ρn)
(∥xn − q∥2 − ∥un − q∥2). (3.8)

Sử dụng tính lồi của hàm ∥ · ∥2, ta đánh giá được

∥xn+1 − q∥2 = ∥αn(f(xn)− q) + (1− αn)(un − q)∥2

≤ αn∥f(xn)− q∥2 + (1− αn)∥un − q∥2

≤ αn∥f(xn)− q∥2 + ∥un − q∥2. (3.9)

Từ (3.8) và (3.9) suy ra

∥xn+1 − q∥2 ≤ αn∥f(xn)− q∥2 + ∥xn − q∥2 − ρn(1− ρn)

L
Γ4
n.

Bất đẳng thức trên tương đương với

Γ4
n ≤ L

ρn(1− ρn)
(sn − sn+1 + αn∥f(xn)− q∥2),

trong đó sn = ∥xn − q∥2.
ii) Với mỗi q ∈ ΩSCFPPMOS, ta có

∥xn+1 − q∥2 = ⟨αnf(xn) + (1− αn)un − q, xn+1 − q⟩

= ⟨αn(f(xn)− q) + (1− αn)(un − q), xn+1 − q⟩

= (1− αn)⟨un − q, xn+1 − q⟩+ αn⟨f(xn)− q, xn+1 − q⟩

≤ 1−αn

2
(∥xn+1−q∥2+∥un−q∥2)+αn⟨f(xn)−f(q)+f(q)−q, xn+1−q⟩
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=
1− αn

2
(∥xn+1 − q∥2 + ∥un − q∥2) + αn⟨f(xn)− f(q), xn+1 − q⟩

+ αn⟨f(q)− q, xn+1 − q⟩

≤ 1− αn

2
(∥xn+1 − q∥2 + ∥un − q∥2) + αn

2
(c∥xn − q∥2 + ∥xn+1 − q∥2)

+ αn⟨f(q)− q, xn+1 − q⟩

≤ 1− αn

2
(∥xn+1 − q∥2 + ∥un − q∥2) + αn

2
(c∥xn − q∥2 + ∥xn+1 − q∥2)

+ αn⟨f(q)− q, xn+1 − q⟩.

Điều này tương đương với

2∥xn+1 − q∥2 ≤ (1− αn)(∥xn+1 − q∥2 + ∥un − q∥2)

+ αn(c∥xn − q∥2 + ∥xn+1 − q∥2)

+ 2αn⟨f(q)− q, xn+1 − q⟩.

Do đó ta nhận được

∥xn+1 − q∥2 ≤ (1− αn)∥un − q∥2 + cαn∥xn − q∥2

+ 2αn⟨f(q)− q, xn+1 − q⟩.

Vì ∥un − q∥2 ≤ ∥xn − q∥2 nên

∥xn+1−q∥2≤(1−αn)∥xn−q∥2+cαn∥xn−q∥2+2αn⟨f(q)−q, xn+1−q⟩.

= [1− (1− c)αn]∥xn − q∥2 + 2αn⟨f(q)− q, xn+1 − q⟩.

Bất đẳng thức cuối cùng này có thể viết lại như sau

sn+1 ≤ [1− (1− c)αn]sn + αnbn,

trong đó bn = 2⟨f(q)− q, xn+1 − q⟩.

Định lý sau đây trình bày về sự hội tụ của dãy lặp xác định bởi Thuật toán 3.1.1.

Định lý 3.1.3. Dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán 3.1.1 hội tụ mạnh tới

một phần tử x† ∈ ΩSCFPPMOS, là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân

VIP(I − f,ΩSFPMOS) với ΩSFPMOS được thay bởi ΩSCFPPMOS.
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Chứng minh. Vì f là ánh xạ co nên PΩSCFPPMOS f cũng là ánh xạ co. Theo nguyên

lý ánh xạ co Banach, tồn tại duy nhất một điểm bất động x† ∈ H của ánh xạ

co PΩSCFPPMOS f sao cho x† là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân

VIP(I − f,ΩSFPMOS) với ΩSFPMOS được thay bởi ΩSCFPPMOS.

Đặt sn := ∥xn − x†∥2. Sử dụng Bất đẳng thức (3.3) trong Mệnh đề 3.1.2,

ta có

sn+1 ≤ [1− (1− c)αn]sn + αnbn,

với bn = 2⟨f(x†)− x†, xn+1 − x†⟩.
Ta sẽ chứng minh sn → 0 khi n → ∞ bằng cách sử dụng Bổ đề 1.4.3.

Giả sử rằng {snk
} là một dãy con của dãy {sn} thỏa mãn

lim inf
k→∞

(snk+1 − snk
) ≥ 0. Từ (3.2), ta có

Γ4
nk

≤ L

ρn(1− ρn)
(snk

− snk+1 + αnk
∥f(xnk

)− x†∥2).

Vì dãy {f(xn)} là bị chặn, αn → 0 và {ρn} ⊂ [c, d] ⊂ (0, 1) nên ta suy ra

lim sup
k→∞

Γ4
nk

≤ L

c(1− d)
(lim sup

k→∞
(snk

− snk+1) + lim sup
k→∞

αnk
∥f(xnk

)− x†∥2)

=
L

c(1− d)
[− lim inf

k→∞
(snk+1 − snk

) + lim sup
k→∞

αnk
∥f(xnk

)− x†∥2]

≤ 0.

Do đó Γnk
→ 0 khi k → ∞. Từ định nghĩa của dãy Γn có thể thấy dãy {dnk

} và

{di,nk
} cũng hội tụ tới 0. Vì vậy, ta nhận được

lim
k→∞

∥xnk
− Sjxnk

∥ = 0, j = 1, 2, . . . ,M, (3.10)

lim
k→∞

∥Tixnk
− Ξk(Tixnk

)∥ = 0, i = 1, 2, . . . , N, k = 1, 2, . . . ,Mi. (3.11)

Tiếp theo, ta chứng minh lim sup
k→∞

bnk
≤ 0. Thật vậy, giả sử {xnkl

} là một dãy

con của dãy {xnk
} có tính chất

lim sup
k→∞

⟨f(x†)− x†, xnk
− x†⟩ = lim

l→∞
⟨f(x†)− x†, xnkl

− x†⟩.

Vì {xnkl
} bị chặn nên tồn tại một dãy con của của dãy {xnkl

} hội tụ yếu tới

x∗. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử rằng xnkl
⇀ x∗. Ta sẽ chứng
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minh x∗ ∈ ΩSCFPPMOS. Theo (3.10), ta nhận thấy ∥xnkl
− Sjxnkl

∥ → 0, với mọi

j = 1, 2, . . . ,M . Áp dụng nguyên lý nửa đóng (Mệnh đề 1.3.5), ta thu được

Sjx
∗ = x∗ với mọi j = 1, 2, . . . , ,M, tức là x∗ ∈ ∩M

j=1Fix(Sj).

Vì Ti là một toán tử tuyến tính bị chặn nên với mọi i = 1, 2, . . . , N ta có

Tixnkl
⇀ Tix

∗. TừMệnh đề 1.3.5 và theo (3.11) dẫn đến ∥Tixnkl
−Ξk(Tixnkl

)∥ → 0,

với mọi i = 1, 2, . . . , N và ta cũng có

x∗ ∈
(
∩N
i=1 T

−1
i

(
∩Mi

k=1 Fix(Ξ
i
k)
))

,

với mọi k = 1, 2, . . . ,Mi.

Do vậy, ta có x∗ ∈ ΩSCFPPMOS. Hơn thế nữa, vì x† = PΩSCFPPMOS f(x†) và

(1.1) nên

lim sup
k→∞

⟨f(x†)− x†, xnk
− x†⟩ = ⟨f(x†)− x†, x∗ − x†⟩ ≤ 0. (3.12)

Bây giờ ta chứng minh ∥xnk+1 − xnk
∥ → 0 khi k → ∞. Thật vậy, từ tính bị

chặn của dãy {xn}, {un} và {f(xn)}, αn → 0 và

∥xnk+1 − unk
∥ = αnk

∥f(xnk
)− unk

∥,

ta có

∥xnk+1 − unk
∥ → 0 khi k → ∞. (3.13)

Sử dụng (3.4), (3.6) và (3.9), ta nhận được

ρnk
(1− ρnk

)
∥Θxnk

− tnk
∥4

(∥Θ∗(Θxnk
− tnk

)∥2 + ank
)2

≤ snk
− snk+1 + αnk

∥f(xnk
)− x†∥.

Từ đây suy ra

lim sup
k→∞

∥Θxnk
− tnk

∥4

(∥Θ∗(Θxnk
− tnk

)∥2 + ank
)2

≤ 1

c(1− d)
(lim sup

k→∞
(snk

− snk+1)

+ lim sup
k→∞

αnk
∥f(xnk

)− x†∥)

=
1

c(1− d)
(− lim inf

k→∞
(snk+1 − snk

)

+ lim sup
k→∞

αnk
∥f(xnk

)− x†∥)
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≤ 0.

Điều này chỉ ra rằng khi k → ∞ thì

∥Θxnk
− tnk

∥4

(∥Θ∗(Θxnk
− tnk

)∥2 + ank
)2

→ 0.

Từ định nghĩa dãy lặp {un} của Thuật toán 3.1.1 dẫn đến

∥unk
− xnk

∥ = δnk
∥Θ∗(Θxnk

− tnk
)∥

= ρnk
∥Θ∗(Θxnk

− tnk
)∥ ∥Θxnk

− tnk
∥2

∥Θ∗(Θxnk
− tnk

)∥2 + ank

≤
√

∥Θ∗(Θxnk
− tnk

)∥2 + an
∥Θxnk

− tnk
∥2

∥Θ∗(Θxnk
− tnk

)∥2 + ank

=

√
∥Θxnk

− tnk
∥4

(∥Θ∗(Θxnk
− tnk

)∥2 + ank
)2

→ 0 khi k → ∞.

Hay, ta có

lim
k→∞

∥unk
− xnk

∥ = 0.

Kết hợp điều này với (3.13), ta thu được

lim
k→∞

∥xnk+1 − xnk
∥ = 0. (3.14)

Từ (3.12) và (3.14) suy ra lim sup
k→∞

bnk
≤ 0. Do đó, tất cả các giả thiết của Bổ đề

1.4.3 được thỏa mãn và vì thế sn → 0, tức là xn → x† = PΩSCFPPMOS f(x†). Định

lý được chứng minh.

Tiếp theo, chúng tôi đề xuất phương pháp chiếu lai ghép để giải Bài toán (3.1).

3.1.2 Thuật toán chiếu lai ghép

Thuật toán 3.1.2. Với xấp xỉ ban đầu x0 ∈ H tùy ý, đặt n := 1, lược đồ xác

định dãy {xn} bởi thuật toán chiếu lai ghép gồm năm bước với các Bước 1, 2,

3 được thực hiện như Thuật toán 3.1.1 và Bước 4, 5 được thực hiện như sau:

Bước 4. Xác định các tập con Cn và Qn của H như sau:

Cn = {z ∈ H | ∥tn −Θz∥ ≤ ∥Θxn −Θz∥},

Qn = {z ∈ H | ⟨x0 − xn, z − xn⟩ ≤ 0}.
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Bước 5. Tính xn+1 = PCn∩Qnx0. Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Sự xác định của Thuật toán 3.1.2 được thể hiện trong mệnh đề sau.

Mệnh đề 3.1.4. Dãy {xn} được xây dựng bởi Thuật toán 3.1.2 là hoàn toàn

xác định.

Chứng minh. Đầu tiên, ta chứng minh Cn và Qn là các tập con lồi, đóng của H

với mọi n ≥ 0. Thật vậy, với mọi số nguyên n ≥ 0, từ cách xác định tập Cn, Qn

ta thấy

Cn = {z ∈ H | ∥tn −Θz∥ ≤ ∥Θxn −Θz∥}

= {z ∈ H | ∥tn −Θz∥2 ≤ ∥Θxn −Θz∥2}

= {z ∈ H | ⟨Θ∗(Θxn − tn), z⟩ ≤
1

2
(∥Θxn∥2 − ∥tn∥2)},

Qn = {z ∈ H | ⟨x0 − xn, z − xn⟩ ≤ 0}

= {z ∈ H | ⟨x0 − xn, z⟩ − ⟨x0 − xn, xn⟩ ≤ 0}

= {z ∈ H | ⟨x0 − xn, z⟩ ≤ ⟨x0 − xn, xn⟩}.

Vì Cn, Qn là các nửa không gian đóng nên suy ra Cn, Qn là các tập con lồi, đóng

của H và vì thế Cn ∩Qn cũng là tập con lồi, đóng của không gian Hilbert H.

Tiếp theo, để chứng minh Cn ∩Qn ̸= ∅ ta chứng minh ΩSCFPPMOS là tập con

của tập Cn ∩ Qn với mọi n ≥ 0. Thật vậy, với bất kỳ điểm p ∈ ΩSCFPPMOS thì

Sjp = p với mọi j = 1, 2, . . . ,M và Ξi
k(Tip) = Tip với mọi i = 1, 2, . . . , N và

k = 1, 2, . . . ,Mi. Từ tính chất của ánh xạ không giãn Sj và Ξi
k, chúng ta có

∥tn −Θp∥ =


∥yjn,n − p∥, nếu dn = max

{
dn, max

i=1,2,...,N
{di,n}

}
,

∥zikn,n − Tip∥, nếu di,n = max
{
dn, max

i=1,2,...,N
{di,n}

}
,

=


∥Sjnxn−Sjnp∥, nếu dn=max

{
dn, max

i=1,2,...,N
{di,n}

}
,

∥Ξi
kn
(Tixn)−Ξi

kn
(Tip)∥, nếu di,n=max

{
dn, max

i=1,2,...,N
{di,n}

}
,

≤


∥xn − p∥, nếu dn = max

{
dn, max

i=1,2,...,N
{di,n}

}
,

∥Tixn − Tip∥, nếu di,n = max
{
dn, max

i=1,2,...,N
{di,n}

}
,

= ∥Θxn −Θp∥.
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Điều này chỉ ra rằng p ∈ Cn với mọi n ≥ 0 nên suy ra ΩSCFPPMOS ⊂ Cn với

mọi n ≥ 0. Bây giờ chúng ta chứng minh ΩSCFPPMOS ⊂ Qn với mọi n ≥ 0 bằng

phương pháp quy nạp. Với n = 0 thì Q0 = H nên ΩSCFPPMOS ⊂ H = Q0. Giả sử

ΩSCFPPMOS ⊂ Qn với một giá trị n ≥ 0. Ta cần chứng minh ΩSCFPPMOS ⊂ Qn+1.

Vì xn+1 = PCn∩Qnx0 và theo tính chất của phép chiếu mê tric (1.1) nên ta có

⟨z − xn+1, x0 − xn+1⟩ ≤ 0, ∀z ∈ Cn ∩Qn.

Vì ΩSCFPPMOS ⊂ Cn∩Qn và p ∈ ΩSCFPPMOS nên ⟨p−xn+1, x0−xn+1⟩ ≤ 0. Điều

này suy ra p ∈ Qn+1, tức là ΩSCFPPMOS ⊂ Qn+1. Bằng phương pháp quy nạp ta

nhận được ΩSCFPPMOS ⊂ Qn với mọi n ≥ 0. Vậy ΩSCFPPMOS ⊂ Cn ∩Qn với mọi

n ≥ 0.

Các chứng minh trên chỉ ra Cn ∩Qn là một tập con lồi, đóng, khác rỗng của

H với mọi số nguyên n ≥ 0 và vì thế dãy {xn} là hoàn toàn xác định.

Mệnh đề sau khẳng định tính bị chặn của dãy {xn} xác định bởi Thuật toán 3.1.2.

Mệnh đề 3.1.5. Dãy {xn} xác định bởi Thuật toán 3.1.2 bị chặn và

lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = 0.

Chứng minh. Nếu đặt x† = PΩSCFPPMOSx0 thì x† ∈ ΩSCFPPMOS ⊂ Qn với mọi

n ≥ 0. Mặt khác, từ định nghĩa của tập Qn và tính chất của phép chiếu mê tric

chúng ta có xn = PQnx0, với mọi n ≥ 0. Áp dụng định nghĩa phép chiếu mê tric,

ta có

∥xn − x0∥ ≤ ∥x† − x0∥, (3.15)

với mọi n ≥ 0. Do vậy dãy {xn} là bị chặn.

Vì xn+1 ∈ Qn và xn = PQnx0 nên từ Định lý 1.2 suy ra

0 ≤ ∥xn+1 − xn∥2 ≤ ∥xn+1 − x0∥2 − ∥xn − x0∥2 → 0. (3.16)

Ước lượng trên dẫn đến ∥xn − x0∥ ≤ ∥xn+1 − x0∥.
Do đó dãy {∥xn−x0∥} là một dãy tăng và bị chặn nên tồn tại giới hạn hữu hạn

lim
n→∞

∥xn − x0∥. Sử dụng (3.16), ta nhận được

lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = 0. (3.17)
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Hay nói cách khác, ta có dãy {xn} bị chặn và lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = 0. Bổ đề được

chứng minh.

Với mỗi dãy {xn} xác định bởi Thuật toán 3.1.2, ta chứng minh mệnh đề sau.

Mệnh đề 3.1.6. Với mỗi dãy {xn} xác định bởi Thuật toán 3.1.2, chúng ta

có lim
n→∞

∥tn −Θxn∥ = 0.

Chứng minh. Từ (3.17) ta có đánh giá sau

0 ≤ lim
n→∞

∥Θxn+1 −Θxn∥ ≤ ∥Θ∥ lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ → 0.

Điều này tương đương với

lim
n→∞

∥Θxn+1 −Θxn∥ = 0. (3.18)

Vì xn+1 = PCn∩Qnx0 nên xn+1 ∈ Cn. Từ định nghĩa của tập Cn, chúng ta

thu được

0 ≤ ∥tn −Θxn+1∥ ≤ ∥Θxn −Θxn+1∥ → 0 khi n → ∞.

Điều này dẫn đến

lim
n→∞

∥tn −Θxn+1∥ = 0. (3.19)

Mặt khác, ta có

0 ≤ ∥tn −Θxn∥ ≤ ∥tn −Θxn+1∥+ ∥Θxn+1 −Θxn∥.

Kết hợp phân tích này với (3.18), (3.19), ta suy ra lim
n→∞

∥tn −Θxn∥ = 0.

Bây giờ, ta chứng minh sự hội tụ mạnh của dãy {xn} được xây dựng bởi

Thuật toán 3.1.2 trong định lý sau.

Định lý 3.1.7. Giả sử các giả thiết của Bài toán (3.1) được thoả mãn. Khi đó

dãy {xn} được xây dựng bởi Thuật toán 3.1.2 hội tụ mạnh tới x† = PΩSCFPPMOS x0.

Chứng minh. Đặt x† = PΩSCFPPMOS x0. Ta sẽ chứng minh xn → x† khi n → ∞.

Theo Mệnh đề 3.1.6 thì lim
n→∞

∥tn − Θxn∥ = 0 và kết hợp với định nghĩa của

tn, ta có

∥xn − Sjxn∥ → 0, ∥Tixn − Ξi
k(Tixn)∥ → 0, (3.20)
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với mọi j = 1, 2, . . . ,M , i = 1, 2, . . . , N và k = 1, 2, . . . ,Mi.

Theo mệnh đề 3.1.5, dãy {xn} là bị chặn nên tồn tại một dãy con {xnm} của

{xn} sao cho xnm ⇀ x∗ khi m → ∞. Vì Ti là một toán tử tuyến tính bị chặn

nên ta cũng có Tixnm ⇀ Tix
∗ với mọi i = 1, 2, . . . , N . Từ (3.20) suy ra

∥(I − Sj)xnm∥ → 0 khi m → ∞,

và

∥(I − Ξi
k)(Tixnm)∥ → 0, khi m → ∞,

với mọi j = 1, 2, . . . ,M ; i = 1, 2, . . . , N ; k = 1, 2, . . . ,Mi. Theo giả thiết Sj là

ánh xạ không giãn trên H và Ξi
k là ánh xạ không giãn trên không gian Hi, tương

ứng. Áp dụng nguyên lý nửa đóng (Mệnh đề 1.3.5), ta thu được x∗ ∈ Fix(Sj) với

mọi j = 1, 2, . . . ,M và Tix
∗ ∈ Fix(Ξi

k) với mọi i = 1, 2, . . . , N, k = 1, 2, . . . ,Mi.

Vậy x∗ ∈ ΩSCFPPMOS.

Vì x† = PΩSCFPPMOS x0, x
∗ ∈ ΩSCFPPMOS nên từ (3.15) và áp dụng Mệnh đề

1.1.6 ta có

∥x0 − x†∥ ≤ ∥x0 − x∗∥ ≤ lim inf
k→∞

∥xnm − x0∥

≤ lim sup
m→∞

∥xnm − x0∥ ≤ ∥x0 − x†∥.

Vì x† = PΩSCFPPMOS x0 là duy nhất nên x† = x∗.

Ta cũng có ∥xnm − x0∥ → ∥x† − x0∥ nên nhờ Mệnh đề 1.1.7, ta nhận được

xnm → x† khi m → ∞. Sử dụng lại tính duy nhất của x† = PΩSCFPPMOS x0 ta thu

được xn → x† khi n → ∞.

Cuối cùng, chúng tôi xây dựng thuật toán chiếu thu hẹp để giải Bài toán

(3.1).

3.1.3 Thuật toán chiếu thu hẹp

Thuật toán 3.1.3. Với mỗi x0 ∈ H, đặt C0 = H và n := 1, lược đồ xác định

dãy {xn} bởi thuật toán chiếu thu hẹp gồm năm bước với các Bước 1, 2, 3, cũng

được thực hiện như Thuật toán 3.1.1 và Bước 4, 5 được thực hiện như sau:

Bước 4. Xác định các tập con Cn+1 của H như sau:

Cn+1 = {z ∈ Cn | ∥tn −Θz∥ ≤ ∥Θxn −Θz∥}.
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Bước 5. Tính xn+1 = PCn+1x0. Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Nhận xét 3.1.8. Trong Thuật toán 3.1.3, chúng tôi đặt C0 = H và ở Bước 4

của thuật toán, chúng tôi xây dựng tập Cn+1 ⊆ Cn với mọi n ≥ 0. Khi đó, tại

mỗi bước lặp thay vì chiếu phần tử ban đầu x0 trên giao của hai tập con lồi,

đóng, khác rỗng Cn và Qn như Thuật toán 3.1.2, chúng tôi thực hiện phép chiếu

phần tử ban đầu x0 trên một tập con lồi, đóng, khác rỗng Cn+1 để xác định

phần tử xn+1 với mọi n ≥ 0.

Mệnh đề 3.1.9. Dãy {xn} được xây dựng bởi Thuật toán 3.1.3 là hoàn toàn

xác định.

Chứng minh. Trước hết, ta chứng minh Cn là một tập con lồi, đóng, khác rỗng

của H bằng phương pháp quy nạp. Với n = 0 thì C0 = H nên C0 là tập con lồi,

đóng của H. Giả sử Cn là một tập con lồi, đóng của H với một giá trị n ≥ 0

nào đó. Ta cần chứng minh Cn+1 là tập con lồi, đóng của H. Từ cách xác định

của tập con Cn+1, ta có thể viết lại

Cn+1 = {z ∈ Cn | ∥tn −Θz∥ ≤ ∥Θxn −Θz∥}

= {z ∈ Cn | ∥tn −Θz∥2 ≤ ∥Θxn −Θz∥2}

= {z ∈ Cn | ⟨Θ∗(Θxn − tn), z⟩ ≤
1

2
(∥Θxn∥2 − ∥tn∥2)}

= Cn ∩ {z ∈ Hn | ⟨Θ∗(Θxn − tn), z⟩ ≤
1

2
(∥Θxn∥2 − ∥tn∥2)}.

Vì Cn+1 là giao của hai tập lồi, đóng của H nên Cn+1 là tập con lồi, đóng của

H. Vậy Cn là tập con lồi, đóng của H với mọi n ≥ 0.

Tiếp theo, ta cần chứng minh tập Cn ̸= ∅ bằng cách chứng minh với mỗi

n ≥ 0 thì ΩSCFPPMOS ⊂ Cn. Ta sử dụng phương pháp quy nạp như sau.

Dễ thấy, với n = 0 thì ΩSCFPPMOS ⊂ H = C0. Giả sử ΩSCFPPMOS ⊂ Cn với

một giá trị n ≥ 0 nào đó. Lấy bất kỳ điểm p ∈ ΩSCFPPMOS, bằng một lập luận

tương tự như lập luận được sử dụng trong Mệnh đề 3.1.4, ta thu được

∥tn −Θp∥ ≤ ∥Θxn −Θp∥.

Điều này chứng tỏ rằng

p ∈ {z ∈ H | ∥tn −Θz∥ ≤ ∥Θxn −Θz∥}.
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Vậy ΩSCFPPMOS ⊂ {z ∈ H | ∥tn − Θz∥ ≤ ∥Θxn − Θz∥}. Kết hợp với giả thiết

ΩSCFPPMOS ⊂ Cn, ta thu được

ΩSCFPPMOS ⊂ Cn ∩ {z ∈ H | ∥tn −Θz∥ ≤ ∥Θxn −Θz∥} = Cn+1.

Theo phương pháp quy nạp suy ra ΩSCFPPMOS ⊂ Cn với mọi n ≥ 0. Vậy Cn là

tập con lồi, đóng, khác rỗng của H với mọi n ≥ 0. Do đó dãy {xn} là hoàn toàn

xác định.

Mệnh đề sau đây chỉ ra rằng dãy {xn} xác định bởi Thuật toán 3.1.3 là bị chặn

Mệnh đề 3.1.10. Dãy {xn} xác định bởi Thuật toán 3.1.3 bị chặn và

lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = 0.

Chứng minh. Trước hết, ta chứng minh dãy {xn} là bị chặn. Thật vậy, nếu đặt

x† = PΩSCFPPMOS x0 thì x† ∈ ΩSCFPPMOS. Vì ΩSCFPPMOS ⊂ Cn nên x† ∈ Cn với

mọi n ≥ 0. Sử dụng xn = PCnx0 và theo định nghĩa của phép chiếu mê tric, ta

nhận được

∥x0 − xn∥ ≤ ∥x0 − x†∥,∀n ≥ 0, x† ∈ Cn. (3.21)

Vậy dãy {xn} là bị chặn.

Ta có xn+1 = PCn+1x0 ∈ Cn, xn = PCnx0 ∈ Cn. Áp dụng Mệnh đề 1.2 với

y = xn+1, x0 ∈ H,PCnx0 = xn, ta suy ra

∥xn − x0∥2 ≤ ∥xn+1 − x0∥2 − ∥xn+1 − xn∥2 ≤ ∥xn+1 − x0∥2.

Do đó, dãy {∥xn − x0∥} là một dãy tăng mà theo chứng minh trên dãy {xn} bị

chặn trên nên tồn tại giới hạn hữu hạn của dãy {∥xn − x0∥}.
Bây giờ, chúng ta chỉ ra rằng dãy {xn} hội tụ mạnh tới một phần tử q ∈ H.

Thật vậy, với mọi m ≥ n, ta có Cm ⊂ Cn. Như vậy xm ∈ Cn. Áp dụng Mệnh đề

1.2 với y = xm, x0 ∈ H,PCnx0 = xn, ta thu được

∥xm − xn∥2 ≤ ∥xm − x0∥2 − ∥xn − x0∥2 → 0,

khi m,n → ∞. Vậy dãy {xn} là một dãy Cauchy. Vì mọi dãy Cauchy đều hội

tụ nên tồn tại giới hạn hữu hạn lim
n→∞

xn = q và vì thế ta có đánh giá sau

∥xn+1 − xn∥ ≤ ∥xn+1 − q∥+ ∥xn − q∥ → 0,

tức là lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = 0.
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Bằng cách chứng minh tương tự trong Mệnh đề 3.1.6, ta chứng minh được

mệnh đề sau đây.

Mệnh đề 3.1.11. Với mỗi dãy {xn} xác định bởi Thuật toán 3.1.3, ta luôn

có lim
n→∞

∥tn −Θxn∥ = 0.

Bây giờ, ta chứng minh định lý về sự hội tụ mạnh của dãy {xn} được xây

dựng bởi Thuật toán 3.1.3.

Định lý 3.1.12. Giả sử các giả thiết của Bài toán (3.1) được thoả mãn. Khi đó

dãy {xn} được xây dựng bởi Thuật toán 3.1.3 hội tụ mạnh tới x† = PΩSCFPPMOS x0.

Chứng minh. Đặt x† = PΩSCFPPMOS x0, ta cần chứng minh xn → x† khi n → ∞.

Chứng minh tương tự Định lý 3.1.7, ta nhận được

∥xn − Sjxn∥ → 0, ∥Tixn − Ξi
k(Tixn)∥ → 0, (3.22)

với mọi j = 1, 2, . . . ,M , i = 1, 2, . . . , N và k = 1, 2, . . . ,Mi. Vì xn → q và

Tj là toán tử tuyến tính bị chặn nên Tjxn → Tq với mọi j = 1, 2, . . . ,M . Sử

dụng (3.22) và tính liên tục của Tj với mọi j = 1, 2, . . . ,M , và Ξi
k với mọi

i = 1, 2, . . . , N , k = 1, 2, . . . ,Mi ta suy ra q ∈ Ω.

Cho n → ∞ trong (3.21), ta nhận được

∥x0 − q∥ ≤ ∥x0 − x†∥

và từ tính duy nhất của x† ta có q = x†. Định lý được chứng minh.

3.2 Một số áp dụng

3.2.1 Áp dụng cho bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra

Như đã trình bày ở phần Mở đầu, Bài toán (3.1) tổng quát hơn Bài toán

(2.1). Bây giờ, chúng ta xem xét bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra

trong trường hợp tổng quát hơn bài toán được nghiên cứu ở Chương 2: Cho H,

Hi, i = 1, 2, . . . , N là các không gian Hilbert thực; Ti : H → Hi, i = 1, 2, . . . , N

là các toán tử tuyến tính bị chặn; Cj, j = 1, 2, . . . ,M là các tập con lồi, đóng
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của H; Qi
k, i = 1, 2, . . . , N và k = 1, 2, . . . ,Mi là các tập con lồi, đóng của Hi

tương ứng.

Tìm phần tử x† ∈ Cj, ∀j = 1, 2, . . . ,M sao cho

Tix
† ∈ Qi

k, ∀i = 1, 2, . . . , N ; k = 1, 2, . . . ,Mi. (GSFPMOS)

Ký hiệu ΩGSFPMOS là tập nghiệm của Bài toán (GSFPMOS) và ta luôn giả sử

rằng ΩGSFPMOS ̸= ∅.
Bây giờ, áp dụng Thuật toán 3.1.1 và Định lý 3.1.3 với Sj = PCj với mọi

j = 1, 2, . . . ,M và Ξi
k = PQi

k
với mọi i = 1, 2, . . . , N , k = 1, 2, . . . ,Mi, chúng ta

thu được một thuật toán kiểu CQ để giải Bài toán (GSFPMOS), trong đó cỡ

bước được điều chỉnh để tự thích nghi qua mỗi bước lặp mà không phụ thuộc

vào thông tin về chuẩn của toán tử chuyển. Kết quả được khẳng định trong hệ

quả sau.

Hệ quả 3.2.1. Cho dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán 3.1.1 với Sj = PCj

với mọi j = 1, 2, . . . ,M và Ξi
k = PQi

k
với mọi i = 1, 2, . . . , N , k = 1, 2, . . . ,Mi,

tương ứng. Nếu dãy {an} bị chặn và dãy {αn} thỏa mãn điều kiện (α) thì dãy

{xn} hội tụ mạnh tới một phần tử x† ∈ ΩGSFPMOS, là nghiệm duy nhất của bất

đẳng thức biến phân VIP(I − f,ΩSFPMOS) trong đó tập ΩSFPMOS được thay bởi

ΩGSFPMOS.

Tiếp theo, áp dụng Thuật toán 3.1.2, Thuật toán 3.1.3 và Định lý 3.1.7, Định

lý 3.1.12, trong đó thay Sj = PCj với mọi j = 1, 2, . . . ,M và Ξi
k = PQi

k
với mọi

i = 1, 2, . . . , N , k = 1, 2, . . . ,Mi, ta thu được thuật toán chiếu lai ghép và thuật

toán chiếu thu hẹp tương ứng để giải Bài toán (GSFPMOS) mà cũng không cần

biết thông tin về chuẩn của toán tử chuyển. Điều này được khẳng định trong

Hệ quả 3.2.2.

Hệ quả 3.2.2. Cho {xn} là một dãy được xác định bởi Thuật toán 3.1.2 hoặc

Thuật toán 3.1.3 với Sj = PCj với mọi j = 1, 2, . . . ,M và Ξi
k = PQi

k
với mọi

i = 1, 2, . . . , N , k = 1, 2, . . . ,Mi, tương ứng. Khi đó dãy {xn} hội tụ mạnh tới

PΩGSFPMOS x0 khi n → ∞.
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3.2.2 Áp dụng cho bài toán điểm bất động chung tách của ánh xạ

không giãn

Trong mục này, ta trình bày một áp dụng cho Bài toán (SCFPP). Ký hiệu

ΩSCFPP là tập các điểm bất động chung tách của ánh xạ không giãn và ta giả

thiết rằng ΩSCFPP ̸= ∅. Áp dụng Thuật toán 3.1.1, chúng ta thu được một thuật

toán để giải Bài toán (SCFPP), trong đó cỡ bước tự điều chỉnh qua mỗi bước

lặp mà không phục thuộc vào thông tin về chuẩn của toán tử chuyển T . Thuật

toán như sau.

Thuật toán 3.2.1.

Bước 0. – Với xấp xỉ ban đầu x0 ∈ H1 tùy ý;

– Tham số {ρn} ⊂ [c, d] ⊂ (0, 1);

– Tham số {αn} thỏa mãn điều kiện (α);

– {an} là một dãy bị chặn;

– Ánh xạ co f : H → H với hệ số co c ∈ [0, 1).

Đặt n := 1.

Bước 1. Tính yj,n = Sjxn, với mọi j = 1, 2, . . . ,M và đặt

d1,n = max
j=1,2,...,M

{∥yj,n − xn∥},

L1,n = {j ∈ {1, 2, . . . ,M} | ∥yj,n − xn∥ = dn}.

Bước 2. Tính zk,n = Ξk(Txn) với mọi k = 1, 2, . . . , K và đặt

d2,n = max
k=1,2,...,K

{∥zk,n − Txn∥},

L2,n = {k ∈ {1, 2, . . . , K} | ∥zk,n − Txn∥ = d2,n}.

Bước 3. Cho Γn := max
{
d1,n, d2,n}.

Nếu d1,n = Γn thì chọn jn ∈ L1,n và đặt tn = yjn,n; Θ = I.

Ngược lại, nếu d2,n = Γn thì chọn kn ∈ L2,n và đặt tn = zkn,n, Θ = T .

Bước 4. Tính un = xn − δnΘ
∗(Θxn − tn), với

δn = ρn
∥Θxn − tn∥2

∥Θ∗(Θxn − tn)∥2 + an
.
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Bước 5. Tính xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)un, n ≥ 0.

Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Dãy lặp {xn} xác định bởi thuật toán này cũng hội tụ mạnh tới một phần

tử thuộc tập nghiệm của Bài toán (SCFPP). Từ Định lý 3.1.3, ta nhận được Hệ

quả 3.2.3 sau đây.

Hệ quả 3.2.3. Dãy {xn} xác định bởi Thuật toán 3.2.1 hội tụ mạnh tới một

phần tử x† ∈ ΩSCFPP, là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân

VIP(I − f,ΩSFPMOS) trong đó thay tập ΩSFPMOS bởi tập ΩSCFPP.

Bằng việc áp dụng hai Thuật toán 3.1.2 và 3.1.3, ta có hai thuật toán chiếu

sau đây để tìm nghiệm của Bài toán (SCFPP).

Thuật toán 3.2.2. Với mỗi x0 ∈ H1, đặt n := 1, lược đồ xác định dãy {xn}
bởi thuật toán chiếu lai ghép gồm năm bước với các Bước 1, 2 cũng được thực

hiện như Thuật toán 3.2.1 và Bước 3, 4, 5 được thực hiện như sau.

Bước 3. Nếu d1,n ≥ d2,n thì chọn jn ∈ L1,n và đặt tn = yjn,n và Θ = IH1 với

IH1 là toán tử đơn vị của H1.

Ngược lại, chọn kn ∈ L2,n và đặt tn = zkn,n, Θ = T .

Bước 4. Xác định tập con Cn và Qn của H1 như sau:

Cn = {z ∈ H1 | ∥tn −Θz∥ ≤ ∥Θxn −Θz∥},

Qn = {z ∈ H1 | ⟨x0 − xn, z − xn⟩ ≤ 0}.

Bước 5. Tính xn+1 = PCn∩Qnx0 với mọi n ≥ 0.

Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Thuật toán 3.2.3. Với mỗi x0 ∈ H, cho C0 = H, lược đồ xác định dãy {xn}
bởi thuật toán chiếu thu hẹp gồm năm bước với các Bước 1, 2, 3 cũng được thực

hiện như Thuật toán 3.2.2 và Bước 4, 5 được thực hiện như sau.

Bước 4. Xác định tập con Cn+1 của H1 như sau:

Cn+1 = {z ∈ Cn | ∥tn −Θz∥ ≤ ∥Θxn −Θz∥},

Bước 5. Tính xn+1 = PCn+1x0 với mọi n ≥ 0.
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Sự hội tụ mạnh của dãy lặp {xn} được xác định bởi hai Thuật toán 3.2.2 và

3.2.3 được khẳng định trong hệ quả sau.

Hệ quả 3.2.4. Nếu các điều kiện của Bài toán (SCFPP) được thỏa mãn thì

dãy lặp {xn} được xác định bởi hai Thuật toán 3.2.2 và 3.2.3 hội tụ mạnh tới

PΩSCFPP x0 khi n → ∞.

3.2.3 Áp dụng cho bài toán điểm bất động của ánh xạ không giãn

Cho H là một không gian Hilbert thực, Sj : H → H, j = 1, 2, . . . ,M là các

ánh xạ không giãn.

Tìm phần tử x† ∈ Fix(Sj), ∀j = 1, 2, . . . ,M. (3.23)

Ký hiệu ΩCFPP := ∩M
j=1 Fix(Sj) là tập nghiệm của Bài toán (3.23) và ta giả thiết

rằng ΩCFPP ̸= ∅.
Áp dụng Hệ quả 3.2.3, chúng ta thu được thuật toán tự thích nghi để giải

Bài toán (3.23). Thuật toán được trình bày trong hệ quả sau.

Hệ quả 3.2.5. Với mỗi x0 ∈ H, cho dãy {xn} được xác định bởi

yj,n = Sjxn, j = 1, 2, . . . ,M,

chọn jn sao cho ∥yjn,n − xn∥ = max
j=1,2,...,M

∥yj,n − xn∥ và đặt tn = yjn,n,

un = xn − δn(xn − tn),

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)un,

trong đó δn = ρn
∥xn − tn∥2

∥xn − tn∥2 + an
, dãy {ρn} ⊂ [a, b] ⊂ (0, 1) và {an} và {αn}

là các dãy số thực dương tùy ý. Nếu dãy {an} bị chặn và dãy {αn} thỏa mãn

điều kiện (α) thì dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán 3.2.1 hội tụ mạnh

tới một phần tử x† ∈ ΩCFPP là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân

VIP(I − f,ΩSFPMOS) trong đó thay tập ΩSFPMOS bởi tập ΩCFPP.

Áp dụng Thuật toán 3.1.2 và Định lý 3.1.7, ta có hệ quả sau đây để giải

Bài toán (3.23).
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Hệ quả 3.2.6. Với mỗi x0 ∈ H, dãy {xn} xác định như sau.

yj,n = Sjxn, j = 1, 2, . . . ,M,

chọn jn sao cho ∥yjn,n − xn∥ = max
j=1,2,...,M

{∥yj,n − xn∥} và đặt yn = yjn,n,

Cn = {z ∈ H | ∥yn − z∥ ≤ ∥xn − z∥},

Qn = {z ∈ H | ⟨x0 − xn, z − xn⟩ ≤ 0},

xn+1 = PCn∩Qnx0, n ≥ 0.

Khi đó dãy {xn} hội tụ mạnh tới PΩCFPP x0 khi n → ∞.

Áp dụng Thuật toán 3.1.3 và Định lý 3.1.12, ta có hệ quả sau đây để giải

Bài toán (3.23).

Hệ quả 3.2.7. Với mỗi x0 ∈ H, đặt C0 = H và xác định dãy {xn} như sau:

yj,n = Sjxn, j = 1, 2, . . . ,M,

chọn jn sao cho ∥yjn,n − xn∥ = max
j=1,2,...,M

{∥yj,n − xn∥} và đặt yn = yjn,n,

Cn+1 = {z ∈ Cn | ∥yn − z∥ ≤ ∥xn − z∥},

xn+1 = PCn+1x0, n ≥ 0.

Khi đó dãy {xn} hội tụ mạnh tới PΩCFPP x0 khi n → ∞.

3.3 Ví dụ số minh họa

Ví dụ 3.3.1. Cho các tập con lồi, đóng và khác rỗng

Cj = {x ∈ R16 | ⟨aj, x⟩ ≤ bj}, Qi
k = {x ∈ R16×(i+1) | ⟨aik, x⟩ ≤ bik},

với mọi j = 1, 2, . . . ,M , i = 1, 2, 3, k = 1, 2, . . . ,Mi và các tọa độ của aj, a
i
k

được lấy ngẫu nhiên trong khoảng đóng [−1, 1], bj, b
i
k được lấy ngẫu nhiên trong

khoảng đóng [0, 1] với mọi j = 1, 2, . . . ,M , i = 1, 2, 3, k = 1, 2, . . . ,Mi.

Cho các ánh xạ tuyến tính bị chặn T1 : R16 → R32, T2 : R16 → R64,

T3 : R16 → R128 có các phần tử của ma trận biểu diễn được lấy ngẫu nhiên trên

đoạn [−5, 5].

Ta xét bài toán: Tìm một phần tử x∗ ∈ R16 sao cho

x∗ ∈ ΩSFPMOS :=
(
∩M
j=1 Cj

)
∩
(
∩N
i=1 T

−1
i (∩Mi

k=1Q
i
k)
)
.
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Dễ thấy ΩSFPMOS ̸= ∅ vì 0 ∈ ΩSFPMOS.

Trước hết, ta minh họa sự hội tụ của dãy {xn} xác định bởi Thuật toán

3.1.1 trong đó Sj = PCj với mọi j = 1, 2, . . . ,M , Ξi
k = PQi

k
với mọi i = 1, 2, 3,

k = 1, 2, . . . ,Mi. Các tham số ρn = 0.3, an = 0.1 và αn = n−0.5, αn = n−0.75

hoặc αn = n−1 với mọi n ≥ 1, ánh xạ co f : R16 → R16 xác định bởi f(x) = x
5 .

Theo Định lý 3.1.3, dãy {xn} sẽ hội tụ đến nghiệm của bài toán đang xét và là

nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân VIP(I − f,ΩSFPMOS) . Trong ví

dụ này, ta sử dụng điều kiện dừng là TOLn < ε, trong đó ε là một ngưỡng sai

số cho trước và TOLn được xác định bởi

TOLn :=
1

4

(
1

M

M∑
j=1

∥xn − PCj(xn)∥2 +
1

M1

M1∑
k=1

∥T1xn − PQ1
k
(T1xn)∥2

+
1

M2

M2∑
k=1

∥T2xn − PQ2
k
(T2xn)∥2 +

1

M3

M3∑
k=1

∥T3xn − PQ3
k
(T3xn)∥2

)
với mọi n ≥ 1. Chú ý rằng ở bước lặp thứ n, nếu TOLn = 0, thì xn ∈ ΩSFPMOS,

tức là xn là một nghiệm của bài toán đang xét.

Chọn M = 200, M1 = 300, M2 = 400 và M3 = 500 và tọa độ của điểm ban

đầu x0 được lấy ngẫu nhiên trong khoảng đóng [5, 10]. Khi đó ta thu được kết

quả số của Thuật toán 3.1.1 được trình bày trong Bảng 3.1 sau.

Thuật toán 3.1.1

αn = n−0.75 αn = n−1.0

ε TOLn n TG (giây) TOLn n TG (giây)

10−4 9.6777×10−5 55 0.2328 9.8346×10−5 87 0.3412

10−5 9.8911×10−6 112 0.4274 9.9780×10−6 215 0.8001

10−6 9.9122×10−7 212 0.7568 9.9852×10−7 761 2.4898

Bảng 3.1: Kết quả tính toán số của Thuật toán 3.1.1

Từ kết quả số trong Bảng 3.1 của bài toán đang xét, ta thấy nếu tham số

αn nhận giá trị lớn hơn thì để đạt được cùng một ngưỡng sai số cần nhiều thời

gian hơn và số vòng lặp cũng nhiều hơn.

Dáng điệu của hàm TOLn trong Bảng 3.1 được mô tả trong Hình 3.1.

Tiếp theo, ta minh họa sự hội tụ của Thuật toán 3.1.2 và Thuật toán 3.1.3

với Tj = PCj , j = 1, 2, . . . ,M , Ξi
k = PQi

k
với mọi i = 1, 2, 3, k = 1, 2, . . . ,Mi.
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Hình 3.1: Dáng điệu của hàm TOLn với điều kiện dừng TOLn < 10−6

Chọn M = 200, M1 = 300, M2 = 400 và M3 = 500 và tọa độ của điểm ban đầu

x0 được lấy ngẫu nhiên trong khoảng đóng [5, 10]. Khi đó ta thu được kết quả

số của hai thuật toán chiếu được trình bày trong Bảng ??.

Thuật toán 3.1.2 Thuật toán 3.1.3

ε TOLn n TG (giây) TOLn n TG (giây)

10−3 9.7792×10−4 14617 154.9003 9.7596×10−4 251 7.6294

10−4 9.8184×10−5 42036 429.0298 7.9713×10−5 294 10.9836

10−5 9.9636×10−6 123967 1.2399×103 9.0468×10−6 334 14.8264

Bảng 3.2: Kết quả tính toán số của Thuật toán 3.1.2 và 3.1.3

Bảng 3.2 cho thấy Thuật toán 3.1.3 hội tụ với tốc độ nhanh hơn rất nhiều

so với Thuật toán 3.1.2.

Dáng điệu của hàm TOLn trong Bảng 3.2 được biểu diễn trong Hình 3.2.

Ví dụ 3.3.2. Cho các hàm lồi g, g1, g2, g3 và g4 xác định trên R5, R2, R3, R4,

R6 tương ứng và được xác định bởi:

g(x) =
1

2
(x1 − x2 + x3 − x4 − 2x5 − 1)2 với mọi x = (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5;

g1(y) =
1

2
(y1 + y2 − 5)2 với mọi y = (y1, y2) ∈ R2;
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Hình 3.2: Dáng điệu của hàm TOLn với điều kiện dừng TOLn < 10−3

g2(z) =
1

2
(2z1 + z2 − z3 − 4)2 với mọi z = (z1, z2, z3) ∈ R3;

g3(u) =
1

2
(u1 − u2 − u3 + u4 − 1)2 với mọi u = (u1, u2, u3, u4) ∈ R4;

g4(v) =
1

2
(v1 + 2v2 − v3 + v4 + v5 + v6)

2 với mọi v = (v1, v2, v3, v4, v5, v6) ∈ R6.

Cho các ánh xạ tuyến tính bị chặn

T1 : R5 → R2 xác định bởi T1x = [y1, y2]
⊤.

T2 : R5 → R3 xác định bởi T2x = [z1, z2, z3]
⊤.

T3 : R5 → R4 xác định bởi T3x = [u1, u2, u3, u4]
⊤.

T4 : R5 → R6 xác định bởi T4x = [v1, v2, v3, v4, v5, v6]
⊤.

Ma trận của các ánh xạ chuyển T1, T2, T3, T4 tương ứng như sau.

T1 =

(
1 −1 2 1 0

2 −2 1 −4 −4

)
, T2 =


1 1 −1 0 1

1 −1 0 1 2

1 3 −4 3 6

 ,

T3 =


1 1 1 −1 1

2 1 0 −1 1

1 0 1 1 −1

1 1 −1 2 3

 , T4 =



1 1 1 1 1

1 −1 1 0 1

2 1 0 1 1

−1 1 1 1 1

1 0 0 −1 1

1 −1 −2 −2 −10


.
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Xét bài toán: Tìm phần tử x∗ ∈ R5 sao cho

x∗ ∈ argmin
x∈R5

g(x); T1x
∗ ∈ argmin

y∈R2
g1(y); T2x

∗ ∈ argmin
z∈R3

g2(z);

T3x
∗ ∈ argmin

u∈R4
g3(u); T4x

∗ ∈ argmin
v∈R6

g4(v).

Đặt Ω là tập nghiệm của bài toán đang xét. Không khó để kiểm tra được g và

gi, i = 1, 2, 3, 4 là các hàm lồi và Ω = {(a− b+ c+ 3, a, b, c, 1) : a, b, c ∈ R}.
Dễ thấy, bài toán trên tương đương với bài toán: Tìm phần tử x∗ ∈ R5

sao cho:

x∗ ∈ ∇g−1(0);T1x
∗ ∈ ∇g−1

1 (0);T2x
∗ ∈ ∇g−1

2 (0);

T3x
∗ ∈ ∇g−1

3 (0);T4x
∗ ∈ ∇g−1

4 (0).

Ta biết rằng nếu F là một toán tử đơn điệu cực đại thì (I + F)−1 là ánh xạ

không giãn và p ∈ F−1(0) tương đương với p = (I + F)−1(p). Trong ví dụ này,

∇g và ∇gi, i = 1, 2, 3, 4 là các toán tử đơn điệu cực đại do đó (I + ∇g)−1 và

(I +∇gi)
−1 với mọi i = 1, 2, 3, 4 là các ánh xạ không giãn. Vì vậy bài toán trên

tương đương với bài toán tìm điểm bất động chung tách với nhiều tập đầu ra:

Tìm phần tử x∗ ∈ R5 sao cho

x∗ ∈ Fix

(
(I +∇g)−1

)
; T1x

∗ ∈ Fix

(
(I +∇g1)

−1

)
; T2x

∗ ∈ Fix

(
(I +∇g2)

−1

)
;

T3x
∗ ∈ Fix

(
(I +∇g3)

−1

)
; T4x

∗ ∈ Fix

(
(I +∇g4)

−1

)
.

Ký hiệu ΩSCFPPMOS là tập nghiệm của bài toán tìm điểm bất động chung tách

với nhiều tập đầu ra này. Khi đó

ΩSCFPPMOS ≡ Ω = {(a− b+ c+ 3, a, b, c, 1) : a, b, c ∈ R}.

Chúng tôi minh họa sự hội tụ của Thuật toán 3.1.1 trong đó các ánh xạ

không giãn S = (I + ∇g)−1; Ξi = (I + ∇gi)
−1 với mọi i = 1, 2, 3, 4, các tham

số αn = n−1, an = 0.00001, ρn = 0.95, ánh xạ co f : R5 → R5 là hàm hằng xác

định bởi f(xn) = x0, với mọi n ≥ 1 và xấp xỉ ban đầu x0 = (1,−1, 1,−1, 1).

Theo Định lý 3.1.3, dãy {xn} xác định bởi thuật toán tự thích nghi sẽ hội

tụ mạnh tới x∗ ∈ ΩSCFPPMOS. Trong trường hợp này, ta dễ nhận thấy x∗ =

(0.75,−0.75, 0.75,−0.75, 1) là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân
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VIP(I − f,ΩSFPMOS) trong đó thay tập ΩSFPMOS bởi tập ΩSCFPPMOS. Ta sử

dụng điều kiện

TOLn := ∥xn − x∗∥ < ε,

với ε là một ngưỡng sai số cho trước để dừng quá trình lặp.

Tiếp theo, chúng tôi minh họa sự hội tụ của Thuật toán 3.1.2 và 3.1.3 trong đó

các ánh xạ không giãn S và Ξi, i = 1, 2, 3, 4, được xác định như trên. Theo Định

lý 3.1.7 và 3.1.12, dãy {xn} xác định bởi hai thuật toán 3.1.2 và 3.1.3 hội tụ mạnh

về phần tử x∗ = PΩSCFPPMOS x0. Thật dễ dàng để tính được x∗ = PΩSCFPPMOS x0 =

(0.75,−0.75, 0.75,−0.75, 1). Ta cũng sử dụng điều kiện TOLn := ∥xn− x∗∥ < ε,

với ε là một ngưỡng sai số cho trước để dừng quá trình lặp.

Kết quả số trong Bảng 3.3 minh họa cho sự hội tụ của thuật toán tự thích

nghi, thuật toán chiếu lai ghép, thuật toán chiếu thu hẹp với phần tử ban đầu

x0 = (1,−1, 1,−1, 1).

ε Thuật toán 3.1.1 Thuật toán 3.1.2 Thuật toán 3.1.3

10−4 TOLn 9.9881×10−5 9.9141×10−5 5.2862×10−5

n 621 175 14
TG (giây) 0.0400 1.3368 0.0820

10−5 TOLn 9.9965×10−6 9.9752×10−6 4.6409×10−6

n 2526 979 19
TG (giây) 0.1313 5.9919 0.1082

10−6 TOLn 9.9998×10−7 9.9967×10−7 9.1672×10−7

n 23854 3899 23
TG (giây) 1.1318 26.6064 0.1204

Bảng 3.3: Kết quả tính toán số của Thuật toán 3.1.1; 3.1.2 và 3.1.3

Kết quả số ở Bảng 3.3 cho thấy với cùng một ngưỡng sai số, Thuật toán 3.1.3

cần thời gian và số bước lặp ít nhất, trong khi đó Thuật toán 3.1.2 cần số bước

lặp ít hơn Thuật toán 3.1.1 nhưng cần nhiều thời gian hơn.

Dáng điệu của hàm TOLn trong Bảng 3.3 được biểu diễn trong Hình 3.3.

Ví dụ 3.3.3. Quay trở lại Ví dụ 2.2.7, ta tìm nghiệm của Bài toán (2.44) bằng

phương pháp chiếu lai ghép và phương pháp chiếu thu hẹp.

Ta minh họa sự hội tụ của dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán 3.1.2

và Thuật toán 3.1.3 với các ánh xạ không giãn S = PC và Ξi = PQi với mọi
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Hình 3.3: Dáng điệu của hàm TOLn với điều kiện dừng TOLn < 10−4

i = 1, 2, 3, tương ứng. Ta sử dụng điều kiện dừng TOLn := ∥xn+1−xn∥ < ε, với

ε là một số thực dương nhỏ tùy ý. Nhưng với điều kiện dừng này, chúng ta cũng

không khẳng định được dãy {xn} hội tụ về một phần tử thuộc tập nghiệm của

bài toán đang xét. Do vậy, để kiểm tra xem dãy {xn} có hội tụ về nghiệm của

Bài toán (2.44), ta sử dụng tham số

m := max{⟨a0, xn⟩ − 1, max
i=1,100

(⟨ai, Tixn⟩)}.

Khi đó, nếu m ≤ 0 thì xn là một nghiệm của bài toán đang xét.

Với phần tử ban đầu x0(t) = et, kết quả số của Thuật toán 3.1.2 và Thuật

toán 3.1.3 được trình bày trong Bảng 3.4.

Trong ví dụ này, Thuật toán 3.1.2 hội tụ với tốc độ nhanh hơn so với Thuật

toán 3.1.3.

Dáng điệu của hàm TOLn trong Bảng 3.4 được mô tả trong Hình 3.4.
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ε Thuật toán 3.1.2 Thuật toán 3.1.3

10−4 TOLn 2.3950×10−11 8.7460×10−5

n 20 23
m 1.4×10−4 1.0605×10−4

TG (giây) 0.1702 0.2304

10−5 TOLn 2.3950×10−11 7.5226×10−6

n 20 37
m 1.4×10−4 5.2×10−5

TG (giây) 0.1623 0.4274

10−6 TOLn 2.3950×10−11 9.8884×10−7

n 20 131
m 1.4×10−4 3.4659×10−5

TG (giây) 0.3849 4.6206

Bảng 3.4: Kết quả tính toán số của Thuật toán 3.1.2 và Thuật toán 3.1.3
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Hình 3.4: Dáng điệu của hàm TOLn với điều kiện dừng TOLn < 10−6

KẾT LUẬN CHƯƠNG 3

Sử dụng phương pháp CQ, phương pháp chiếu lai ghép và phương pháp chiếu

thu hẹp, trong chương này, chúng tôi đề xuất ba thuật toán giải Bài toán 3.1

trong các không gian Hilbert thực. Các thuật toán này có ưu điểm chung là vòng

lặp đơn giản và cỡ bước lặp được thiết kế tự thích nghi. Kết quả cụ thể như sau:

(a) Xây dựng thuật toán kiểu CQ (Thuật toán 3.1.1) giải Bài toán (3.1). Với
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các điều kiện phù hợp, chúng tôi chứng minh sự hội tụ mạnh của dãy lặp

về nghiệm của bài toán thông qua Định lý 3.1.7.

(b) Xây dựng thuật toán chiếu lai ghép (Thuật toán 3.1.2) giải Bài toán 3.1

và chứng minh sự hội tụ mạnh của dãy lặp thông qua các Định lý 3.1.3.

(c) Xây dựng thuật toán chiếu thu hẹp (Thuật toán 3.1.3) giải Bài toán 3.1 và

chứng minh sự hội tụ mạnh của dãy lặp thông qua các Định lý 3.1.12.

(c) Áp dụng các Thuật toán 3.1.1 và 3.1.2 cho bài toán chấp nhận tách với

nhiều tập đầu ra; Thuật toán 3.1.1, 3.1.2 và 3.1.3 cho bài toán điểm bất

động chung tách của ánh xạ không giãn và bài toán điểm bất động của

ánh xạ không giãn.

(d) Lấy các ví dụ số minh họa cho các thuật toán mà chúng tôi đề xuất cùng

việc áp dụng giải bài toán tối ưu không ràng buộc. Các kết quả được ghi

nhận trong các Bảng 3.1–3.4 và các Hình 3.1–3.4.
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Kết luận

Luận án tập trung nghiên cứu đề xuất các thuật toán giải Bài toán (SFPMOS)

ra và Bài toán (SCFPPMOS). Các thuật toán được nghiên cứu dựa trên phương

pháp CQ, phương pháp lặp Halpern, phương pháp xấp xỉ mềm và phương pháp

chiếu.

1. Những kết quả chính đã đạt được trong luận án

� Chúng tôi đề xuất được 5 thuật toán giải Bài toán (SFPMOS) (Thuật toán

2.1.1–2.1.5), đề xuất và chứng minh các định lý hội tụ yếu và hội tụ mạnh

của các thuật toán này. Các thuật toán này được chúng tôi phát triển từ

thuật toán CQ của Byrne cho bài toán chấp nhận tách trong không gian

hữu hạn chiều dựa trên cách tiếp cận tối ưu. Ưu điểm của các Thuật toán

2.1.1–2.1.3 là sự đơn giản trong tính toán tại mỗi bước lặp. Ưu điểm của

các Thuật toán 2.1.4 và 2.1.5, ngoài sự đơn giản trong tính toán tại mỗi

bước lặp, là cỡ bước không phụ thuộc vào thông tin về chuẩn của các toán

tử chuyển. Kết quả này được thể hiện trong công trình (CT1) và (CT2).

� Đề xuất được 3 thuật toán xấp xỉ nghiệm của Bài toán (SCFPPMOS)

(Thuật toán 3.1.1–3.1.3) và chứng minh các định lý về sự hội tụ của các

thuật toán đó. Bằng việc sử dụng phương pháp CQ, kỹ thuật chiếu lai ghép

và kỹ thuật chiếu thu hẹp kết hợp với phương pháp xấp xỉ mềm, chúng tôi

thiết kế các thuật toán với cỡ bước tự thích nghi. Kết quả này được thể

hiện trong công trình (CT3) và (CT4).

� Các thuật toán này được áp dụng cho bài toán chấp nhận tách tổng quát,

bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra, bài toán điểm bất động

chung tách với ánh xạ không giãn hay bài toán điểm bất động của ánh xạ

không giãn. Các kết quả thử nghiệm số trong không gian Hilbert thực hữu

hạn chiều và vô hạn chiều cho thấy hiệu quả của các phương pháp đề xuất.
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2. Một số hướng nghiên cứu tiếp theo

Sau đây là các hướng mà chúng tôi sẽ tiếp tục nghiên cứu sau khi hoàn thành

luận án.

� Nghiên cứu về bài toán chấp nhận tách cùng với các bài toán liên quan

trong không gian Banach.

� Nghiên cứu Bài toán (SFPMOS) khi ít nhất một tập ràng buộc không lồi

hoặc ít nhất một ánh xạ chuyển không là ánh xạ tuyến tính.

� Nghiên cứu tính ổn định của các thuật toán khi các dữ liệu đầu vào có nhiễu.

� Nghiên cứu đánh giá tốc độ hội tụ của các thuật toán.
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Danh mục các công trình đã công bố liên quan
đến luận án

(CT1) Reich S., Tuyen T.M., Ha M.T.N. (2020), “The split feasibility problem

with multiple output sets in Hilbert spaces”, Optim. Lett., 14, pp. 2335–

2353 (SCIE-Q2).

(CT2) Reich S., Tuyen T.M., Ha M.T.N. (2021), “An optimization approach to

solving the split feasibility problem in Hilbert spaces”, J. Global Optim.,

70, pp. 837–852 (SCIE-Q1).

(CT3) Kim J.K., Tuyen T.M., Ha M.T.N. (2021), “Two projection methods for

solving the split common fixed point problem with multiple output sets in

Hilbert spaces”, Numer. Funct. Anal. Optim., 42(8), pp. 973–988 (SCIE-

Q2).

(CT4) Reich S., Tuyen T.M., Thuy N.T.T., Ha M.T.N. (2022), “A new self-

adaptive algorithm for solving the split common fixed point problem with

multiple output sets in Hilbert spaces”, Numer. Algorithms, 89, pp. 1031–

1047 (SCIE-Q1).
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