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Mở đầu

Mô hình bài toán chấp nhận tách (SFP) lần đầu tiên được giới thiệu và

nghiên cứu bởi Censor và Elfving vào năm 1994 cho mô hình các bài toán

ngược. Mô hình toán học của bài toán (SFP) được phát biểu như sau:

Tìm phần tử x† ∈ C sao cho T (x†) ∈ Q, (SFP)

trong đó C và Q lần lượt là các tập con lồi, đóng và khác rỗng trong các

không gian Hilbert thực H1 và H2, T : H1 → H2 là một toán tử tuyến

tính bị chặn (còn được gọi là toán tử chuyển).

Dễ thấy rằng, bài toán tìm một điểm trong một tập lồi, còn gọi là bài

toán chấp nhận lồi, là một trường hợp riêng của Bài toán (SFP). Bài toán

(SFP) có một số mô hình ứng dụng thực tế như bài toán tái tạo hình

ảnh trong y tế, mô hình IMRT (Intensity-Modulated Radiation Therapy)

trong bức xạ trị liệu, bài toán truyền dữ liệu v.v. . . bằng cách xây dựng

các tập C, Q và toán tử T phù hợp.

Để giải Bài toán (SFP), năm 1994, Censor và Elfving đã đề xuất phương

pháp lặp song song và phương pháp lặp xoay vòng dựa trên phương pháp

chiếu Bregman. Tuy nhiên, các thuật toán này có hạn chế là mỗi bước lặp

đều liên quan đến việc tính các ma trận nghịch đảo. Việc tính ma trận

nghịch đảo tại mỗi bước lặp dẫn đến chi phí tính toán cao đối với những

bài toán cỡ lớn trong thực tế. Để khắc phục hạn chế này, năm 2002, Byrne

đã đề xuất thuật toán CQ trong không gian hữu hạn chiều khi các tập C

và Q được chọn sao cho có thể dễ dàng tính được hình chiếu khoảng cách

lên các tập này.

Bằng cách tiếp cận tối ưu, năm 2010, Xu đã phát triển thuật toán CQ

để giải Bài toán (SFP) trong không gian Hilbert thực vô hạn chiều. Tác

giả đã chỉ ra rằng dãy lặp xác định bởi thuật toán CQ ở đây chỉ cho sự

hội tụ yếu với cỡ bước được chọn phụ thuộc vào chuẩn của toán tử chuyển

đồng thời tác giả đã đưa ra một ví dụ về sự tồn tại của các tập C, Q và

toán tử T trong không gian Hilbert thực vô hạn chiều để dãy lặp xác định

bởi thuật toán CQ hội tụ yếu mà không hội tụ mạnh.

Đồng thời, Xu đã chỉ ra, với thuật toán CQ này, tập nghiệm của

Bài toán (SFP) trùng với tập điểm bất động của ánh xạ không giãn
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S : H1 → H1 được xác định bởi:

S := PC

[
I − γT ∗(I − PQ)T

]
với γ ∈ (0, 2/∥T∥2). Do đó, ta có thể áp dụng các phương pháp tìm điểm

bất động của ánh xạ không giãn, chẳng hạn phương pháp lặp Mann,

phương pháp lặp Halpern, phương pháp xấp xỉ gắn kết v.v. . . để giải Bài

toán (SFP).

Một dạng suy rộng của Bài toán (SFP) là bài toán chấp nhận tách đa

tập hợp (MSSFP), được Censor và các cộng sự đề xuất và nghiên cứu vào

năm 2005 và được phát biểu như sau: Cho C1, C2, . . . , CN là N tập con

lồi, đóng, khác rỗng của không gian Hilbert thực H1 và Q1, Q2, . . . , QM là

M tập con lồi, đóng, khác rỗng của không gian Hilbert thực H2.

Tìm x† ∈
N⋂
i=1

Ci sao cho T (x†) ∈
M⋂
j=1

Qj . (MSSFP)

Năm 2006, Xu đã mở rộng thuật toán CQ để giải Bài toán (MSSFP) dựa

trên tiếp cận phương pháp điểm bất động. Tác giả đề xuất và chứng minh

sự hội tụ yếu của dãy lặp được xác định bởi thuật toán lặp Picard, thuật

toán lặp xoay vòng và thuật toán lặp song song giải Bài toán (MSSFP).

Để thu được sự hội tụ mạnh, nhiều nhà toán học đã nghiên cứu kết hợp

phương pháp CQ với phương pháp xấp xỉ gắn kết, phương pháp chiếu lai

ghép, phương pháp chiếu thu hẹp, phương pháp lặp Halpern v.v. . . Tuy

nhiên, các phương pháp này đều sử dụng cỡ bước cố định phụ thuộc vào

thông tin về chuẩn của toán tử chuyển T ở mỗi bước lặp. Trong thực tế

việc tính toán chuẩn của một toán tử tuyến tính bị chặn thường không

đơn giản. Do vậy việc đưa ra các tiêu chuẩn để lựa chọn cỡ bước lặp khi

không biết thông tin về chuẩn của toán tử chuyển là một chủ đề có ý

nghĩa trong thực hành tính toán. Trong những năm gần đây, nhiều tác

giả đã nghiên cứu cải tiến phương pháp CQ để giải Bài toán (SFP) hay

(MSSFP) sao cho cỡ bước không phụ thuộc vào thông tin về chuẩn của

toán tử chuyển.

Bài toán (SFP) có thể xem là trường hợp riêng của bài toán không điểm

chung tách (SCNPP). Dạng suy rộng của Bài toán (SCNPP) là bài toán

không điểm chung tách đa tập hợp (MSSCNPP) được cho như sau: Cho

Ai : H1 → 2H1, i = 1, 2, . . . , N và Bj : H2 → 2H2, j = 1, 2, . . . ,M là các

toán tử đơn điệu cực đại trong H1 và H2, tương ứng.

Tìm phần tử x† ∈ ∩N
i=1A

−1
i (0) ∩ T−1

(
∩M
j=1 B

−1
j (0)

)
. (MSSCNPP)
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Hơn thế nữa, ta nhận thấy rằng Bài toán (SCNPP) hay Bài toán

(MSSCNPP) có thể đưa về các bài toán điểm bất động chung tách tương

ứng. Dạng tổng quát của bài toán điểm bất động chung tách (SCFPP)

được phát biểu như sau: Cho Si : H1 → H1, i = 1, 2, . . . , N và

Ξj : H2 → H2, j = 1, 2, . . . ,M là các ánh xạ không giãn trên H1 và

H2, tương ứng. Cho T : H1 → H2 là toán tử tuyến tính bị chặn.

Tìm phần tử x† ∈ ∩N
i=1 Fix(Si) ∩ T−1

(
∩M
j=1 Fix(Ξj)

)
. (SCFPP)

Các Bài toán (SFP), (SCFPP) và (SCNPP) cùng với các bài toán liên

quan khác, có thể viết ở dạng bài toán tổng quát sau: Cho X và Y là hai

không gian Hilbert hoặc Banach và cho T : X → Y là một ánh xạ từ X

vào Y . Giả sử (P1) và (P2) là hai bài toán cho trước trên X và Y , tương

ứng. Xét bài toán tìm một phần tử x† trong X sao cho x† là một nghiệm

của bài toán (P1) và T (x†) là một nghiệm của bài toán (P2). Ta ký kiệu

bài toán này là (P ). Dạng tổng quát của Bài toán (P ) được phát biểu

như sau: Cho X1, X2, . . . , XN là các không gian Hilbert hoặc Banach và

cho các ánh xạ Ai : Xi → Xi+1, i = 1, 2, . . . , N − 1, là các ánh xạ từ Xi

vào Xi+1. Giả sử (Pi), i = 1, 2, . . . , N , là N bài toán cho trước trên Xi,

tương ứng. Khi đó dạng tổng quát của Bài toán (P ) là bài toán tìm một

phần tử x† trong X1 sao cho x† là một nghiệm của bài toán (P1), A1(x
†)

là một nghiệm của bài toán (P2). . . và AN−1(AN−2(. . . A2(A1(x
†)))) là một

nghiệm của bài toán (PN). Ta ký hiệu bài toán này là (GP). Có nhiều bài

toán thực tế có thể được mô hình ở dạng Bài toán (GP). Chẳng hạn, bài

toán cân bằng trong dây chuyền sản xuất, số lượng bán thành phẩm ở quá

trình sản xuất trước phải bằng số lượng yêu cầu ở quá trình sản xuất tiếp

theo. Năm 2019, Reich và Tuyen lần đầu tiên đề xuất và nghiên cứu mô

hình bài toán dạng trên, gọi là bài toán chấp nhận tách tổng quát (GSFP).

Từ những phân tích trên, chúng tôi đặt ra và nghiên cứu một số lớp

bài toán tổng quát hơn Bài toán (GSFP).

• Thứ nhất là bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra, viết tắt là

SFPMOS. Bài toán được phát biểu như sau: Cho H, Hi, i = 1, 2, . . . , N

là các không gian Hilbert thực, Ti : H → Hi, i = 1, 2, . . . , N là các toán

tử tuyến tính bị chặn, C ⊆ H và Qi ⊆ Hi, i = 1, 2, . . . , N là các tập con

lồi, đóng, khác rỗng.

Tìm x† ∈ ΩSFPMOS := C ∩ (∩N
i=1T

−1
i (Qi)) ̸= ∅, (SFPMOS)

tức là, x† ∈ C và Tix
† ∈ Qi với mọi i = 1, 2, . . . , N.
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Một ví dụ thực tế của lớp Bài toán (SFPMOS) là bài toán phân loại

ảnh thông qua máy học véctơ hỗ trợ với bộ dữ liệu MNIST.

• Thứ hai là bài toán điểm bất động chung tách với nhiều tập đầu ra,

viết tắt là SCFPPMOS. Bài toán được phát biểu như sau: Cho H và Hi

là các không gian Hilbert thực và Ti : H → Hi, i = 1, 2, . . . , N là các toán

tử tuyến tính bị chặn. Cho Sj : H → H, j = 1, 2, . . . ,M , Ξi
k : Hi → Hi,

i = 1, 2, . . . , N , k = 1, 2, . . . ,Mi là các ánh xạ không giãn.

Tìm phần tử x∗ ∈ ΩSCFPPMOS, (SCFPPMOS)

trong đó ΩSCFPPMOS :=
(
∩M
j=1 Fix(Sj)

)
∩
(
∩N
i=1 T

−1
i

(
∩Mi

k=1 Fix(Ξ
i
k)
))

.

Mục tiêu của luận án là nghiên cứu đề xuất các thuật toán giải lớp bài

toán chấp nhận tách, bài toán điểm bất động chung tách với nhiều tập

đầu ra trong các không gian Hilbert thực. Cụ thể như sau:

� Nghiên cứu thuật toán kiểu CQ kết hợp với phương pháp lặp Halpern,

phương pháp xấp xỉ mềm giải bài toán chấp nhận tách với nhiều tập

đầu ra và bài toán điểm bất động chung tách với nhiều tập đầu ra.

� Sử dụng kỹ thuật chiếu lai ghép, kỹ thuật chiếu thu hẹp, đề xuất các

thuật toán giải bài toán điểm bất động chung tách với nhiều tập đầu

ra.

� Áp dụng các thuật toán đề xuất cho một số bài toán liên quan.

� Xây dựng và tính toán ví dụ số minh họa cho các thuật toán đề xuất.

Ngoài phần mở đầu, kết luận và danh mục tài liệu tham khảo, luận án

được trình bày trong ba chương.

Chương 1. Một số kiến thức chuẩn bị

Chương 2. Bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra

Chương 3. Bài toán điểm bất động chung tách với nhiều tập đầu ra



5

Chương 1

Một số kiến thức chuẩn bị

Chương này trình bày một số kiến thức cơ bản về không gian Hilbert

như các khái niệm và tính chất cơ bản trong không gian Hilbert, lý thuyết

về tập lồi và hàm lồi, phép chiếu mêtric, dưới vi phân và cực tiểu phiếm

hàm lồi, ánh xạ không giãn. Cuối cùng, chúng tôi đề cập đến ba bổ đề bổ

trợ dùng để chứng minh các kết quả chính của luận án.

1.1 Sơ lược về không gian Hilbert

1.2 Dưới vi phân và bài toán cực tiểu phiếm hàm lồi

1.3 Ánh xạ không giãn

1.4 Một số bổ đề bổ trợ
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Chương 2

Bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu và đề xuất một số phương pháp

lặp xấp xỉ nghiệm bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra trong

các không gian Hilbert thực dựa trên các tiếp cận tối ưu. Nội dung của

chương được viết trên cơ sở các bài báo (CT1) và (CT2) trong Danh mục

các công trình đã công bố liên quan đến luận án.

2.1 Tiếp cận tối ưu giải bài toán chấp nhận tách với nhiều
tập đầu ra

Đầu tiên chúng tôi phát biểu lại bài toán chấp nhận tách với nhiều tập

đầu ra đã đề cập trong phần Mở đầu: Cho H và Hi, i = 1, 2, . . . , N là

các không gian Hilbert thực; Ti : H → Hi, i = 1, 2, . . . , N là các toán tử

tuyến tính bị chặn; C ⊆ H và Qi ⊆ Hi là các tập con lồi, đóng và khác

rỗng của các không gian Hilbert thực H và Hi, i = 1, 2, . . . , N tương ứng.

Tìm phần tử x† ∈ C sao cho Tix
† ∈ Qi, ∀i = 1, 2, . . . , N. (2.1)

Ký hiệu ΩSFPMOS là tập nghiệm của Bài toán (2.1), tức là

ΩSFPMOS = {x† ∈ C | Tix
† ∈ Qi, ∀i = 1, 2, . . . , N}.

Trong chương này, chúng tôi luôn giả thiết ΩSFPMOS ̸= ∅.

2.1.1 Tiếp cận tối ưu thứ nhất

Xét hàm g : H → R được cho bởi

g(x) :=
1

2

N∑
i=1

∥(I − PQi
)Tix∥2, ∀x ∈ H.
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Ta thấy g là một hàm lồi trên H. Ngoài ra, dễ thấy Bài toán (2.1) tương

đương với bài toán tối ưu có ràng buộc:

min
x∈C

g(x).

Do đó, x† là nghiệm của Bài toán (2.1) khi và chỉ khi

0 ∈ ▽g(x†) +NC(x
†).

Điều này tương đương với

0 ∈
N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi

)Tix
† +NC(x

†).

Từ định nghĩa của nón pháp tuyến và đặc trưng của phép chiếu mêtric,

bao hàm thức này tương đương với

x† = PC

[
x† − γ

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi

)Tix
†], (2.2)

trong đó γ là một số thực dương. Từ đẳng thức (2.2), phần tử x† là

nghiệm của Bài toán (2.1) khi và chỉ khi nó là điểm bất động của ánh xạ

S : H → H được xác định bởi

S := PC

[
I − γ

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi

)Ti

]
.

Từ phân tích này, chúng tôi nghiên cứu và đề xuất thuật toán sau đây

xấp xỉ nghiệm Bài toán (2.1).

Thuật toán 2.1.1.

Bước 0. – Với xấp xỉ ban đầu x0 ∈ C tùy ý;

– Cỡ bước {γn} thỏa mãn điều kiện

0 < a ≤ γn ≤ b <
2

N maxi=1,N{∥Ti∥2}
, n ≥ 0. (γ1)

Đặt n := 0.

Bước 1. Tính

xn+1 = PC

[
xn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi

)Tixn
]
.. (2.3)
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Bước 2. Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Ta có kết quả sau đây.

Định lý 2.1.1. Dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán 2.1.1 hội tụ yếu

đến một nghiệm của Bài toán (2.1).

Nhận xét 2.1.2. i) Khi N = 1, H = Rn, Thuật toán 2.1.1 trở thành

thuật toán CQ của Byrne đề xuất năm 2002 giải Bài toán (SFP);

ii) Khi N = 1, Thuật toán 2.1.1 trở thành Thuật toán của Xu đề xuất

năm 2010 để giải Bài toán (SFP) trong không gian Hilbert thực vô

hạn chiều.

Để thu được sự hội tụ mạnh, chúng tôi kết hợp Thuật toán 2.1.1 với

phương pháp lặp Halpern. Ta có thuật toán sau đây.

Thuật toán 2.1.2.

Bước 0. – Cho trước x0, u ∈ C.

– Cỡ bước {γn} thỏa mãn điều kiện (γ1);

– Tham số {αn} thỏa mãn điều kiện

{αn} ⊂ (0, 1), lim
n→∞

αn = 0,
∞∑
n=0

αn = ∞. (α)

Đặt n := 0.

Bước 1. Tính

xn+1 = αnu+ (1− αn)PC

[
xn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi

)Tixn
]
. (2.8)

Bước 2. Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Sự hội tụ mạnh của Thuật toán 2.1.2 được khẳng định trong định lý

dưới đây.

Định lý 2.1.3. Dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán 2.1.2 hội tụ mạnh

về PΩSFPMOS u.

Tiếp theo, chúng tôi nghiên cứu và đề xuất thuật toán tổng quát hơn,

khi thay u bởi giá trị của một ánh xạ co.

Thuật toán 2.1.3.
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Bước 0. – Cho trước y0 ∈ C;

– Cỡ bước {γn} thỏa mãn điều kiện (γ1);

– Tham số {αn} thỏa mãn điều kiện (α);

– Ánh xạ co f : H → C với hệ số co c ∈ [0, 1).

Đặt n := 0

Bước 1. Tính

yn+1 = αnf(yn) + (1− αn)PC [yn − γn

N∑
i=1

T ∗
i (I − PQi

)Tiyn]. (2.19)

Bước 2. Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Sự hội tụ mạnh của dãy lặp được sinh bởi Thuật toán 2.1.3 được thiết

lập trong định lý sau.

Định lý 2.1.4. Dãy {yn} được sinh bởi Thuật toán 2.1.3 hội tụ mạnh về

một phần tử x† ∈ ΩSFPMOS, là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến

phân

⟨(I − f)x†, y − x†⟩ ≥ 0, ∀y ∈ ΩSFPMOS. (VIP(I − f,ΩSFPMOS))

2.1.2 Tiếp cận tối ưu thứ hai

Xét hàm h(x) : H → R được xác định bởi

h(x) := ( max
i=1,2,...,N

fi)(x), ∀x ∈ H

và

fi(x) :=
1

2
∥(I − PQi

)Tix∥2, i = 1, 2, . . . , N.

Dễ thấy Bài toán (2.1) tương đương với bài toán tối ưu có ràng buộc

min
x∈C

h(x). (2.21)

Từ đây phần tử x† là nghiệm của Bài toán (2.21) nếu và chỉ nếu

0 ∈ ∂h(x†) +NC(x
†).

Mặt khác, ta có

∂( max
i=1,2,...,N

fi)(x
†) ⊇ co{

⋃
i∈I(x†)

∂fi(x
†)},
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với I(x†) :=
{
i ∈ {1, 2, . . . , N} | fi(x†) = ( max

i=1,2,...,N
fi)(x

†)
}
. Do đó, nếu

phần tử x† ∈ H thỏa mãn

co{
⋃

i∈I(x†)

∂fi(x
†)}+NC(x

†) ∋ 0 (2.22)

thì x† là một nghiệm của Bài toán (2.21) cũng có nghĩa x† là nghiệm của

Bài toán (2.1).

Bao hàm thức (2.22) tương đương với

x† = PC [x
† − γ

∑
i∈I(x†)

λiT
∗
i (I − PQi

)Tix
†], (2.23)

trong đó λi ≥ 0 với mọi i ∈ I(x†),
∑

i∈I(x†)

λi = 1 và γ là một số thực dương

bất kỳ.

Đẳng thức (2.23) gợi ý cho chúng tôi xây dựng hai thuật toán dưới

đây xấp xỉ nghiệm Bài toán (2.1) dựa trên phương pháp lặp Halpern và

phương pháp xấp xỉ mềm.

Thuật toán 2.1.4.

Bước 0. Cho trước x0 ∈ C và tham số {ρn} ⊂ [a, b] ⊂ (0, 2) và đặt n := 0.

Bước 1. Tính

xn+1 = PC [xn − γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi

)Tixn}], (2.24)

trong đó I(xn) = {i | ∥Tixn − PQi
Tixn∥ = max

i=1,2,...,N
∥Tixn − PQi

Tixn∥},

λi,n ≥ 0 với mọi i ∈ I(xn),
∑

i∈I(xn)

λi,n = 1 và nếu đặt dn = max
i=1,2,...,N

∥Tixn−

PQi
Tixn∥ thì cỡ bước {γn} được xác định bởi

γn =


ρn

d2n
∥
∑

i∈I(xn)

λi,nT ∗
i (I−PQi

)Tixn∥2
nếu ∥

∑
i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I−PQi

)Tixn∥>0,

0 nếu ngược lại.

(γ2)

Bước 2. Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Định lý 2.1.5. Dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán 2.1.4 hội tụ yếu

đến một phần tử thuộc ΩSFPMOS.
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Hệ quả sau đây chỉ ra rằng định lý trên vẫn đúng với một chỉ số

in ∈ I(xn) cụ thể.

Hệ quả 2.1.6. Với mỗi x0 ∈ C, dãy {xn} được xác định bởi phương pháp

lặp sau:Chọn in sao cho ∥Tinxn − PQin
Tinxn∥ = max

i=1,2,...,N
∥Tixn − PQi

Tixn∥,

xn+1 = PC [xn − γnT
∗
in
(I − PQin

)Tinxn], n ≥ 0,

trong đó {γn} được định nghĩa bởi

γn =

ρn
∥Tinxn − PQin

Tinxn∥2

∥T ∗
in
(I − PQin

)Tinxn∥2
, nếu ∥T ∗

in
(I − PQin

)Tinxn∥ > 0,

0, nếu ngược lại,

và {ρn} ⊂ [a, b] ⊂ (0, 2). Khi đó dãy {xn} hội tụ yếu đến một phần tử

trong ΩSFPMOS.

Bằng cách kết hợp Thuật toán 2.1.4 với phương pháp xấp xỉ mềm chúng

tôi xây dựng thuật toán sau để giải Bài toán (2.1) và thiết lập được sự

hội tụ mạnh.

Thuật toán 2.1.5.

Bước 0. – Với xấp xỉ ban đầu x0 ∈ C tùy ý;

– Tham số {ρn} ⊂ [a, b] ⊂ (0, 2);

– Tham số {αn} thỏa mãn điều kiện (α);

– Ánh xạ co f : H → C với hệ số co c ∈ [0, 1).

Đặt n := 0.

Bước 1. Tính

xn+1=αnf(xn)+(1− αn)PC [xn − γn
∑

i∈I(xn)

λi,nT
∗
i (I − PQi

)Tixn}], (2.33)

trong đó I(xn) = {i | ∥Tixn − PQi
Tixn∥ = max

i=1,...,N
∥Tixn − PQi

Tixn∥},

λi,n ≥ 0 với mọi i ∈ I(xn),
∑

i∈I(xn)

λi,n = 1, cỡ bước {γn} thỏa mãn điều

kiện (γ2).

Bước 2. Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Ta có định lý sau về sự hội tụ mạnh của Thuật toán 2.1.5.

Định lý 2.1.7. Dãy {xn} xác định Thuật toán 2.1.5 hội tụ mạnh tới x†,

là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân VIP(I − f,ΩSFPMOS) .
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Định lý trên vẫn đúng với in ∈ I(xn) cụ thể.

Hệ quả 2.1.8. Với mỗi x0 ∈ C, cho dãy {xn} là một dãy được xác định

bởi phương pháp lặp:Chọn in sao cho ∥Tinxn − PQin
Tinxn∥ = max

i=1,2,...,N
∥Tixn − PQi

Tixn∥,

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)PC [xn − γnT
∗
in
(I − PQin

)Tinxn], n ≥ 0,

trong đó {γn} được xác định bởi

γn =

ρn
∥Tinxn − PQin

Tinxn∥2

∥T ∗
in
(I − PQin

)Tinxn∥2
, nếu ∥T ∗

in
(I − PQin

)Tinxn∥ > 0,

0, nếu ngược lại,

dãy {ρn} ⊂ [a, b] ⊂ (0, 2) và f : H → C là ánh xạ co với hệ số co c ∈ [0, 1).

Nếu dãy {αn} thỏa mãn (α) thì dãy {xn} hội tụ mạnh tới x†, là nghiệm

duy nhất của bất đẳng thức biến phân VIP(I − f,ΩSFPMOS) .

2.2 Áp dụng và ví dụ minh họa

2.2.1 Áp dụng cho bài toán chấp nhận tách tổng quát

Ta biết rằng, khi H = H1, C = C1, Qi = Ci+1, 1 ≤ i ≤ N − 1, T1 = A1,

T2 = A2A1, . . . và TN−1 = AN−1AN−2 . . . A1 thì Bài toán (SFPMOS) trở

thành Bài toán (GSFP). Do đó chúng ta có thể sử dụng các thuật toán

và định lý trong Mục 2.1 để giải bài toán này. Bằng cách thay T1 = A1,

T2 = A2A1, . . ., và TN−1 = AN−1AN−2 . . . A1 thì dãy lặp xác định bởi năm

thuật toán vừa đề xuất hội tụ tới nghiệm của Bài toán (GSFP).

2.2.2 Ví dụ số minh họa

Trong phần này, chúng tôi trình bày ba ví dụ số minh họa cho hiệu

quả của các thuật toán đề xuất. Ví dụ 2.2.5 sử dụng các Thuật toán 2.1.1,

2.1.4, 2.1.3, 2.1.5 để giải Bài toán (GSFP) trong không gian hữu hạn chiều

và dãy {xn} xác định bởi các Thuật toán 2.1.3, 2.1.5 hội tụ về nghiệm

chính xác x† = (0, 0, 0, 0) của bài toán đang xét. Ví dụ 2.2.6 sử dụng các

Thuật toán 2.1.3 và 2.1.5 giải Bài toán (SFPMOS) trong không gian hữu

hạn chiều, tuy nhiên ta thấy rằng dãy {xn} xác định bởi hai thuật toán

trên hội tụ đến một phần tử thuộc tập nghiệm của bài toán đang xét và ta

ko tính được chính xác nghiệm này. Cuối cùng, Ví dụ 2.2.7 minh họa cho
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hiệu quả của các thuật toán đề xuất để giải Bài toán (SFPMOS) trong

không gian vô hạn chiều. Trong tóm tắt này, chúng tôi trình bày vắn tắt

Ví dụ 2.2.7.

Ví dụ 2.2.7. Xét trên không gian L2[0, 1], cho a0(t) = sin t và ai(t) = ti

với mọi i = 1, 100 và ta xác định các tập con lồi, đóng và khác rỗng sau

đây:

C = {x ∈ L2[0, 1] | ⟨a0, x⟩ ≤ 1}; Qi = {x ∈ L2[0, 1] | ⟨ai, x⟩ ≤ 0}.

Các ánh xạ chuyển Ti : L
2[0, 1] → L2[0, 1] được xác định bởi Tix = ix với

mọi i = 1, 100. Xét bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra như sau.

Tìm x∗ ∈ ΩSFPMOS := C ∩

(
∩100
i=1 T

−1
i (Qi)

)
. (2.44)

Dễ thấy ΩSFPMOS ̸= ∅ vì 0 ∈ ΩSFPMOS.

Ta minh họa sự hội tụ của dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán 2.1.1

với tham số γn = 10−6 và sự hội tụ của dãy {xn} được xác định bởi Thuật

toán 2.1.4 với tham số γn thỏa mãn Định lý 2.1.5 trong đó ρn = 0.15.

Ta sử dụng điều kiện dừng TOLn := ∥xn+1 − xn∥ < ε, trong đó ε là một

ngưỡng sai số cho trước.

Để kiểm chứng sự hội tụ của các dãy lặp xác định bởi các thuật toán

này tới một phần tử thuộc tập nghiệm của bài toán đang xét, chúng ta

xác định thêm tham số

m := max{⟨a0, xn⟩ − 1, max
i=1,100

{⟨ai, Tixn⟩}.

Chú ý rằng, nếu m ≤ 0 thì xn là một nghiệm của Bài toán (2.44).

Với phần tử ban đầu x0(t) = et, ta thu được kết quả số của Thuật toán

2.1.1 và 2.1.4 được trình bày trong Bảng 2.4 của luận án.

Từ kết quả số được trình bày trong Bảng 2.4, ta thấy Thuật toán 2.1.4

hội tụ nhanh hơn so với Thuật toán 2.1.1 trong ví dụ này .

Tiếp theo, ta minh họa sự hội tụ của dãy {xn} xác định bởi Thuật

toán 2.1.3 với αn = n−0.5, γn = 5.10−5 và ánh xạ co f : L2[0, 1] → C

xác định bởi f(x) = PC(0.25x), với mọi x ∈ L2[0, 1]. Đồng thời ta cũng

minh họa sự hội tụ của Thuật toán 2.1.5 với các tham số αn = n−0.5,

tham số γn thỏa mãn Định lý 2.1.5 trong đó ρn = 1.75 và ánh xạ co

f : L2[0, 1] → C xác định bởi f(x) = PC(0.25x) với mọi x ∈ L2[0, 1]. Dễ

thấy rằng x∗(t) = 0 là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân

⟨(I − f)x†, y − x†⟩ ≥ 0, ∀y ∈ ΩSFPMOS. Do đó, ta sử dụng điều kiện dừng

TOLn := ∥xn∥ < ε với ε là một ngưỡng sai số cho trước.
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ε Thuật toán 2.1.1 Thuật toán 2.1.4
10−4 TOLn 9.8880×10−5 9.6610×10−5

n 138 58
m 1.2567 0.0032

TG (giây) 0.1136 0.0362

10−5 TOLn 9.984×10−6 9.9286×10−6

n 494 65
m 1.0543 0.0010

TG (giây) 0.2629 0.0398

10−6 TOLn 9.9946×10−7 7.3721×10−7

n 1717 73
m 0.8486 2.7883×10−4

TG (giây) 0.6776 0.0410

10−14 TOLn 1.0000×10−14 9.1730×10−15

n 3808549 129
m 0.0057 3.1103×10−8

TG (giây) 1.2760×103 0.0621

Bảng 2.4: Kết quả tính toán số của Thuật toán 2.1.1 và 2.1.4

Ta thu được kết quả số của Thuật toán 2.1.3 và Thuật toán 2.1.5 được

trình bày trong Bảng 2.5 của luận án.

Thuật toán 2.1.3 Thuật toán 2.1.5
ε TOLn n TG (giây) TOLn n TG (giây)
10−4 6.2940×10−5 11 0.0137 8.0584×10−5 10 0.0106

10−5 6.6040×10−6 16 0.0174 7.7238×10−6 15 0.0127

10−6 9.8876×10−7 21 0.0309 7.6813×10−7 21 0.0218

Bảng 2.5: Kết quả tính toán số của Thuật toán 2.1.3 và 2.1.5

Bảng 2.5 cho thấy tốc độ hội tụ của Thuật toán 2.1.3 và Thuật toán

2.1.5 gần như nhau trong ví dụ này.
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Chương 3

Bài toán điểm bất động chung tách với nhiều
tập đầu ra

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu và đề xuất một số phương pháp

lặp xấp xỉ nghiệm bài toán điểm bất động chung tách với nhiều tập đầu

ra trong các không gian Hilbert thực dựa trên thuật toán kiểu CQ và các

thuật toán chiếu. Các kết quả của chương này được viết trên cơ sở các

bài báo (CT3) và (CT4) trong Danh mục các công trình đã công bố liên

quan đến luận án.

3.1 Thuật toán và sự hội tụ

Trong chương này chúng tôi xét bài toán điểm bất động chung tách với

nhiều tập đầu ra đã được đề cập trong phần Mở đầu của luận án.

3.1.1 Một thuật toán kiểu CQ

Thuật toán được đề xuất có lược đồ như sau.

Thuật toán 3.1.1.

Bước 0. – Với xấp xỉ ban đầu x0 ∈ H tùy ý;

– Tham số {ρn} ⊂ [c, d] ⊂ (0, 1);

– Tham số {αn} thỏa mãn điều kiện (α);

– {an} là một dãy bị chặn;

– Ánh xạ co f : H → H với hệ số co c ∈ [0, 1).

Đặt n := 1.

Bước 1. Tính yj,n = Sjxn với mọi j = 1, 2, . . . ,M và đặt

dn = max
j=1,2,...,M

{∥yj,n − xn∥},

Ln = {j ∈ {1, 2, . . . ,M} | ∥yj,n − xn∥ = dn}.
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Bước 2. Tính zik,n = Ξi
k(Tixn) với mọi i = 1, 2, . . . , N và k = 1, 2, . . . ,Mi,

đặt

di,n = max
k=1,2,...,Mi

{∥zik,n − Tixn∥}, i = 1, 2, . . . , N,

Li,n = {k ∈ {1, 2, . . . ,Mi} | ∥zik,n − Tixn∥ = di,n}, i = 1, 2, . . . , N.

Bước 3. Đặt Γn := max
{
dn, max

i=1,2,...,N
{di,n}

}
.

Nếu dn = Γn thì chọn jn ∈ Ln và đặt tn = yjn,n, Θ = I.

Ngược lại, nếu din,n = Γn thì chọn kn ∈ Lin,n, và đặt tn = zinkn,n,

Θ = Tin.

Bước 4. Tính un = xn − δnΘ
∗(Θxn − tn), trong đó

δn = ρn
∥Θxn − tn∥2

∥Θ∗(Θxn − tn)∥2 + an
. (δn)

Bước 5. Tính xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)un, n ≥ 0.

Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Định lý sau đây trình bày về sự hội tụ của dãy lặp xác định bởi

Thuật toán 3.1.1.

Định lý 3.1.3. Dãy {xn} được xác định bởi Thuật toán 3.1.1 hội tụ mạnh

tới một phần tử x† ∈ ΩSCFPPMOS, là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức

biến phân VIP(I − f,ΩSFPMOS) với ΩSFPMOS được thay bởi ΩSCFPPMOS.

3.1.2 Thuật toán chiếu lai ghép

Thuật toán 3.1.2. Với xấp xỉ ban đầu x0 ∈ H tùy ý, đặt n := 1, lược đồ

xác định dãy {xn} bởi thuật toán chiếu lai ghép gồm năm bước với các

Bước 1, 2, 3 được thực hiện như Thuật toán 3.1.1 và Bước 4, 5 được thực

hiện như sau:

Bước 4. Xác định các tập con Cn và Qn của H như sau:

Cn = {z ∈ H | ∥tn −Θz∥ ≤ ∥Θxn −Θz∥},
Qn = {z ∈ H | ⟨x0 − xn, z − xn⟩ ≤ 0}.

Bước 5. Tính xn+1 = PCn∩Qn
x0. Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Sự hội tụ mạnh của dãy {xn} được xây dựng bởi Thuật toán 3.1.2 được

thể hiện trong định lý sau.

Định lý 3.1.7. Giả sử các giả thiết của Bài toán (SCFPPMOS) được

thoả mãn. Khi đó dãy {xn} được xây dựng bởi Thuật toán 3.1.2 hội tụ

mạnh tới x† = PΩSCFPPMOS x0 khi n → ∞.



17

3.1.3 Thuật toán chiếu thu hẹp

Thuật toán 3.1.3. Với Với mỗi x0 ∈ H, đặt C0 = H và n := 1, lược đồ

xác định dãy {xn} bởi thuật toán chiếu thu hẹp gồm năm bước với các

Bước 1, 2, 3, cũng được thực hiện như Thuật toán 3.1.1 và Bước 4, 5 được

thực hiện như sau:

Bước 4. Xác định các tập con Cn+1 của H như sau:

Cn+1 = {z ∈ Cn | ∥tn −Θz∥ ≤ ∥Θxn −Θz∥}.

Bước 5. Tính xn+1 = PCn+1
x0. Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Định lý 3.1.12. Giả sử các giả thiết của Bài toán (SCFPPMOS) được

thoả mãn. Khi đó dãy {xn} được xây dựng bởi Thuật toán 3.1.3 hội tụ

mạnh tới x† = PΩSCFPPMOS x0.

3.2 Một số áp dụng

3.2.1 Áp dụng cho bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra

Chúng ta xem xét bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra trong

trường hợp tổng quát hơn bài toán phát biểu ở phần Mở đầu. Bài toán

phát biểu như sau: Cho H, Hi, i = 1, 2, . . . , N là các không gian Hilbert

thực; Ti : H → Hi, i = 1, 2, . . . , N là các toán tử tuyến tính bị chặn;

Cj, j = 1, 2, . . . ,M là các tập con lồi, đóng của H; Qi
k, i = 1, 2, . . . , N và

k = 1, 2, . . . ,Mi là các tập con lồi, đóng của Hi tương ứng.

Tìm phần tử x† ∈ Cj, ∀j = 1, 2, . . . ,M sao cho

Tix
† ∈ Qi

k, ∀i = 1, 2, . . . , N ; k = 1, 2, . . . ,Mi. (GSFPMOS)

Ký hiệu ΩGSFPMOS là tập nghiệm của Bài toán (GSFPMOS) và ta luôn

giả sử rằng ΩGSFPMOS ̸= ∅.
Trong Thuật toán 3.1.1, 3.1.2 và 3.1.3 thay Sj = PCj

với mọi

j = 1, 2, . . . ,M và Ξi
k = PQi

k
với mọi i = 1, 2, . . . , N , k = 1, 2, . . . ,Mi, ta

thu được các thuật toán kiểu CQ, thuật toán chiếu lai ghép và thuật toán

chiếu co hẹp tương ứng để giải Bài toán (GSFPMOS) mà không cần biết

thông tin về chuẩn của toán tử chuyển.

3.2.2 Bài toán điểm bất động chung tách cho ánh xạ không giãn

Áp dụng Thuật toán 3.1.1, 3.1.2 và 3.1.3 trong trường hợp N = 1 ta

thu được ba thuật toán tương ứng giải bài toán điểm bất động chung tách
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cho ánh xạ không giãn.

3.2.3 Bài toán điểm bất động cho ánh xạ không giãn

Áp dụng Thuật toán 3.1.1, 3.1.2 và 3.1.3, ta cũng có các thuật toán

tương ứng để giải bài toán điểm bất động cho ánh xạ không giãn được

trình bày trong Hệ quả 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7 của luận án.

3.3 Ví dụ số minh họa

Phần này giới thiệu ba ví dụ số để minh họa cho tính hiệu quả của các

thuật toán đề xuất. Ví dụ 3.3.1 và 3.3.2 sử dụng ba thuật toán đề xuất

để giải bài toán (SFPMOS) và (SCFPPMOS) trong không gian hữu hạn

chiều. Ví dụ 3.3.1 minh họa dãy lặp sinh ra bởi các thuật toán đề xuất

hội tụ đến một phần tử trong tập nghiệm của bài toán nhưng ta không

xác định được chính xác nghiệm này. Ví dụ 3.3.2 chỉ ra dãy lặp sinh bởi

các thuật toán đề xuất hội tụ tới một nghiệm chính xác của bài toán. Ví

dụ 3.3.3 giải bài toán ở Ví dụ 2.2.7 bằng phương pháp chiếu lai ghép và

phương pháp chiếu thu hẹp. Trong tóm tắt này, chúng tôi trình bày vắn

tắt Ví dụ 3.3.2.

Ví dụ 3.3.2. Cho các hàm lồi g, g1, g2, g3 và g4 xác định trên R5, R2, R3,

R4, R6 tương ứng và được xác định bởi:

g(x) =
1

2
(x1 − x2 + x3 − x4 − 2x5 − 1)2, ∀ x = (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5;

g1(y) =
1

2
(y1 + y2 − 5)2, ∀ y = (y1, y2) ∈ R2;

g2(z) =
1

2
(2z1 + z2 − z3 − 4)2, ∀ z = (z1, z2, z3) ∈ R3;

g3(u) =
1

2
(u1 − u2 − u3 + u4 − 1)2, ∀ u = (u1, u2, u3, u4) ∈ R4;

g4(v) =
1

2
(v1 + 2v2 − v3 + v4 + v5 + v6)

2, ∀ v = (v1, v2, v3, v4, v5, v6) ∈ R6.

Cho các ánh xạ tuyến tính bị chặn

T1 : R5 → R2 xác định bởi T1x = [y1, y2]
⊤.

T2 : R5 → R3 xác định bởi T2x = [z1, z2, z3]
⊤.

T3 : R5 → R4 xác định bởi T3x = [u1, u2, u3, u4]
⊤.

T4 : R5 → R6 xác định bởi T4x = [v1, v2, v3, v4, v5, v6]
⊤.
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Ma trận của các ánh xạ chuyển T1, T2, T3, T4 tương ứng như sau.

T1 =

(
1 −1 2 1 0

2 −2 1 −4 −4

)
, T2 =

1 1 −1 0 1

1 −1 0 1 2

1 3 −4 3 6

 ,

T3 =


1 1 1 −1 1

2 1 0 −1 1

1 0 1 1 −1

1 1 −1 2 3

 , T4 =



1 1 1 1 1

1 −1 1 0 1

2 1 0 1 1

−1 1 1 1 1

1 0 0 −1 1

1 −1 −2 −2 −10


.

Xét bài toán: Tìm phần tử x∗ ∈ R5 sao cho

x∗ ∈ argmin
x∈R5

g(x); T1x
∗ ∈ argmin

y∈R2
g1(y); T2x

∗ ∈ argmin
z∈R3

g2(z);

T3x
∗ ∈ argmin

u∈R4
g3(u); T4x

∗ ∈ argmin
v∈R6

g4(v) .

Không khó để kiểm tra được g và gi, i = 1, 2, 3, 4 là các hàm lồi và

Ω = {(a − b + c + 3, a, b, c, 1) | a, b, c ∈ R} là tập nghiệm của bài toán

đang xét.

Dễ thấy, bài toán trên tương đương với bài toán: Tìm phần tử x∗ ∈ R5

sao cho:

x∗ ∈ ∇g−1(0);T1x
∗ ∈ ∇g−1

1 (0);T2x
∗ ∈ ∇g−1

2 (0);

T3x
∗ ∈ ∇g−1

3 (0);T4x
∗ ∈ ∇g−1

4 (0).

Trong ví dụ này, ∇g và ∇gi, i = 1, 2, 3, 4 là các toán tử đơn điệu cực đại

do đó (I +∇g)−1 và (I +∇gi)
−1 với mọi i = 1, 2, 3, 4 là các ánh xạ không

giãn. Vì vậy bài toán trên tương đương với bài toán tìm điểm bất động

chung tách với nhiều tập đầu ra: Tìm phần tử x∗ ∈ R5 sao cho

x∗∈ Fix
(
(I+∇g)−1

)
; T1x

∗∈ Fix
(
(I+∇g1)

−1
)
; T2x

∗∈ Fix
(
(I+∇g2)

−1
)
;

T3x
∗ ∈ Fix

(
(I +∇g3)

−1
)
; T4x

∗ ∈ Fix
(
(I +∇g4)

−1
)
.

Ký hiệu ΩSCFPPMOS là tập nghiệm của bài toán tìm điểm bất động chung

tách với nhiều tập đầu ra này. Khi đó

ΩSCFPPMOS ≡ Ω = {(a− b+ c+ 3, a, b, c, 1) : a, b, c ∈ R}.

Chúng tôi minh họa sự hội tụ của các Thuật toán 3.1.1; 3.1.2 và 3.1.3

trong đó các ánh xạ không giãn S = (I + ∇g)−1; Ξi = (I + ∇gi)
−1

với mọi i = 1, 2, 3, 4, các tham số αn = n−1, an = 0.00001, ρn = 0.95,
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x0 = (1,−1, 1,−1, 1), ánh xạ co f : R5 → R5 là hàm hằng xác định bởi

f(xn) = x0, với mọi n ≥ 1. Dãy {xn} xác định bởi các thuật toán trên sẽ

hội tụ mạnh tới x∗ = PΩSCFPPMOS x0 = (0.75,−0.75, 0.75,−0.75, 1). Trong

trường hợp này, ta dễ nhận thấy x∗ = (0.75,−0.75, 0.75,−0.75, 1) cũng

là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân VIP(I − f,ΩSFPMOS)

trong đó thay tập ΩSFPMOS bởi tập ΩSCFPPMOS. Ta sử dụng điều kiện

TOLn := ∥xn − x∗∥ < ε,

với ε là một ngưỡng sai số cho trước để dừng quá trình lặp.

Với phần tử ban đầu x0 = (1,−1, 1,−1, 1), Bảng 3.3 minh họa cho sự

hội tụ của ba thuật toán đề xuất.

ε Thuật toán 3.1.1 Thuật toán 3.1.2 Thuật toán 3.1.3
10−4 TOLn 9.9881×10−5 9.9141×10−5 5.2862×10−5

n 621 175 14

TG (giây) 0.0400 1.3368 0.0820

10−5 TOLn 9.9965×10−6 9.9752×10−6 4.6409×10−6

n 2526 979 19

TG (giây) 0.1313 5.9919 0.1082

10−6 TOLn 9.9998×10−7 9.9967×10−7 9.1672×10−7

n 23854 3899 23

TG (giây) 1.1318 26.6064 0.1204

Bảng 3.3: Kết quả tính toán số của Thuật toán 3.1.1; 3.1.2 và 3.1.3

Kết quả số ở Bảng 3.3 cho thấy với cùng một ngưỡng sai số, Thuật toán

3.1.3 cần thời gian và số bước lặp ít nhất, trong khi đó Thuật toán 3.1.2

cần số bước lặp ít hơn Thuật toán 3.1.1 nhưng cần nhiều thời gian hơn.
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Kết luận

Luận án tập trung nghiên cứu đề xuất các thuật toán giải Bài toán

(SFPMOS) và Bài toán (SCFPPMOS). Các thuật toán được nghiên cứu

dựa trên phương pháp CQ, phương pháp lặp Halpern, phương pháp xấp

xỉ mềm và phương pháp chiếu.

1. Những kết quả chính đã đạt được trong luận án

� Chúng tôi đề xuất được 5 thuật toán giải Bài toán (SFPMOS) (Thuật

toán 2.1.1–2.1.5), đề xuất và chứng minh các định lý hội tụ yếu và hội

tụ mạnh của các thuật toán này. Các thuật toán này được chúng tôi

phát triển từ thuật toán CQ của Byrne cho bài toán chấp nhận tách

trong không gian hữu hạn chiều dựa trên cách tiếp cận tối ưu. Ưu

điểm của các Thuật toán 2.1.1–2.1.3 là sự đơn giản trong tính toán

tại mỗi bước lặp. Ưu điểm của các Thuật toán 2.1.4 và 2.1.5, ngoài

sự đơn giản trong tính toán tại mỗi bước lặp, là cỡ bước không phụ

thuộc vào thông tin về chuẩn của các toán tử chuyển. Kết quả này

được thể hiện trong công trình (CT1) và (CT2).

� Chúng tôi đề xuất được 3 thuật toán xấp xỉ nghiệm của Bài toán

(SCFPPMOS) (Thuật toán 3.1.1–3.1.3) đồng thời đề xuất và chứng

minh các định lý hội tụ yếu và hội tụ mạnh của các thuật toán này.

Bằng việc sử dụng phương pháp CQ, kỹ thuật chiếu lai ghép và kỹ

thuật chiếu thu hẹp kết hợp với phương pháp xấp xỉ mềm, chúng tôi

thiết kế các thuật toán với cỡ bước tự thích nghi. Kết quả này được

thể hiện trong công trình (CT3) và (CT4).

� Các thuật toán này được áp dụng cho bài toán chấp nhận tách tổng

quát, bài toán chấp nhận tách với nhiều tập đầu ra, bài toán điểm bất

động chung tách với ánh xạ không giãn hay bài toán điểm bất động

của ánh xạ không giãn. Các kết quả thử nghiệm số trong không gian

Hilbert thực hữu hạn chiều cũng như vô hạn chiều cho thấy hiệu quả

của các phương pháp đề xuất.
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2. Một số hướng nghiên cứu tiếp theo

Sau đây là các hướng mà chúng tôi sẽ tiếp tục nghiên cứu sau khi hoàn

thành luận án.

� Nghiên cứu về bài toán chấp nhận tách cùng với các bài toán liên

quan trong không gian Banach.

� Nghiên cứu Bài toán (SFPMOS) khi ít nhất một tập ràng buộc không

lồi hoặc ít nhất một ánh xạ chuyển không là ánh xạ tuyến tính.

� Nghiên cứu tính ổn định của các thuật toán khi các dữ liệu đầu vào

có nhiễu.

� Nghiên cứu đánh giá tốc độ hội tụ của các thuật toán.
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