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MG dau

Mo hinh bai todn chap nhan tach (SFP) lan dau tién dugc gidi thieu va
nghién citu bdi Censor va Elfving vao nam 1994 cho mo hinh cac bai toan
nguge. Mo hinh todn hoc clia bai toan (SFP) duge phat biéu nhu sau:

Tim phan tit 27 € C sao cho T(z') € Q, (SFP)

trong d6 C va @ lan luct 1a cac tap con 10i, déng va khac rong trong cac
khong gian Hilbert thue Hy va Ho, T : H; — Hy 14 mot toan ti tuyén
tinh bi chin (con duge goi 1a todn ti Chuyén).

Dé thay rang, bai todn tim mot diém trong mot tap 16i, con goi 1a bai
toan chap nhan 16i, 14 mot trudng hop rieng ctia Bai toan (SFP). Bai toan
(SFP) ¢6 mot s6 mo hinh ting dung thyc té nhu bai toan tai tao hinh
anh trong y t&, mo hinh IMRT (Intensity-Modulated Radiation Therapy)
trong biic xa tri lieu, bai toan truyen dit lieu v.v...bang cich xay dung
cac tap C, @) va toan tit T' phu hgp.

Dé giai Bai toan (SFP), nam 1994, Censor va Elfving da dé xuit phuong
phéap lap song song va phuong phap lap xoay vong dua trén phuong phap
chiéu Bregman. Tuy nhién, cac thuat toan nay cé han ché 1a mdi buée lap
déu lien quan dén viéc tinh cdc ma tran nghich ddo. Viéc tinh ma tran
nghich ddo tai méi bude lip dan dén chi phi tinh toan cao dbi v6i nhitng
bai toan cd 16n trong thuc té. Dé khac phuc han ché nay, nam 2002, Byrne
da deé xuat thuat toan CQ trong khong gian hitu han chiéu khi cac tap C
va @ dugc chon sao cho c6 thé dé& dang tinh dugce hinh chiéu khoang cach
lén cac tap nay.

Bang cach tiép can toi wu, nam 2010, Xu da phat trién thuat toan CQ
dé gidi Bai toan (SFP) trong khong gian Hilbert thyc vo han chidu. Tac
gid da chi ra rang day lip xac dinh béi thuat toan CQ & day chi cho sy
hoi tu yéu vé6i ¢ bude duge chon phu thudce vao chuan ciia toan tit chuyén
dong thoi tac gid da dua ra mot vi du vé su ton tai ctia cac tap C, Q va
toan tit T trong khong gian Hilbert thuc vo han chiéu dé day lip xac dinh
bdi thuat toan CQ hoi tu yéu ma khong hoi tu manh.

Dong thoi, Xu da chi ra, v6i thuat toin CQ nay, tap nghiém cla
Bai toan (SFP) tring véi tap diém bat dong ciia 4nh xa khong gidn



S : Hy — H; dugc xac dinh béi:
S = Pc [I — T (1 — PQ)T}

v6i v € (0,2/]|T)|?). Do do, ta c6 thé ap dung cac phuong phap tim diém
bat dong ctia anh xa khéng gian, ching han phuong phap lip Mann,
phuong phéap lap Halpern, phuong phap xap xi gan két v.v...dé giai Bai
toan (SFP).

Mot dang suy rong ctia Bai toan (SFP) 1a bai toan chap nhan tach da
tap hop (MSSFP), duge Censor va cac cong su dé xuat va nghién cttu vao
nam 2005 va duce phat biéu nhu sau: Cho C;,Cs,...,Cy 1a N tép con
10i, déng, khac rong ctia khong gian Hilbert thuc Hy va Qq, Qa, ..., Qs 12
M tap con 16i, déng, khac rong ciia khong gian Hilbert thiuc Ho.

Tim ' € ﬂ C; sao cho T'(z ﬂ Q; - (MSSFP)

=1

Nam 2006, Xu da mé rong thuat toan CQ dé gidi Bai toan (MSSFP) dua
trén tiép can phuong phéap diém bat dong. Tac gia dé xuat va ching minh
su hoi tu yéu ctia day lap dude xac dinh bdi thuat toan lip Picard, thuat
toan lap xoay vong va thuat toan lap song song giai Bai toan (MSSFP).
Dé thu duge su hoi tu manh, nhiéu nha toan hoc da nghién ctu két hop
phuong phap CQ vé6i phuong phap xap xi gan két, phuong phap chiéu lai
ghép, phuong phap chiéu thu hep, phuong phap lap Halpern v.v...Tuy
nhién, cac phuong phap nay deu st dung c¢d bude ¢d dinh phu thudc vao
thong tin vé chuan ciia toan ti chuyén 7' ¢ mdi bude lip. Trong thuc té
viéc tinh toan chuan clia mot toan ti& tuyén tinh bi chin thuong khong
don gian. Do vay viec dua ra cac tiéu chuan dé lia chon c¢& buéce lap khi
khong biét thong tin vé chuan clia toadn tit chuyen la mot chi dé c6 ¥
nghia trong thuc hanh tinh toan. Trong nhitng nim gan day, nhiéu tac
gid da nghién citu cai tién phuong phap CQ dé gidi Bai toan (SFP) hay
(MSSFP) sao cho ¢ buée khong phu thuoc vao thong tin vé chuan ciia
toan tit chuyén.

Bai toan (SFP) c6 the xem 13 trudng hop rieng ciia bai toan khong diém
chung tach (SCNPP). Dang suy rong ctia Bai toan (SCNPP) la bai toan
khong diém chung tach da tap hop (MSSCNPP) dugc cho nhu sau: Cho
A Hy — 2% i =1,2,... Nva Bj: Hy— 22 j =12 ...,M la cac
toan tit don diéu cuc dai trong Hy va Hs, tuong tng.

Tim phan tit 2! € N, A7 (0) T~ (L, B7'(0)).  (MSSCNPP)
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Hon thé nita, ta nhan thiy rang Bai toan (SCNPP) hay Bai toan
(MSSCNPP) c6 thé dua vé cac bai toan diém bat dong chung tach tuong
ting. Dang tong quat clia bai toan diém bat dong chung tach (SCFPP)
duge phat biéu nhuw sau: Cho S; : Hy — H;, i = 1,2,...,N va
=j: Hy — Hy, j =1,2,...,M la cac anh xa khong gian trén H; va
H,, tuong tng. Cho T : Hy — Hy 13 toan tit tuyén tinh bi chan.

Tim phan tit 2" € N, Fix(S;) N T7'( N}, Fix(Z;)).  (SCFPP)

Cac Bai toan (SFP), (SCFPP) va (SCNPP) cung véi cac bai toan lién
quan khac, c6 thé viét & dang bai toan tong quat sau: Cho X va Y la hai
khong gian Hilbert hoac Banach va cho T': X — Y la mot anh xa tu X
vao Y. Gia st (P) va (/%) la hai bai toan cho trude trén X va Y, tuong
tng. Xét bai toan tim mot phan tit 27 trong X sao cho 2 14 mot nghiem
clia bai toan (P;) va T(z') 14 mot nghiem ctia bai toan (P). Ta ky kicu
bai toan nay 1a (P). Dang tong quat clia Bai toan (P) dudc phat biéu
nhu sau: Cho X3, X, ..., Xy la cac khong gian Hilbert hoac Banach va
cho cac anh xa A; : X; — X1, 1= 1,2,..., N — 1, la cac anh xa tu X;
vao Xip1. Gid st (B), i = 1,2,..., N, la N bai toan cho trudc trén X,
tuong tng. Khi d6 dang tong quat ctia Bai toan (P) 1a bai toan tim mot
phan tit ' trong X; sao cho z' 1a mot nghiém ctia bai toan (P;), A;(zf)
13 mot nghiém clia bai toan (P)...va Ax_1(An_2(... As(A;(z")))) 1a mot
nghiém ctia bai toan (Py). Ta ky hiéu bai toan nay 1a (GP). C6 nhicu bai
toan thic té c6 thé duge mo hinh ¢ dang Bai toan (GP). Chang han, bai
toan can bang trong day chuyen san xuéat, so luong ban thanh pham & qua
trinh san xuat trudc phai bang sé6 luong yéu cau & qua trinh san xuat tiép
theo. Nam 2019, Reich va Tuyen lan dau tién dé xuat va nghién cttu mo
hinh bai toan dang trén, goi 1a bai toan chap nhan tach tong quat (GSFP).

T nhitng phan tich trén, ching toi dit ra va nghién cttu mot sb6 16p
bai todn tong quat hon Bai toan (GSFP).

e Thit nhat 1a bai toan chap nhan tach vé6i nhicu tap dau ra, viét tat 1a
SFPMOS. Bai toan dudc phéat bieu nhu sau: Cho H, H;, i = 1,2,..., N
la cac khong gian Hilbert thye, 7; : H — H;, = 1,2,..., N la cac toan
ti tuyén tinh bi chan, C C H v& Q; C H;, i = 1,2,..., N 1a cac tap con
16i, dong, khac rong.

Tim 2t € Q5PMOS .— 1 (NN, T71Q))) # 0, (SFPMOS)

tic la, 2T e Cva Tl € Q; v6imoii =1,2,..., N.
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Mot vi du thuyce té clia 16p Bai toan (SFPMOS) la bai toan phan loai
anh thong qua may hoc vécto ho trg v6i bo dit lieu MNIST.

e Thtt hai 1a bai toan diém bat dong chung tach véi nhieu tap dau ra,
viét tat 1n SCFPPMOS. Bai toan dugc phat biéu nhu sau: Cho H va H;
la cac khong gian Hilbert thuc vaT;: H — H;, 1 =1,2,..., N la cac toan
tt tuyén tinh bi chan. Cho S;: H — H, j = 1,2,...,M, = : H; — H;,
1=1,2,...,N, k=1,2,..., M; la cac anh xa khong gian.

Tim phan ti z* € QCFTPMOS, (SCFPPMOS)

trong d6 QSCFPPMOS . ( ﬂjj‘il FiX(Sj)) N (ﬂf\il T[l( 024:"1 FlX(E%)))

Muc tiéu ctia luan an la nghién citu dé xuat cac thuat toan giadi 16p bai
toan chap nhan tach, bai toan diém bat dong chung tach véi nhiéu tap
dau ra trong cac khong gian Hilbert thue. Cu thé nhu sau:

e Nghién cttu thuat toan kiéu CQ két hop véi phuong phap lap Halpern,
phuong phap xap xi mém gidi bai toin chap nhan tach vé6i nhiéu tap
dau ra va bai toan diém bat dong chung tach véi nhidu tap dau ra.

e Sit dung k¥ thuat chiéu lai ghép, ki thuat chiéu thu hep, dé xuat cac
thuat toan giai bai toan diém bat dong chung tach véi nhiéu tap dau
ra.

° Ap dung cac thuat toan dé xuat cho mot s6 bai toan lién quan.
e Xay dung va tinh toan vi du s6 minh hoa cho cac thuat toan dé xuat.

Ngoai phan mé dau, két luan va danh muc tai lieu tham khdo, luan an
dugce trinh bay trong ba chuong.

Chuong 1. Mot s6 kién thiic chuan bi
Chuong 2. Bai toan chap nhan tach véi nhieu tap dau ra

Chuong 3. Bai toan diem bat dong chung tach véi nhiéu tap dau ra



Chuong 1

Mot s6 kién thitc chuan bi

Chuong nay trinh bay mot s6 kién thiic co ban vé khong gian Hilbert
nhu cac khai niém va tinh chat co ban trong khong gian Hilbert, Iy thuyét
ve tap 101 va ham 1581, phép chiéu meétric, duéi vi phan va cuc tiéu phiém
ham 16i, anh xa khong gian. Cudi cing, chiing t6i dé cap dén ba bo dé bo
trg dung dé ching minh cac két qua chinh cia luan an.

1.1 So lugc vé khéng gian Hilbert
1.2 Duéi vi phan va bai toan cuc tiéu phiém ham 16i
1.3 Anh xa khong gian

1.4 Mot sé bo deé bo trg



Chuong 2

Bai toan chap nhan tach véi nhiéu tap dau ra

Trong chuong nay, chiing toi nghién citu va dé xuat mot so6 phuong phap
lap xap xi nghiém bai toan chap nhan tach véi nhiéu tap dau ra trong
cac khong gian Hilbert thuc dya trén cac tiép can téi wu. Noi dung clia
chuong duge viét trén co sé cac bai bao (CT1) va (CT2) trong Danh muc
cac cong trinh da cong bd lien quan dén luan an.

2.1 Tiép can t6i wu giai bai toan chap nhan tach véi nhiéu
tap dau ra

Dau tien ching t6i phat bicu lai bai toan chap nhan tach véi nhiéu tap

dau ra da dé cap trong phan Mg dau: Cho H va H;, i = 1,2,...,N la

cac khong gian Hilbert thue; T7; : H — H;, i = 1,2,..., N la cac toan tu

tuyén tinh bi chan; C C H va Q; C H; 1a cac tap con 161, déng va khac

rong cua cac khong gian Hilbert thuc H va H;, : = 1,2, ..., N tuong ung.

Tim phéan tit 27 € C sao cho Tiz" € Q;, Vi=1,2,..., N. (2.1)
Ky hieu Q5FPMOS 13 tap nghiem ctia Bai toan (2.1), titc 1a
QSFPMOS — ot e O | Tia' € Qi Vi=1,2,...,N}.

Trong chuong nay, ching toi ludn gia thiét QSFPMOS £ ),

2.1.1 Tiép can tbéi wu thi nhat

Xét ham g : H — R dugc cho béi

1 N

g(x) =5 I = Po)Tix|*, Vo € H.

1=1
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Ta thay g 1a mot ham 16i tréen H. Ngoai ra, dé thay Bai toan (2.1) tuong
duong vé6i bai toan toi wu c6 rang buoc:

min g(x).

Do dé, ' 1a nghiém ctia Bai toan (2.1) khi va chi khi
0 € vg(z') + No(a?).

Diéu nay tuong duong véi
N
0€) T (I - Py)Tiaw' + Ne(ah).
i=1
T dinh nghia ctia nén phap tuyén va dic trung ciia phép chiéu meétric,
bao ham thtc nay tuwong duong véi

N
ol = Pola’ =) T/ (I - Py,)Tiat], (2.2)
i=1
trong d6 ~ la mot s6 thuc duong. Tit dang thitc (2.2), phan ti 2 1a
nghiém ctia Bai toan (2.1) khi va chi khi n6 1a diém bat dong ctia anh xa
S : H — H dugc xac dinh bdéi

N
S:=Po[l =7 Ty(I - Py)T}.
i=1
T phan tich nay, ching t6i nghién ctiu va dé xuat thuat toan sau day
xap xi nghiém Bai toan (2.1).
Thuat toan 2.1.1.
Buéc 0. — Véi xap xi ban dau z¢ € C tuy ¥;
— C6 buée {v,} théa man diéu kien
2

0<a<v<b< , n>
N max;_my{[| T[]}

bat n := 0.

Budc 1. Tinh
N

T = Polvn — 7 Y T7(I = Po)Tiay).. (2.3)

=1
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Budc 2. Dat n:=n + 1 va quay lai Buéc 1.
Ta c6 két qua sau day.
Dinh 1y 2.1.1. Day {z,} dugc xdc dinh bdi Thudt toan 2.1.1 hoi tu yéu
dén mot nghiém cia Bai todn (2.1).
Nhan xét 2.1.2. i) Khi N = 1, H = R”, Thuat toan 2.1.1 tré thanh
thuat toan CQ ctia Byrne dé xuat nam 2002 giai Bai toan (SFP);

ii) Khi N = 1, Thuat toan 2.1.1 tré thanh Thuat toan ctia Xu dé xuat
nam 2010 dé gidi Bai toan (SFP) trong khong gian Hilbert thic vo
han chiéu.

Dé thu duge su hoi tu manh, ching toi két hop Thuat toan 2.1.1 véi
phuong phéap lap Halpern. Ta c6 thuat toan sau day.

Thuat toan 2.1.2.

Buéc 0. — Cho truée zg,u € C.
— €6 bude {7, } théa man diéu kien (v1);
— Tham s6 {«,} théa man diéu kién

{on} € (0,1), lim a, =0, Z;an = 00. (a)
Dat n := 0.
Buéc 1. Tinh
N
Tni1 = a4 (1= ag)Pola, — v Y T7 (1 — Po,)Tiay). (2.8)

i=1
Buéc 2. Dat n :=n + 1 va quay lai Buéc 1.
Su hoi tu manh ctia Thuat toan 2.1.2 dude khang dinh trong dinh 1y
duéi day.
Dinh ly 2.1.3. Day {z,,} dugc zdc dinh boi Thudt todn 2.1.2 hoi tu manh

vé Posrpmos 1.

Tiép theo, chiing toi nghién cttu va dé xuat thuat toan tong quat hon,
khi thay u bdi gia tri cia mot anh xa co.

Thuat toan 2.1.3.



Buéc 0. — Cho truée yy € C;

— C6 bude {7,} théa man diéu kien (v1);

— Tham 6 {«,} thoa man dieu kién (a);

~ Anh xa co f: H— C véi hée s6 co ¢ € [0,1).
bat n:=0

Budéc 1. Tinh
N

Yn+1 = Oénf(yn) (1 - an)PC’ — Tn ZT* ] PQ )Tyn] (219)
=1

Buéc 2. Dat n :=n + 1 va quay lai Buéc 1.

Sy hoi tu manh cua day lap duge sinh bdi Thuat toan 2.1.3 dugc thiét
lap trong dinh 1y sau.

Dinh ly 2.1.4. Day {y,} dugc sinh bdi Thudt todn 2.1.3 hoi tu manh vé
mot phan t¢ x7 € Q5FPMOS 14 nghiem duy nhat cia bat ding thic bién
phan

(I — fat,y— a2ty >0, vy € QSFPMOS, (VIP(I — f, QSFPMOS))

2.1.2 Tiép can t6i vwu thi hai
Xét ham h(z) : H — R dugc xac dinh béi
h(x) = ; H
(#) = (o f)fa), Ve €
1 ,
@) = S0 = Po)Talf. i = 1,2, .
Dé thay Bai toan (2.1) tuong duong véi bai toan t6i wu c6 rang budc

Eréig h(x). (2.21)

Tit day phan tit ' 14 nghiém clia Bai toan (2.21) néu va chi néu
0 € Oh(x") + Ne ().
Mat khac, ta co

J( max fz) N D co{ U Ofi(z")},

1= 1727 ’
iel(zt)
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voi I(zh) == {i € {1,2,....,N} | fi(z") = (._{IE&XN]CZ')(LL‘T)}. Do d6, néu

phan tit 27 € H théa man

cof |J 9fi(zh)} + Ne(af) 20 (2.22)

iel(zt)
thi z' 14 mot nghiem ctia Bai toan (2.21) ciing c¢6 nghia z' 14 nghiém clia
Bai toan (2.1).
Bao ham thtc (2.22) tuong duong véi
ol = Polel —y Y NT(I = Py) T, (2.23)
iel(xt)
trong d6 \; > 0 v6i moi i € I(x), > A\ =1 va 7y la mot sd thue duong
iel(zt)
bat ky.

Dang thitc (2.23) gdi ¥ cho chiing toi xay dung hai thuat toan dudi
day xap xi nghiem Bai toan (2.1) dua trén phuong phap lap Halpern va
phuong phap xap xi mém.

Thuat toan 2.1.4.
BuGc 0. Cho trude zg € C va tham s6 {p,} C [a,b] C (0,2) va dat n := 0.

Buéc 1. Tinh

T = Polen = > NaT7 (I = Po,)Tiwn}], (2.24)
i€l(xy)
trong 46 1(z,) = {i | |Tiey — Po Tl = max [T, — Po/Tiay |}
Nipn > 0v6imoii € I(x,), >, Njp=1vanéudatd,= max |Tiz,—
1€l(xy) i=1,2,....N
Py, Tixy|| thi c6 bude {7, } dudc xac dinh bdi
i eu || SO N Tr(I—Py)Tix,| >0
P * neu i,nd; —1Q;)Liln )
= 420 Ain T (= Po, ) i i)
n i€l(xy,)
0 néu nguoc lai.

(v2)
Buéc 2. Dat n :=n + 1 va quay lai Buéc 1.

Dinh 1y 2.1.5. Day {z,} dugc xdc dinh bdi Thudt toan 2.1.4 hoi tu yéu

dén mot phan ti thuoe QSFPMOS,
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Hé qua sau day chi ra ring dinh Iy trén van ding v6i mot chi s6
in € I(x,) cu the.
Hé qua 2.1.6. Vdi moi xy € C, day {x,} dugc xdic dinh bdi phuong phdp
lap sau:

Chon iy, sao cho ||T; x, — Py, T;

n

ool = max | Tixy, — Po. T,

Tnt1 = PC[xn - ’an?;([ - PQZ-”)T’Z'”xn]a n > 07
trong do {v,} dugc dinh nghia bdi
T3 (I = P, )T, @l

0, néu nguoc lai,

pn‘ néu ”TZL(I - Pan)Tann” > 0,

Tn =

va {pn} C la,b] C (0,2). Khi dé day {x,} hoi tu yéu dén mot phan ti
trong QSFPMOS,

Bang cach két hop Thuat toan 2.1.4 véi phuong phap xap xi mém ching
toi xay dung thuat todn sau dé giai Bai toan (2.1) va thiét lap duge su
hoi tu manh.

Thuat toan 2.1.5.
Budc 0. — Véi xap xi ban dau zp € C tuy ¥;
— Tham s6 {p,} C [a,b] C (0,2);
— Tham s6 {«,} thoa man diéu kién («);
~ Anh xa co f: H— C v6i hé s6 co ¢ € [0,1).
bat n:= 0.
Buéc 1. Tinh

Tn+1 :anf(xn)+(1 - O‘n)PC’[In — Tn Z )\z,nTz*(I - PQZ)Tan}]a (233)
icl(zy)

trong d6 I(wn) = {i | [[Tizn — Po,Tiwa| = max || Tix, — Po,Tizy|[},
Nin > 0v6imoi i € I(x,), >. N =1, cdbude {7,} théa man diéu
i€l(xy)

kién (2).
Buéc 2. Dat n:=n + 1 va quay lai Buéc 1.

Ta c6 dinh 1y sau vé sy hoi tu manh ciia Thuat toan 2.1.5.
Dinh 1y 2.1.7. Day {x,} zdc dinh Thuat todn 2.1.5 hoi tu manh tdi x,
la nghiém duy nhat cia bat dang thiic bién phan VIP(I — f, QSFPMOS)



12
Dinh 1y trén van ding véi i, € I(z,) cu thé.
Hé qua 2.1.8. Vdi moi xy € C, cho day {x,} la mot day duge xdc dinh
boi phuong phdp lap:
Chon i, sao cho ||T;,x, — Py, T;, x,|| = max | Tixn, — Po,Tixn],

in i=1.2

3 Ligenny

Tnt+1 = anf(xn) + (1 - O‘n)PC[xn - ’YnT;;(I - PQZn)/Tznxn]) n > Oa
trong dé {v,} dugc xdc dinh bdi

) | T, z0 — Pa,, Tinall”
Tn = ! HT;;(I - P@m)ﬂ

0, néu nguoc lai,

Tn| >0,

néu |7 (I - Po, )T,

anQ,

n

diy {pn} C la,b] C (0,2) va f : H — C la anh xa co vdi hé s6 co c € [0,1).
Néu day {o,} théa man (o) thi day {x,} hoi tu manh tdi x¥, la nghiém
duy nhat ciia bat dang thic bién phan VIP(I — f, QSTPMOS)

2.2 Ap dung va vi du minh hoa

2.2.1 Ap dung cho bai toan chAp nhan tach tdng quat

Ta blét r?mg, khi H = Hl, C = Cl, Qz = Ci+17 1 S 1 S N — 1, T1 = Al,
T2 = AgAl, ... Va TN_1 = AN_lAN_Q ce Al thi Bai toan (SFPMOS) tré
thanh Bai toan (GSFP). Do dé chiing ta c6 thé sit dung cAc thuat toan
va dinh 1y trong Muc 2.1 dé giai bai toan nay. Bang cach thay T; = Aj,
T2 = AgAl, ceay va, TN_1 = AN_lAN_Q R A1 thi dfiy lép Xac dmh bdi nam
thuat toan vita dé xuat hoi tu t6i nghiem ctia Bai toan (GSFP).

2.2.2 Vi du sb minh hoa

Trong phan nay, ching toi trinh bay ba vi du s6 minh hoa cho hiéu
qué clia cac thuat toan dé xuat. Vi du 2.2.5 sit dung cac Thuat toan 2.1.1,
2.1.4,2.1.3,2.1.5 dé giai Bai toan (GSFP) trong khong gian httu han chiéu
va day {z,} x4c dinh bdi cdc Thuat toan 2.1.3, 2.1.5 hoi tu vé nghiem
chinh xac 2" = (0,0,0,0) clia bai todn dang xét. Vi du 2.2.6 sit dung cac
Thuéat toan 2.1.3 va 2.1.5 giai Bai toan (SFPMOS) trong khong gian hitu
han chiéu, tuy nhién ta thay rang day {z,} xac dinh bdi hai thuat toan
trén hoi tu dén mot phan tit thuoc tap nghiém clia bai toin dang xét va ta
ko tinh dugc chinh xac nghiém nay. Cudi cung, Vi du 2.2.7 minh hoa cho
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hiéu qua clia cac thuat toan dé xuat dé gidi Bai toan (SFPMOS) trong
khong gian vo han chiéu. Trong tém tat nay, ching toi trinh bay van tat
Vidu 2.2.7.

Vi du 2.2.7. Xét trén khong gian L?[0,1], cho ag(t) = sint va a;(t) = ¢’
v6i moi ¢ = 1,100 va ta xac dinh cac tap con 16i, déng va khéc rong sau
day:

C ={x e L?*0,1] | {ag,z) < 1}; Qi = {x € L*[0,1] | {a;,z) < 0}.

Céc anh xa chuyén T; : L2[0,1] — L?[0,1] dudc x4c dinh béi Tjx = ix véi
moi ¢ = 1, 100. Xét bai toan chap nhan tach v6i nhieu tap dau ra nhu sau.

Tim z* € Q3FPMOS .— ¢ n <ﬁ}0? TZI(QZ)> (2.44)

D& thiy QSFPMOS £ ) \i () ¢ QSFPMOS,

Ta minh hoa su hoi tu ctia day {z, } dudc xac dinh béi Thuéat toan 2.1.1
v6i tham s6 7, = 107% v& syt hoi tu ctia day {z,,} dude xac dinh béi Thuat
toan 2.1.4 véi tham s6 +, théa man Dinh 1y 2.1.5 trong d6 p, = 0.15.
Ta st dung diéu kien dimg TOL,, := ||z,.11 — z4|| < &, trong d6 & 1a mot
ngudng sai sé cho trude.

Dé kiém chiing su hoi tu ctia cac day lip xac dinh béi cac thuat toan
nay t6i mot phan tit thuoc tap nghiém ciia bai toan dang xét, ching ta
xac dinh théem tham s6

m = max{{ag, ) — 1, 'm%{(ai, Tixn)}
Chu y rang, néu m < 0 thi x,, 12 mot nghiem ctia Bai toan (2.44).

V6i phan tit ban dau zy(t) = €, ta thu dugc két qua s6 cia Thuat toan
2.1.1 va 2.1.4 dugce trinh bay trong Bang 2.4 ctia luan an.

Tt két qua s6 dugce trinh bay trong Bang 2.4, ta thay Thuat toan 2.1.4
hoi tu nhanh hon so v6i Thuat toan 2.1.1 trong vi du nay .

Tiép theo, ta minh hoa sy hoi tu cta day {z,} xac dinh béi Thuat
toan 2.1.3 v6i a,, = n %% v, = 5.107° v& anh xa co f : L?*[0,1] — C
xac dinh béi f(z) = Po(0.25x), v6i moi x € L?[0,1]. Dong thai ta cling
minh hoa sy hoi tu ciia Thuat todn 2.1.5 v6i cac tham sé «,, = n= 97,
tham s6 7, thdéa man Dinh 1y 2.1.5 trong d6 p, = 1.75 va anh xa co
f: L?0,1] — C xéc dinh béi f(z) = Pc(0.25x) véi moi z € L?[0,1]. D&
thay rang 2*(t) = 0 14 nghiem duy nhéit ctia bat dang thiic bién phan
(I —flal,y—a") >0, vy € QSFPMOS Do d6, ta st dung diéu kien dimg
TOL,, := ||z,|| < & v6i € la mot ngudng sai s6 cho trude.
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Thuat toan 2.1.1

Thuat toan 2.1.4

10* TOL, 9.8880x 107° 9.6610x 10~°
n 138 58
m 1.2567 0.0032
TG (giay) 0.1136 0.0362

10~° TOL, 9.984 %1076 9.9286 x 106
n 494 65
m 1.0543 0.0010
TG (giay) 0.2629 0.0398

10-¢ TOL, 9.9946 x 10~7 7.3721x 1077
n 1717 73
m 0.8486 2.7883x10~*
TG (giay) 0.6776 0.0410

10~ TOL, 1.0000x 10~ 14 9.1730x 1010
n 3808549 129
m 0.0057 3.1103x 108
TG (giay) 1.2760 x 103 0.0621

Ta thu duge két qua s6 ctia Thuat toan 2.1.3 va Thuat toan 2.1.5 dudc

Bang 2.4: Két qua tinh toan s6 ctia Thuat toan 2.1.1 va 2.1.4

trinh bay trong Bang 2.5 ctia luan an.

Thuat toan 2.1.3

Thuat toan 2.1.5

€ TOL, n TG (giay) TOL,, n TG (giay)
1077 6.2940x10~> 11 0.0137 8.0584 %107 10 0.0106
1075  6.6040x107% 16 0.0174 7.7238 %107 15 0.0127
1076 9.8876x10~7" 21 0.0309 7.6813x10~7 21 0.0218

Bang 2.5 cho thay tdc do hoi tu ctia Thuat toan 2.1.3 va Thuat toan

Bang 2.5: Két qua tinh toan sd ctia Thuat toén 2.1.3 va 2.1.5

2.1.5 gan nhu nhau trong vi du nay.
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Chuong 3

Bai toan diem bat dong chung tach véi nhiéu
tap dau ra

Trong chuong nay, ching to6i nghién ctu va dé xuat mot sdé phuong phap
lip xap xi nghiém bai toan diém bat dong chung tach véi nhiéu tap dau
ra trong cac khong gian Hilbert thuc dia trén thuat toan kiéu CQ va céc
thuat toan chiéu. Cac két qua clia chuong nay dugc viét trén co s cac
bai bao (CT3) va (CT4) trong Danh muc céc cong trinh da cong b6 lien
quan dén luan an.

3.1 Thuat toan va su hoi tu

Trong chuong nay ching toi xét bai toan diém bat dong chung tach véi
nhiéu tap dau ra da dudc dé cap trong phan Md dau ctia luan an.

3.1.1 Mot thuat toan kiéu CQ
Thuat toan duce dé xuat cé luge do nhu sau.

Thuat toan 3.1.1.

Budc 0. — Véi xap xi ban dau g € H tuy v;
— Tham s6 {p,} C [¢,d] C (0,1);
— Tham s6 {«,} théa man diéu kién («);
—{a,} 1a mot day bi chin;
~Anhxaco f: H— H véihe s cocel0,1).

bat n .= 1.

Buéc 1. Tinh y;,, = Sjz, v6i moi j = 1,2,..., M va dat

= max  {yjn —zall},

dy
L,={je{L,2,.... M} | ||yjm — znll = dn}.
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Buéc 2. Tinh z,’m == (Tix,) véimoii = 1,2,...,Nvak=1,2,..., M,
dat

dz,n kz{g?dX,Ml{sz’n Ean}y 1 1, 2, cee N,
Li,n - {k € {17 27 ) MZ} I Hzlzg,n - CZ—sznH = dz‘m},i = ]., 2, . ,N.
BuGe 3. Dit I, = . SY
c 3. Dat max {d .7maxN{d7 1}

Néu d,, =T, thi chon j, € L, va dat t, = Yijn, © = 1.
Ngugc lai, néu d;, ,, = T, thi chon k, € Ly, ,, va dat t, = 2"
0=T,.
Buéc 4. Tinh u, = z,, — 9,0 (0x, —t,), trong do6
|0*(©z, — t,)[|* + an "
Buéc 5. Tinh 2,11 = a,f(x,) + (1 — ap)uy, n >0,
bat n:=n + 1 va quay lai Buéc 1.

5n:pn

Dinh 1y sau day trinh bay vé sy hoi tu ctia day lip xac dinh bdi
Thuat toan 3.1.1.
Dinh ly 3.1.3. Day {x,} dugc xdc dinh bdi Thuat todn 3.1.1 hoi tu manh
tdi mot phan ti xf € QSCFPPMOS "1 nohiem duy nhat cia bat ding thic
bién phan VIP(I — f, QSFPMOS) ygi QSFPMOS durge thay bgi QSCFPPMOS,

3.1.2 Thuat toan chiéu lai ghép

Thuat toan 3.1.2. V6i xap xi ban dau zg € H tuy ¥, dit n := 1, luge do
xac dinh day {z,} bdi thuat toan chiéu lai ghép gom nam budc véi cac
Buée 1, 2, 3 duge thuc hién nhu Thuat toan 3.1.1 va Buée 4, 5 dugce thuc
hién nhu sau:
Buéc 4. Xac dinh céac tap con C, va ), cia H nhu sau:

Cn={z€ H | |tn — Oz] < [|Oz, — O]},

Qn={z€ H | {(xg—xp,z —x,) <0}
Buéc 5. Tinh z,1 = Pc,ng,%o- Dat n :=n + 1 va quay lai Budc 1.

Su hoi tu manh cia day {z,} dudc xay dung b6i Thuat toan 3.1.2 duge

thé hién trong dinh 1y sau.
Dinh 1y 3.1.7. Gid st cic gid thiét cia Bai toan (SCFPPMOS) dugc
thod man. Khi do day {x,} dudgc zay dung bdi Thuat todin 3.1.2 hoi tu
manh tdi 1 = Poscreemos g khi n — 00.
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3.1.3 Thuat toan chiéu thu hep

Thuat toan 3.1.3. Véi V6i mdi zg € H, dat Cy = H va n := 1, luge do
xac dinh day {z,} bdi thuat todn chiéu thu hep gom nam budc véi cac
Buée 1, 2, 3, cing dugce thyce hién nhu Thuat toan 3.1.1 va Buée 4, 5 dugce
thuc hién nhu sau:

Buéc 4. Xac dinh cac tap con C), 1 cua H nhu sau:
Cui1={2 € Cy | [[tn — Oz < ||©Oz;, — Oz]|}.
Budc 5. Tinh z,41 = P, ,,x0. Dat n :=n + 1 va quay lai Budc 1.
Dinh ly 3.1.12. Gid st cdc gid thiét cia Bai toan (SCFPPMOS) duoc

thoda man. Khi do day {z,} dugc zay dung bdi Thudt toin 3.1.3 hoi tu
manh tdi xf = Pgscreenvos 2.

3.2 Mot s6 ap dung

3.2.1 Ap dung cho bai toan chAp nhan tach véi nhiéu tap dau ra

Chiing ta xem xét bai toan chap nhan tich véi nhiéu tap dau ra trong
truong hgp tong quat hon bai toan phét biéu ¢ phan Mé dau. Bai toan
phat biéu nhu sau: Cho H, H;, i = 1,2,..., N la cac khong gian Hilbert
thuc; T, © H — H;, i = 1,2,...,N la cac toan tit tuyén tinh bi chan;
C;,j=1,2,...,M la cac tap con 16i, dong cia H; Q},i=1,2,...,N va
k=1,2,...,M; la cac tap con 16i, déng ctia H; tuong tng.

Tim phan tit z' € C;, V3 =1,2,..., M sao cho

Tl eQi, Vi=1,2,...,N;: k=1,2,..., M. (GSFPMOS)
Ky hieu QCSFPMOS 13 tap nghiem ctia Bai toan (GSFPMOS) va ta luon
gid st rang QUSFPMOS £ ()

Trong Thuat toan 3.1.1, 3.1.2 va 3.1.3 thay S; = Pg, v6i moi
j= 1,2, MwE, =Py véimoii=12... N k=12... M, ta
thu dugc cac thuat toan kieu CQ, thuat toan chiéu lai ghép va thuat toan
chiéu co hep tuong ting dé gidi Bai toan (GSFPMOS) méa khong can biét
thong tin vé chuan ctia toan tit chuyeén.

3.2.2 Bai toan diém béat déng chung tach cho anh xa khong gian

Ap dung Thuat toan 3.1.1, 3.1.2 va 3.1.3 trong truong hgp N =1 ta
thu dugc ba thuat toan tuong ng giai bai toan diém bat dong chung tach
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cho anh xa khong gian.

3.2.3 Bai toan diém bat dong cho anh xa khong gian

Ap dung Thuat toan 3.1.1, 3.1.2 va 3.1.3, ta cling ¢6 cac thuat toan
tuong tng dé giai bai toan diém bat dong cho anh xa khong gian dugc
trinh bay trong Hé qua 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7 cta luan an.

3.3 Vi du s6 minh hoa

Phan nay gidi thieu ba vi du s6 dé minh hoa cho tinh hi¢u qua ctia cac
thuat todn dé xuat. Vi du 3.3.1 va 3.3.2 sit dung ba thuat toan dé xuat
dé gidi bai toan (SFPMOS) va (SCFPPMOS) trong khong gian hitu han
chiéu. Vi du 3.3.1 minh hoa day lap sinh ra bédi céc thuat toan dé xuat
hoi tu dén mot phan ti trong tap nghiém ctia bai toan nhung ta khong
xac dinh dugc chinh xac nghiém nay. Vi du 3.3.2 chi ra day lap sinh bdi
cac thuat toan dé xuat hoi tu t6i mot nghiém chinh xac clia bai toan. Vi
du 3.3.3 gidi bai toan 6 Vi du 2.2.7 bang phuong phap chiéu lai ghép va
phuong phap chiéu thu hep. Trong tém tat nay, ching toi trinh bay van
tat Vi du 3.3.2.

Vi du 3.3.2. Cho céc ham 16i g, g1, g2, g3 va g4 xac dinh trén R®, R?, R3,
R*, R® tuong tng va dude xac dinh bdi:

g(x) = %(:151 — Ty + a3 — 14 — 225 — 1), V& = (21, 29, T3, T4, T5) € R,
91(6) = 5+~ %V y = () € B

g2(2) = %(221 + 2y — 23— 4)%, V2 = (21,22, 23) € R?;

g3(u) = l(ul —uy —uz +uy — 1)% Vu = (uy, ug, ug, ug) € RY

2
1
gs(v) = 5(1)1 + 209 — U3 + vy + U5 + v6)2, Vv = (v1,v2, 03, 04, U5, Vg) € RS,

Cho cac anh xa tuyén tinh bi chan

T) : R® — R? x4c dinh béi Tz = [y1, 0] '

Ty : R® — R? xé4c dinh béi Thx = [21, 22, 23] .
Tz : R® — R*xé4c dinh béi Tz = [ug, ug, us, ug] .
[

Ty : R® = R%xé4c dinh béi Tyx = [v1, vo, v, Vg, Us, vg] -
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Ma tran ctia cac 4nh xa chuyén T}, T5, T3, Ty tuong Gng nhu sau.

1 1 -1 01

1 -12 1 0
TI_(2 o1 _4>,T2_ 1 -1 0 1 2],

1 3 —4 3 6
(1 1 1 1 1\
11 1 -1 1 1 -1 1 0 1
2 1 1 1 2 1 0 1 1
=110 1 1 1™~ 20 1 1 1 1
11 -1 2 3 1 0 0 —1 1

\1 -1 -2 -2 10 )
Xét bai toan: Tim phan tit * € R’ sao cho
r* € argmin g(z); Tiz" € argmin g1(y); Thr™ € argmin go(2);
T€ERS yER? 2€R3

Tsx™ € argmin gs(u); Tyx* € argmin g4(v) .
ueR?4 vERS

Khong kho dé kiém tra dudc ¢ va g;, ¢ = 1,2,3,4 1a cac ham 16i va
Q= {(a—b+c+3,a,b,c,1) | a,b,c € R} la tap nghiém ctia bai toan
dang xét.

Dé thay, bai toan trén tuong duong véi bai toan: Tim phan tit 2* € R?
sao cho:

v € Vg (0); Tha* € Vi '(0); Toa™ € Vgy '(0);
Tsaz* € Vg3 1(0); Ty € Vg 1(0).

Trong vi du nay, Vg va Vg;, ¢+ = 1,2,3,4 la cac toan ti don diéu cyc dai
do d6 (I +Vg)™tva (I+Vg;) ! véimoii=1,2,3,4 1a cac &nh xa khong
gian. Vi vay bai toan trén tuong duong véi bai toan tim diém bat dong
chung tach véi nhiéu tap dau ra: Tim phan t ¥ € R® sao cho

z* € Fix (I4+Vg)™"); Twa" € Fix (I+Vg1)™"); Tz € Fix (I+Vg2)™);
Tyz* € Fix ((I + Vgs)™'); Tuz* € Fix (I + Vga) ™).
Ky hieu QSCFPPMOS 15 tah nghiem ciia bai toan tim diém bat dong chung
tach véi nhicu tap dau ra nay. Khi do6
QSCEPPMOS — () — f(a —b+¢+3,a,b,¢,1) : a,b,c € R}.
Chung t6i minh hoa sy hoi tu ctia cac Thuat toan 3.1.1; 3.1.2 va 3.1.3

trong d6 cac dnh xa khong gian S = (I + Vg) L% = (I + Vg)!
véi moi i = 1,2,3,4, cac tham s6 a,, = n~!,a, = 0.00001, p,, = 0.95,
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rg = (1,—1,1,—1,1), anh xa co f : R® — R® 1a ham hing xac dinh bdi
f(x,) = xg, v6i moi n > 1. Day {x,} xac dinh bdi cac thuat toén trén sé
hoi tu manh téi x* = Pascrermos g = (0.75, —0.75,0.75, —0.75, 1). Trong
truong hgp nay, ta dé nhan thay z* = (0.75,—0.75,0.75, —0.75, 1) cing
13 nghiém duy nhat clia bat dang thitc bién phan VIP(I — f, QSFPMOS)
trong dé thay tap QSFPMOS hgj tap QSCFPPMOS Ty st dung diéu kien

TOL,, = ||z, — 2|| < e,

véi € 1a mot ngudng sai s6 cho truée dé dimg qué trinh Lip.
V6i phan tit ban dau zo = (1, —1,1, —1,1), Bang 3.3 minh hoa cho su
hoi tu ctia ba thuat toan dé xuat.

€ Thuat toan 3.1.1 Thuat toan 3.1.2 Thuat toan 3.1.3
10-* TOL, 9.9881x107° 0.9141x107° 5.2862x 10~°
n 621 175 14
TG (giay) 0.0400 1.3368 0.0820
10> TOL, 9.9965 x 106 9.9752x 106 4.6409x10~6
n 2526 979 19
TG (giay) 0.1313 5.9919 0.1082
10 TOL, 9.9998 x 107 9.9967 x 10~7 9.1672x 107
n 23854 3899 23
TG (giay) 1.1318 26.6064 0.1204

Bang 3.3: Két qua tinh toan s clia Thuat toan 3.1.1; 3.1.2 va 3.1.3

Két qua s6 6 Bang 3.3 cho thay véi cling mot ngudng sai s6, Thuat toan
3.1.3 can thai gian va s6 bude lap it nhat, trong khi d6 Thuat toan 3.1.2
can s6 bude lap it hon Thuat toan 3.1.1 nhung can nhiéu thoi gian hon.
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Két luan

Luan an tap trung nghién ctu dé xuat cac thuat toin gidi Bai toan
(SEPMOS) va Bai toan (SCFPPMOS). Cac thuat toan duge nghién ctu
dya trén phuong phap CQ, phuong phap lap Halpern, phuong phap xap
xi mém va phuong phép chiéu.

1. Nhitng két qua chinh da dat dudc trong luan an

e Chung toi dé xuat duge 5 thuat toan gidi Bai toan (SFPMOS) (Thuat
toan 2.1.1-2.1.5), dé xuat va chiing minh cac dinh ly hoi tu yéu va hoi
tu manh cua cac thuat toan nay. Cac thuat toan nay duge chung toi
phat trién tit thuat toan CQ ctia Byrne cho bai toan chap nhan tach
trong khong gian hitu han chiéu dya trén cach tiép can t6i vu. Uu
diém ciia cac Thuat toan 2.1.1-2.1.3 1a sy don gidn trong tinh toan
tai m&i budc lap. Uu diém ctia cac Thuat toan 2.1.4 va 2.1.5, ngoai
st don gidn trong tinh toan tai moéi bude lap, 1a ¢6 bude khong phu
thuoc vao thong tin vé chuan ciia cac toan tit chuyén. Két qua nay
dugc thé hieén trong cong trinh (CT1) va (CT2).

e Chiung toi dé xuat duge 3 thuat toan xap xi nghiém clia Bai toan
(SCFPPMOS) (Thuat toan 3.1.1-3.1.3) dong thoi dé xuat va ching
minh cac dinh 1y hoi tu yéu va hoi tu manh clia cac thuat toan nay.
Bang viéc sit dung phuong phap CQ, ki thuat chiéu lai ghép va ky
thuat chiéu thu hep két hop véi phuong phap xap xi mém, ching toi
thiét ké cac thuat toan véi cd buée tu thich nghi. Két qua nay dugc
thé hién trong cong trinh (CT3) va (CT4).

e Cac thuat todn nay dudc 4p dung cho bai toan chap nhan tach tong
quat, bai toan chap nhan tach véi nhiéu tap dau ra, bai toan diém bat
dong chung tach véi anh xa khong gian hay bai toan diém bat dong
ctia 4nh xa khong gian. Cac két qua thit nghiém s6 trong khong gian
Hilbert thiic hitu han chiéu cfing nhu vo han chiéu cho thay hiéu qua
clia cac phuong phap dé xuat.
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2. Mot s6 huéng nghién citu tiép theo

Sau day 1a cdc huéng ma chiing toi sé tiép tuc nghién cttu sau khi hoan
thanh luan an.
e Nghién cttu vé bai todn chap nhan tach cing véi cac bai toan lien
quan trong khong gian Banach.

e Nghién cttu Bai toan (SFPMOS) khi it nhat mot tap rang buoc khong
16i hodc it nhat mot 4nh xa chuyén khong la anh xa tuyén tinh.

e Nghién cttu tinh on dinh ciia cac thuat toan khi cac dit lieu dau vao
cO nhiéu.

e Nghién cttu danh gia toc do hoi tu ciia cac thuat toan.



23

Danh muc cac cong trinh da cong bo lién quan
dén luan an

(CT1) Reich S., Tuyen T.M., Ha M.T.N. (2020), “The split feasibility prob-
lem with multiple output sets in Hilbert spaces”, Optim. Lett., 14, pp.
2335-2353 (SCIE-Q?2).

(CT2) Reich S., Tuyen T.M., Ha M.T.N. (2021), “An optimization approach
to solving the split feasibility problem in Hilbert spaces”, J. Global
Optim., 70, pp. 837-852 (SCIE-Q1).

(CT3) Kim J.K., Tuyen T.M., Ha M.T.N. (2021), “Two projection methods
for solving the split common fixed point problem with multiple output
sets in Hilbert spaces”, Numer. Funct. Anal. Optim., 42(8), pp. 973—
988 (SCIE-Q2).

(CT4) Reich S., Tuyen T.M., Thuy N.T.T., Ha M.T.N. (2022), “A new self-
adaptive algorithm for solving the split common fixed point problem

with multiple output sets in Hilbert spaces”, Numer. Algorithms, 89,
pp. 1031-1047 (SCIE-Q1).



